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[M'5j] 
SUK  LA  QUATIIIÈUE  CO\(iRUE\CE  DE  CUBIQUES  GAUCHES 


DE  M.  ST1IYVAERT; 

Par  M.  Lucien  GODEAUX. 


Dans  de  belles  recherches  de  Géométrie,  couronnées 
par  l'Académie  royale  de  Belgique  ('),  M.  Stuyvaerl  a 
défini  six  types  de  congruences  linéaires  de  cubiques 
gauches.  Ce  sont  les  congruences  dont  chaque  courbe 
est  représentée  par  l'évanouissement  de  la  matrice 

?n(#i«)     012O,  a)     <?is(a?,  *) 

Ço,(.r.  ai      o,,(x,oi)     <f-23(x,a) 

les  six  fonctions  co  étant  linéaires  par  rapport  aux  coor- 
données ponctuelles  (x,,  a?2î  #3>  #4)  eL  Par  rapport  aux 
paramètres  (a,,  a2,  a3). 

Parmi  ces  congruences,  les  deux  premiers  types  ont 
été  étudiés  par    M.   Stuyvaerl  (2)  ;    j'ai  ensuite  établi 


(')  Cinq  éludes  de  Géométrie  analytique  (Prix  François  Deruyts, 
190G).  Gaiiil,  Librairie  Van  Gœthem,  1907,  p.  94-' 19  '  '  étude). 

('-')  Une  congruence  linéaire  de  cubiques  gauches  (Bull,  de 
l'Acad.  roy.  <le  Belgique,  7):   Deuxième  congruence  linéaire 

Ann.  de   Uatltémat..  \*  série,  t.  \I    (Janvier  .)  ' 


(  >■  ) 

qu'une  certaine  i  ransformation  Irrationnelle  de  l'espace 
fournil  immédiatement  La  plupart  des  propriétés  des 
types  I,  111  ctVI(').  Dans  la  Noie  suivante,  j'élablis 
une  transformation  Irrationnelle  de  l'espace  qui  brans- 
forme  le  tvpe  IV  en  une  congruence  bilinéaire  de 
droites.  La  même  transformation  fournit  de  nouveaux 
types  de  congruenees  linéaires  de  cubiques  que  je 
signale. 

Rappelons  avant  de  commencer  les  propriétés  de  la 
congruence  IV  de  M.  Stuyvaert.  Cette  congruence  esl 
représentée  j>ar  la  matrice 

*iax-+-atbx+ascx     aia'x-ha3c'x    alax-ha3cx 

7.xdx—'x,fx  y.id,  aid"x 

Les  cubiques, qui  la  forment  s'appuient  quatre  fois 
sur  la  sextique  de  genre  trois 


".<•        «X         «c         l'r 

cx     c'x     cx       o 
dx     d'x     <l       /', 


cinq  fois  sur  la  cubique  gauche 


d'x 

<l  ,■ 


et  une  fois  sur  la  droite 


d'.=s  d'x=  o. 
La  transformation  birationnelle  T.  —   I.  Soienl 


de  cubiques  gauches  {Jtendiconti  '/>■/  Cire.  Matent.  <li  Palermo, 
-  i.  XXVI). 
(')  Nouveaux  types  de  congruenees  linéaires  de  cubiques 
gauches  {Nouv.  Ami.  de  Mmli..  \  série,  t.  IX  )  ;  Sur  lu  sixième 
congruence  de  cubiques  gauches  de  M.  Stuyvaert  i  Bull,  de 
l'Acad.  roy.  de  Belgique,  190g). 


(3) 

G*  une  sextique  gauche  de  genre  trois  et  C3  une  cubique 
gauche  dont  les  équations  sont  respectivement 


(Cl) 
(G3) 


La  courbe  C3  s'appuie  donc  en  huit  points  sur  Cj!  ('). 
Il  y  aune  infinité  de  surfaces  cubiques  F,  formant 
un  faisceau,  qui  passent  par  les  coui'bes  C^  et  C3  ;  elles 
ont  pour  équation 


«r      bx 

C,-        (f 

c 

"',:       b'x 

<',-     <!', 

<>".,■     b"x 

c"x     d"x 
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b,     Vx 
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A(  et  À2  étant  des  paramètres  variables. 

Désignons  par  0<,  02,  03,  04  les  sommets  du  té- 
traèdre fondamental. 

Établissons  une  homographie  H  entre  les  surfaces  F 
et  les  plans  passant  par  la  droite  d=  02  03.  Nous  pren- 
drons pour  l'équation  du  plan  correspondant  à  la  sur- 
face F  donnée  par  le  rapport  —  > 

XlJKi  — X2JKi=0. 

Une  bisécante  de  la  cubique  C:t  peut  être  représentée 
par  les  équations 


(i) 


jza;e-t-  |a' ax-\-  [i  "        o 

\xbx  -+-  \x'b'x  -+■  y" l>'c  =  o. 


(')  Stuyvaert,  loc.  cit.  (Élude  I,  p.     71 


(  4  ) 

Si  nous  écrivons  les  relations 


.»■. 


elles  feront  correspondre  à  la  droite  unissant  le  point 
PQ',,  >.,.);,,  r,)  au  point  O,,  la  bisécante  de  C3  re- 
présenter |>ar  les  équations  (i),  et  réciproquement. 
Nous  aurons  ainsi  une  correspondance  birationnelle  K 
entre  la  gerbe  de  sommet  O,  et  la  congruence  des 
bisécanles  de  C3. 

La  correspondance  K  est  telle  qu'au  plan 

correspond  la  quadrique 


v%  »a  vu 
«.<  a'x  a"x 
b~     b'       b"r 


En  général,  à  un  cône  d'ordre  n  et  de  sommet  O,, 
la  transformation  K  fait  correspondre  une  surface 
d'ordre  in  passant  n  fois  par  C3,  et  réciproque- 
ment. 


"2.  \  laide  de  l'homographie  11  et  de  la  transforma- 
tion K.  nous  pouvons  établir  une  correspondance  bi- 
rationnelle T  entre  le-  points  (x)  et  (y)  de  l'espace. 
Remarquons  pour  cela  qu'une  corde  de  C3  rencontre 
une  surface  F  en  trois  points  dont  deux  sont  sur  C3  ; 
les  coordonnées  du  troisième  point  peuvent  donc  s'écrire 
en  fonctions  rationnelles  des  coefficients  de  l'équation 
de  F. 

Soient  V(xt,  a?a,  #,,  xk)  et  Q  (jk«, y-i,y-i,yk)  deux 
points  de   I  espace.  Nous  dirons  que  ces  points  se  cor- 


(  5  ) 
respondent  par  T  si  les  conditions  suivantes  sonL  véri- 
fiées : 

a.  L'homographie  H  l'ait  correspondre  le  plan  ()0203 
et  la  surface  F  passant  par  P. 

b.  La  droite  QO(  et  la  corde  de  C3  issue  de  P  se  cor- 
respondent dans  la  transformation  K.. 

Une  telle  transformation  T  est  évidemment  biration- 
tionnelle. 

p  étant  un  facteur  de  proportionnalité  et  les  déter- 
minants cubiques  étant  dénotés  par  leur  première  ligne, 
les  coordonnées  de  Q  s'exprimeront  au  moyen  de  celles 
de  P  par  les  formules 


(t, 


pr*  = 


a.c  b.r  dx  |  i  axb'x—  axbx), 

"x  bx  cx   '  (a'xb"x  —  axb'x), 

ax  bx  cx  |  ( a"x bx  —  ax b"x), 

ax  bx  cx  \(axb'x— a'xbx). 


Dans  la  suite,   nous  désignerons   par  S,,  S2  les  es- 
paces lieux  des  points  respectivement  de  coordonnées 

La  transformation  T  mute  un  plan  de  S2,  d'équation 


utyi+  u2y2-+-  M3jK3-l-  «;/; 


en  une   surface  du  cinquième    ordre   dont    l'équation 
peut  s'écrire 


(0 


bx     b'x 

I  a,     h. 
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La  dernière  ligne  s'annule  pour  les  points  île  la 
courbe  C*,  donc  la  surface  passe  par  cette  courbe. 
Tous  les  termes  du  déterminant  précédent  s'annulent 


(  6) 

pour  les   points  de  C3,  donc  celte  courbe  est  double 
pour  la  surface  (i).  Enfin,  si  l'on  introduit  l'hypothèse 


bx     c, 

b',.     c\ 


les  tenues  de  la  première  colonne  sont  nuls,  donc  la 
surface  (  i)  passe  simplement  par  la  cubique  gauche  C'3. 
Les  équations  des  courbes  CJ,  C3  etC'3  ne  dépendant 
pas  des  coefficients  m,,  u2,  u9,  u*i  on  peut  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Les  plans  de  Sa  se  transforment  en  des  surfaces 
du  cinquième  ordre  passant  simplement  par  les  deux 
courbes  C',  C3  et  doublement  par  la  cubique  C3. 

Les  trois  courbes  C',  C3  et  C3  sont  évidemment  sin- 
gulières pour  la  transformation  T;  nous  allons  voir  que 
ce  sont  les  seules  dans  l'espace  S,.  Pour  cela,  il  nous 
suffira  de  démontrer  que  l'intersection  de  deux  surfaces 
telles  que  (1)  se  compose  de  ces  courbes  et  d'une 
courbe  variable  du  quatrième  ordre,  ou  encore  que  la 
courbe  de  S,  correspondant  à  une  droite  de  S2,  est  du 
quatrième  ordre. 

La  courbe  correspondant  à  la  droite 


est  représentée  par 


(2) 
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(  7  ) 
Celle  ma!  ri  ce  s'annule  pour  les  points  d'une  courbe 
du  seizième  ordre.  Mais  C3  annule  tous  les  termes  de  (a) 
et  C'3  tous  les  termes  de  la  première  colonne;  par  suite 
la  courbe  du  seizième  ordre  se  décompose  en  trois 
fois  C3,  une  fois  C'3  et  en  une  courbe  d'ordre  quatre 
mobile. 

A  une  droite  de  S2  correspond  une  courbe  du  qua- 
trième ordre. 

Lis   seules   lignes  singulières  de  "Z{  sont  Cjj,  C3 

et  c;. 

3.  Recherchons  quels  lieux  engendrent  les  points 
de  S2  qui  correspondent  aux  points  singuliers  de  St. 

A  un  point  P  de  Cj!  correspondent  évidemment  tous 
les  points  d'une  droite  passant  par  0|  et  que  la  trans- 
formation K.  fait  correspondre  à  la  corde  de  C3  issue 
de  P.  Le  lieu  de  telles  cordes  est  une  surface  d'ordre 
huit  passant  quatre  fois  par  C3  ;  par  suite  la  transfor- 
mation K.  la  mute  en  un  cône  du  quatrième  ordre  de 
sommet  0(  et  la  surface  correspondant  à  C'  est  déter- 
minée. On  peut  affirmer  que  ce  cône  est  dépourvu  de 
singularités,  car  il  est  de  genre  trois,  ses  génératrices 
étant  en  correspondance  birationnelle  avec  les  points 
de  Cl. 

La  surface  [C*]  lieu  des  points  de  22  qui  se  trans- 
forment en  des  points  de  Cj!  est  un  cône  du  quatrième 
ordre  de  sommet  Ot. 

Soit[C3]  le  lieu  des  points  de  S2  qui  correspondent 
aux  points  de  C3.  Pour  que  le  transformé  d'un  point 
Q  de  22  soit  sur  C.,,  il  faut  et  il  suffit  que  la  surface 
cubique  F  correspondante  au  plan  0203Q  et  la  corde 
de  C3  correspondante  à  la  droite  0,Q,    se   louchent. 


(  8  ) 
Le  point  de  contact,  qui  correspond  à  Q,  est  en  ellet 
nécessairement  sur  <  53.) 

Le  lieu  des  cordes  de  C;i  qui  touchent  une  surface  F 
.  nécessairement  le  Ion-  de  C3)  est  une  surface  d'ordre 
dix  passant  cinq  fois  par  C8  ;  la  transformation  K  la 
mule  donc  en  un  cour  d'ordre  cinq  de  sommet  Of. 
L'homographie  H  fait  correspondre  à  la  surface  F  con- 
sidérée,  un  plan  passant  par  0203  et  ce  plan  rencontre 
donc  [C3]  en  une  courbe  du  cinquième  ordre.  D'autre 
put,  on  constate  aisément  «pie  par  un  point  de  0203 
p.i-^ent  deux  pareilles  courbes,  donc  la  surface  [C:J] 
liasse  doublement  par  cette  droite  et  est  d'ordre  sept. 
Knlin,  une  droite  issue  de  Ot  rencontre  encore  la  sur- 
face [C3]  en  deux  points,  donc  Ot  est  un  point  quin- 
tuple. 

La  surface.  [C3],  lieu  des  points  auxquels  corres- 
pondent des  points  de  <  I3,  est  d'ordre  sept,  passe  dou- 
blement  j>av  lu  droite  0203,  et  possède  un  point 
quintuple  O,. 

H  est  facile  de  montrer  qu'à  un  point  de  C:t  corres- 
pondent les  points  d'une  conique  de  la  surface  [G3]. 
Considérons  un  point  P  de  C3  ;  au  cône  projetant  C3 
de  I*.  la  transformation  K  fait  correspondre  un  plan  - 
passant  par  O,.  I  ne  surface  cubique  F  est  tangente 
en  \*  à  chaque  génératrice  du  cône,  et  inversement 
une  >eule  génératrice  touche  une  surface  F  en  P;  par 
suite,  si  nous  considérons  dans  -les  faisceaux  droites 
dont  les  sommets  sont  O,  et  le  point  de  rencontre  de  r, 
*>_<>.  Ils  -ont  homographiques  et  le  lieu  des  in- 
lersections  des  rayons  correspondants  est  la  conique 
h  ansformée  du  point  P. 

Soit  enfin  [C'g]  la  surface  transformée  de  C',;  nous 
allons  voir  qu'elle  coïncide  avec  le  plan  0<  0203.  A  ce 


(  9) 
plan,   la  transformation    K    l'ail   correspondre    la   qua- 
drique 

a  ,  h\  —  a ',.!>,■  =  o, 

et  l'homographie  H,  la  surface  cubique 
|  ax    bx    cx  |  =  o. 

Ces  deux  surfaces  se  rencontrent  en  deux  courbes 
G3,  C3.  Inversement,  à  un  point  de  C3  correspond  une 
droite  du  plan  0,020:)  passant  par  O,,  par  suite. 

La  surface  [C3],  lieu  des  points  de  S2  auxquels 
correspondent  des  points  de  C3,  coïncide  avec  le 
plan  O,  Oa03. 

Une  droite  de  S2  rencontre  les  surfaces  [Cjj],  [G3] 
et  [G,]  respectivement  en  quatre,  sept  et  un  point;  on 
en  conclut  que  : 

Aux  droites  de  S2  correspondent  des  courbes  du 
quatrième  ordre  s' appuyant  quatre  fois  sur  C ,;. 
sept  fois  sur  Q,  et  une  fois  sur  C3. 

i.  Soit  r.  un  plan  de  S,  ;  d'après  la  théorie  des 
transformations  Irrationnelles,  on  sait  déjà  qu'il  lui 
correspond  dans  22  line  surface  du  quatrième  ordre. 
Nous  allons  voir  que  cette  surface  passe  par  la  droite 
020a  et  est  un  monoïde  dont  le  sommet  est  en  Ot. 

Soit-'  un  plan  passant  par  Oa03.  Il  lui  correspond 
par  H  une  surface  cubique  F,  Les  cordes  de  G3  qui 
s'appuient  sur  l'intersection  de  cette  surface  avec  le 
plan  -  forment  une  surface  d'ordre  six  passant  trois 
fois  par  C3.  La  transformation  K.  mute  celte  surface  en 
un  cône  cubique  de  sommet  O,  et-'  rencontre  doue  la 
surface  du  quatrième  ordre  transformée   de  ~  en  une 


(   »o  ) 
cubique,   donc  cette  surface  passe  simplement  par  la 

droite  OoO:,. 

A  une  droite  issue  de  O,,  K  fait  correspondre  une 
corde  de  C;>.  Par  le  point  d'intersection  de  celle-ci 
avec  -,  passe  une  surface  F.  Le  plan  correspondant  à 
cette  surface  dans  l'homographie  H  marque  un  seul 
point  de  la  transformée  de  -;  par  suite  celte  transformée 
a  un  point  triple  en  0| . 

\  une  droite  de  S,  correspond  dans  S2  une  courbe 
du  cinquième  ordre.  Deux  surfaces  du  quatrième  ordre, 
transformées  de  deux  plans  de  ï,,  ont  donc  en  commun, 
outre  d.  une  courbe  variable  d'ordre  cinq  cl  une 
courbe  Cl0  d'ordre  dix. 

Aux  plans  de  E<  correspondent  des  monoïdes  du 

quatrième  ordre  dont  le  point  multiple  est  en  O,  et 
qui  passent  par  la  droite  020:!  et  par  la  courbe  G)0. 
La  transformation  T  possède  dans  S2  un  point 
singulier  isolé,  une  droite  et  une  courbe  d' ordre  dix 
singulières. 

.').  Désignons  par  [O,],  [0203],  [C)0]  les  surfaces 
de  S,  dont  les  points  correspondent  respectivement  au 
point  O,  et  aux  points  des  courbes  0203,  C,0- 

On  arrive  aisément  aux  théorèmes  suivants  : 

La  surfait'  |  O,]  lieu  des  points  de  2,  correspon- 
dants à  O)  est  la  surface  cubique  que  Vhomogra- 
phie  II  fait  correspondre  au  plan  O,  0203. 

La  surface  [0203]  lieu  des  points  de  S,  correspond 
a  ceux  de  Oa03,  est  la  quadrique  transformée  du 
plan  0,020:(  '///  moyen  de  la  transformation  K. 

Passons  à  la  recherche  de  la  surface  [C,0]. 

Sur  une  surface  cubique  F,  passant  par  CJ!  et  C3,  il 


(  II  ) 

se  trouve  six  cordes  de  C3.  A  tous  les  points  d'une  de 
ces  cordes,  correspond  un  même  point  unique  de  22. 
Recherchons  le  lieu  C  de  ce  point. 

Le  lieu  des  cordes  de  C3  appartenant  à  une  surface  F, 
est  une  surface  S  du  huitième  ordre.  Considérons  en 
effet  un  plan  tc,  une  droite  x  extérieure  à  ce  plan  et 
ne  rencontrant  pas  C3  et  deux  ponctuelles  (X,),  (X2) 
de  support  x.  Par  un  point  X,  passe  une  corde  de  C3  ; 
par  le  point  où  cette  corde  rencontre  r  passe  une  sur- 
face F  qui  marque  sur  x  trois  points  X2.  Inversement, 
à  un  point  \.2  correspondent  six  points  X|.  Une  coïn- 
cidence des  points  X,,  X2  est  généralement  un  point 
de  la  surface  S  ;  il  y  a  une  exception  pour  le  point 
commun  au  plan  u  et  à  la  droite  x,  qui  absorbe  une 
coïncidence.  D'après  le  principe  de  Chasles,  S  est 
donc  9  —  1=8.  Cette  surface  contient  C£  et  a  été  ren- 
contrée plus  haut. 

La  transformation  R  mute  S  eu  un  cône  [Cj!]  du 
quatrième  ordre  de  sommet  O,.  La  courbe  C  se  trouve 
évidemment  sur  ce  cône.  Un  plan  passant  par  0(  con- 
tient quatre  génératrices  de  [Cj!];  chacune  d'elles 
contient,  en  dehors  de  O,,  un  et  un  seul  point  de  C. 
Sur  la  surface  [O,  ],  se  trouvent  six  cordes  de  C3,  donc 
C  passe  six  fois  par  O,  et  cette  courbe  est  du  dixième 
ordre;  par  suite  elle  coïncide  avec  C10-  Un  plan  pas- 
sant par  0203  contient  six  points  de  C|0  en  dehors 
de  Oa03,  donc  cette  droite  est  une  quadrisécante. 

La  courbe  singulière  C,„  a  un  point  sextuple  en 
0|  et  s'appuie  quatre  Jois  sur  la  droite  0203. 

La  surface  [C,0]  lieu  des  points  de  S,  correspon- 
dant aux  points  de  C|0  est  du  ////itirtne  ordre,  passe 
quatre  fois  par  C3  et  une  fois  par  Cj!. 

Une   droite   de   S,   rencontre  [0(],  [020;t],   [C,0] 


(     '*     ) 

respect! vem en I  en  trois,  deux  et  huit  points;  donc  : 

\ii.i  droites  de  ï,  correspondent  des  courbes  du 
cinquième  ordre  s* appuyant  deux  fois  sur  0203; 
huit  fois  sur  (',„  et  ayant  un  point  triple  en  O,. 

On  remarquera  que  C)0  fait  partie  de  l'intersection 
de  |  Cï  |  et  de  |  C3  |.  d'après  la  théorie  des  transforma- 
tions Irrationnelles.  On  vérifiera  alors  aisément  que 
[C3]  passe  doublement  par  C,0,  car  une  droite  issue 
de  O,  et  s'appuyant  sur  C,0  ne  rencontre  [C;i]  qu'en 
deux  points  distincts. 

Congruences  linéaires  de  cubiques  gauches.  — 
6.  La  transformation  T  mute  une  droite  a  de  E2  s'ap- 
])ii\anl  sur  la  droite  0203,  en  une  courbe  du  quatrième 
ordre  qui  dégénère  en  une  cubique  gauche  y  et  une 
bisécante  a'  de  C3. 

Si  P  est  le  point  d'appui  de  a  sur  0203,  la  droite  a' 
corre>|xuiil,  par  la  transformation  K,  à  la  droite  PO  i  ; 
celle  droite  et!  se  trouve  donc  sur  la  quadrique 

<hcb'x—  u'xbx  =  °» 

et  s'appuie  ainsi  en  un  point  sur  G'..  En   utilisant  un 
théorème   précédent,  nous  pouvons  énoncer  celui-ci  : 

\  h  ne  droite  de  S2  s [appuyant  sur  la  droite  0203 
correspond  dans  i],  une  cubique  gauche  s'appuyant 
en  quatre  points  sur  G]  et  en  cinq  points  sur  Gj. 

Supposons  que  la  droite  '/  appartiennenl  à  nue  con- 
gruence Linéaire  G  (020:,  étant  naturellement  singu- 
lière pour  cciic  congruence).  Les  cubiques  y  corres- 
pondantes formeront  évidemment  une  congruence  T 
donl    L'ordre  es!  égal   à   l'unité,  car  si  par  un  point  1* 
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de  I|  passaient  plusieurs  courbes  de  T,  par  le  poinl 
de  Sa  correspondant  à  P  passeraient  plusieurs  droites 
de  G,  ce  qui  n'a  généralement  pas  lieu. 

La  classe  de  T  est,  comme  on  sait,  le  nombre  de  ses 
courbes  y  s'appuyant  en  deux  points  sur  une  droite. 
En  transformant  au  moyen  de  T,  on  voit  que  la  classe 
de  F  est  le  nombre  de  droites  de  G  s'appuyant  en  deux 
points  sur  une  courbe  d'ordre  cinq  possédant  un  point 
triple  en  O,  et  deux  points  simples  sur  0203. 

Nous  examinerons  les  différents  cas  qui  peuvent  se 
présenter  pour  les  congruences  T. 

7.  Prenons  pour  G  la  congruence  formée  par  les 
droites  s'appuyant  sur  020:t  et  sur  une  courbe  D, 
d'ordre  n,  s'appuyant  n — i  fois  sur  0203  m  fois 
sur  Cio(')  et  enfin  passant  m{  fois  par  0|  (m,  étant 
égal  à  zéro  ou  un). 

La  transformée  de  D,  débarrassée  des  composantes 
provenant  des  points  communs  à  D  et  aux  éléments 
singuliers  de  T  dans  S2,  est  une  courbe  A  d'ordre 
3n  —  m  +  i  —  3  m, .  La  congruence  Y  est  donc  le  lieu 
des  cubiques  gauches  y  s'appuyant  en  un  point  sur  A. 

La  courbe  A  s'appuie  sur  Cg,  Ca,  G'3  respectivement 
en  4  (n  —  m  \  )  —  ,}ij  5  n  —  ?.  m  -4-  •>.  —  5  m ,  ,  i  —  m , 
points;  ces  points  d'appui  sont  fournis  par  les  inter- 
sections de  D  avec  les  surfaces  [Cjj],  [Ga],  [C3]  en 
dehors  des  points  singuliers  de  T  dans  ïo. 

Passons  à  la  recherche  de  la  classe  de  T.  Les  bisé- 
cantes  d'une  courbe  du  cinquième  ordre  transformée 
d'une  droite  de  S2,  s'appuyant  sur  Oa03,  forment  une 
surface  d'ordre  cinq  passant  deux  fois  par  OoO;i  et 
ayant  un   point  triple  en   0|.   Cela  étant,    d'après   la 

(')   En  (Jeliors  de  O,. 
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remarque  faite  tantôt,  la  classe  de  T  sera  le  nombre  des 
points  d'intersection  de  D  avec  cette  surface,  en  dehors 
de  0203  et  de  O,  ;  c'est-à-dire  3n  -f-  2  —  3/»,. 

Selon  que  m  prendra  les  valeurs  o  ou  1 ,  nous  obtien- 
drons deux  congruences  T,,  T2  dont  nous  résumerons 
les  propriétés  dans  les  tableaux  à  double  entrée  sui- 
vants (le  nombre  placé  à  l'intersection  d'une  ligne  et 
d'une  colonne  fournit  le  nombre  de  points  communs 
aux  deux  courbes  de  tête)  : 


ci 
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[T ,  1         (classe  =  3»  —  1). 


On  voil  que  la  congruence  IV  de  M.  Stuyvaerl  s'ob- 
tienl  pour  h=i,  m  =  o;  car  A  devient  alors  une  bisé- 
cante  de  C:). 

La    transformation  T    ttiwte  /es   cubiques   de  la 
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congruence  IV  de  M.  Stuyvaert  en  les  droites  d'une 
eon gruence  bi linéaire . 

8.  La  congruence  G  peut  être  formée  par  des  fais- 
ceaux de  rayons  dont  les  plans  passent  par  OoO:,  et 
dont  les  sommets  sont  sur  cette  droite,  un  point  de 
020;i  étant  le  sommet  de  n  faisceaux  et  un  plan  par 
0203  contenant  un  seul  faisceau. 

Les  cubiques  de  la  congruence  Y  correspondante  se 
distribuent  par  faisceaux  sur  les  surfaces  du  troisième 
ordre  F  passant  par  C*  et  G3,  une  surface  contenant 
un  seul  faisceau . 

Le  centre  d'un  faisceau  de  rayons  de  G,  étant  sur 
0203,  est  transformé  en  une  droite  de  la  quadrique 
[0203|,  dont  l'équation  est 

axb'x  —  a'xbx  —  o. 

Une  telle  droite  est  donc  rencontrée  par  les  cubiques 
do  n  faisceaux  de  Y .  Une  surface  F  ne  contenant  qu'un 
seul  de  ces  faisceaux  et  toutes  les  surfaces  F  ne  conte- 
nant pas  les  génératrices  de  [OjOs],  les  cubiques  d'un 
faisceau  de  Y  passent  par  un  même  point  de  la  généra- 
trice correspondante  de  la  quadrique  [O2O3]. 

Pour  chercher  la  classe  de  r,  considérons  la  surface 
S,  lieu  des  biséeantes  de  la  transformée  d'une  droite 
de  S,,  s'appuyant  sur  Oo03;  cette  droite  est  double 
pour  S.,.  Soient  (X(  ),  (X2)  deux  ponctuelles  situées 
sur  OoOV  Par  un  point  \,  menons  les  deux  généra- 
trices de  S5,  les  plans  passant  par  0203  et  contenant 
ces  génératrices  contiennent  chacun  un  faisceau  «le 
droites  <le  G;  les  sommets  de  ces  faisceaux  marquent 
sur  OjO,,  deux  points  X...  Inversement,  à  un  point  X2 
correspondent  '6n  points  \(.  D'après  le  principe  de 
Chasles,  il  y  a  3/1-+-2  coïncidences  cl  Y  est  de  classe 
3 n •+- 2 d'après  la  remarque  faite  plus  haut. 
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Si  l'on  établit  une  correspondance  (n,  r)  entre  les 
surfaces  cubiques  F  passant  par  Cj!,  C3  et  les  géné- 
ratrices bisécantes  de  C:t  de  la  quadrique 

a  rb'r—  a'xbx~  o, 

la  cubique  gauche  s' appuyant  quatre  fois  sur  C*, 
cinq  fois  sur  C3  et  une  fois  sur  la  génératrice  de  la 
quadrique  correspondant  à  la  surfaccY  sur  laquelle 
cette  cubique  se  trouve,  engendre  une  congruenceT3 
d'ordre  un  et  de  classe  3/1  +  2. 

9.  A.  une  droite  de  S,  correspond  une  courbe  d'ordre 
cinq  ;  à  un  point  de  C'3  correspond  une  droite  passant 
par  O,  el  s'appuyant  sur  0203.  On  en  conclut  qu'à 
une  bisécante  de  C'3  correspond  dans  So  une  courbe 
d'ordre  cin<|  dégénérée  en  deux  droites  passant  par  Ot 
et  situées  dans  le  plan  O,  OoO;),  et  une  cubique  gauche  y 
passant  par  0|  el  s'appuvant  encore  huit  fois  sur  C|0- 
Les  bisécantes  de  C3  forment  une  congruence  linéaire, 
par  suite  l^s  courbes  v*  forment  une  congruence 
linéaire  IV 

Par  un  raisonnement  employé  plus  haut,  on  verra 
que  la  classe  <!<■  Vt  est  le  nombre  de  bisécantes  de  C'3 
s'appujant  en  deux  points  sur  la  transformée  d'une 
droite  de  -2.  Une  telle  courbe  est  d'ordre  quatre  et 
s'appuie  une  fois  sur  C' ;  par  --uite  la  classe  cherchée 
est  égale  à  quinze. 

Les  cubiques  s'appuvant  en  huit  points  sur  une 
courbe  <lu  dixième  ordre  et  passant  par  un  point 
sextuple  de  cette  courbe ,  forment  une  congruenceT^ 
(Tordre  un  et  de  classe  quinze. 

ll>.    Prenons  pour  Cj)  et  C:!  !<•->  équations  employées 
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par  M.   Sluvvaert  et  rappelées  dans  l'introduction  de 
ce  travail,  c'est-à-dire 


(Cî) 


(G3) 


ax     ax     a ,.     h 
cx      c 

dx     d'x     d'x    f 
»,      cr     d'x 


(G',) 


La  cubique  C3  a  maintenant  pour  équation: 

bx  II 


ax     ax 

C  _r       c  »• 


et  dégénère  donc  en  une  droite  et  une  conique. 
Les  équations  de  la  transformation  T  deviennent 


7i  '•y-.'-yz'-y* 


ax 

a'x 

aax 

C'a 
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. 

dx 
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d'x 
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d'y. 


"  r 


Cette  transformation  fait  correspondre  aux  cubiques 
gauches  de  la  congruence  de  M.  Stuyvaert  les  droites 
s'appuvant  sur  les  droites 


JK2=^4  =  0, 


yi=y%—  o. 


On  ramènera  par  la  transformation  T  toute  propriété 
dune  congruence  bilinéaire  de  droites  à  une  propriété 
de  la  congruence  de  cubiques. 


Ami.  de  Mathémat.,  \*  série,  t.  M.  (Janvier  igu.) 
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[D4c] 

SIR  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  ÏAYLOR 
DUNE  FONCTION  MÉROMORI'HE; 

Pau  M.  G.  VALIRON. 


M.  Borel  a  démontré  la  proposition  suivante  : 
Une  fonction  méromorphe,  dans  tout  le  plan,  ne  peut 
être  représentée  par  une  série 


V  — 
Zdbn 


où  an  et  bn  sont  des  entiers  et  où  \  \^>u\  reste  fini 
lorsque  \bn\  ne  renferme  pas  de  facteurs  premiers  dont 
le  module  soit  infini  avec  n,  à  moins  qu'elle  ne  se 
réduise  à  une  fraction  rationnelle  à  coefficients  en- 
tiers ('). 

On  peut,  dans  une  certaine  mesure,  étendre  le  théo- 
rème au  cas  où  le  dénominateur  contient  des  facteurs 
premiers  qui  deviennent  infinis  avec  n.  On  a  le  résultat 
suivant. 


La  série 


V 


[(«H-*/) 


où  an  el  bn  sonl  des  entiers  réels  ou  complexes,  \bn\ 
satisfaisant    ;uix    conditions   précédentes    et  où   les  p 

(l)  Voir  Borel,  Bulletin  (1rs  Sciences  Mathématiques,  i8ij4,  cl 
Leçons  sur  les  fondions  méromorphes,  p.  37.  —  Hadamard,  La 
série  de  Taylor  et  son  prolongement  analytique,  p.  97. 
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nombres  kt...kp  sont  entiers  el  réels,  ae  peut  repré- 
senter une  fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan. 

(Lorsque  certains  des  nombres  /,,  sont  négatifs  les 
coefficients  ne  sont  de  la  forme  indiquée  qu'à  partir 
d'une  certaine  valeur  de  n). 

Posons 

b„  I   I  <  n  +-  kt  ) 

i 

Si  /'(#)est  une  fonction  méromorphe  il  en  est  de  même 
de  la  fonction 

/,(*)=**,/(*) =2 — ^^ — , 

1    &«J]<" -h /■-,■; 
i 

ri  par  conséquent  de  sa  dérivée 


/,(*)  = /!(*)=  2 -7^ 


a  ,a7«+*--> 


(  n       h,) 


cette  dérivée  est  de  la  même  forme  que /"(a?)  avec  un 
terme  de  moins  en  dénominateur.  (Il  est  nécessaire, 
lorsque  kp  est  négatif,  de  supprimer  \\\\  certain  nombre 
de  tenues  qui  contiennent  des  puissances  négatives 
de  x). 

En  opérant  de  même  avec  f«  (x)  el  ainsi  de  suite  on 
arrivera  à  la  fonction 

Ap(v)  =  Zj 7, ' 

i 

qui  devra  être  une  fonction  méromorphe.  Mais  ce  ne 
peut  être  qu'une  fraction  rationnelle  à  coefficients  eji- 


(  a°  ) 

tiers  d'après  le  théorème  de  ML  Borel.  La  fonction  f(x) 
el  toutes  les  fondions  intermédiaires  sont  donc  aussi 
des  fractions  rationnelles  puisqu'elles  ont  les  mêmes 
pôles  que  f.2p(x). 

Mais  on  sait  que  lorsque  la  fonction  primitive  d'une 
fraction  rationnelle  est  une  fraction  rationnelle,  on 
l'obtienl  par  des  opérations  rationnelles,  donc  en  re- 
montant de  proche  en  proche  la  suite  des  fonctions 
J-2p-.\(&),  .. .,/(#),  on  voit  que  toutes  ces  fonctions 
sont  des  fonctions  rationnelles  à  coefficients  entiers. 

Finalement  l'hypothèse  que  / ' (x)  est  méromorphe 
dans  tout  le  plan  conduit  à  la  conclusion  que  c'est  une 
fraction  rationnelle  à  coefficients  entiers,  ce  qui  est 
impossible,  car  le  développement  en  série  d'une  telle 
fonction  est  de  la  forme 

l^-r"' 

1 

\l'n\  satisfaisant  à  la  condition  énoncée.  Par  conséquent 
le  développement 

V  °"x" 

L — p ' 


1    b„  g  Un  +  h) 


ne  peut  pas  représenter  une  fonction  méromorphe  dans 

h  ml  le  plan  . 
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AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS  DE  l!)IO). 


COMPOSITION 
SUR   LE   CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL  (l) 

Solution  par  M.  TURRIÈRE. 


On  considère  la  famille  de  quadriques  (Q) 

axi  -t-  by2-^  c  z2  =  const.. 

<i ,  />.  c  étant  des  nombres  distincts  donnés  (-),  les  axes 
coordonnés    étant     rectangulaires.     Les    courbes 
trajectoires    orthogonales  de  ces  quadriques  sont   les 
intégrales  du  système 

dx        dy        dz 

a  x        by        c  z 

et  leurs  équations  sônl 

x  =  x0(<1,         y=yl)('',  Z  =  Z0tc, 

a?0jJKoi  ^o  étant  des  constantes  et  t  étant  un  paramètre; 
pour  simplifier  les  calculs,  je  poserai  t  =  eu  et  prendrai 
pour  équations  des  courbes  (v)  : 

(y)  '        .r0e"",         y—y{)ej>".  z  =  z0ec". 


(')   Voir  l'énoncé  page  \o3  des  Nouvelles    [finales  de  1910. 

(  -  )  Sauf  avis  contraire,  je  ne  fais  aucune  restriction  relativement 

,iii\  signes  <le  a,  b,  c. 
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Les  surfaces  (S)  trajectoires  orthogonales  des  qua- 
driqties  (Q)  sont  intégrales  de  l'équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

(E)  axp  -4-  byq  =  cz\ 

les  caractéristiques  de  cette  équation  sont  les  courbes(y). 
Pour  définir  l'intégrale  générale  (S),  il  suffit  de  se 
donner  une  courbe  distincte  d'une  caractéristique 

et  de  résoudre  le  problème  de  Cauchy  pour  cetle 
courbe  imposée;  on  est  ainsi  conduit  aux  équations 
paramétriques  suivantes  de  l'intégrale  générale  (S)  : 

x  =  x0(v)eau,        y  =  y0(v)ebu,        z  =  zv{v)ecu\ 

la  courbe  imposée  est  la   courbe  u  =  o;  les   caracté- 
ristiques sont  les  courbes  coordonnées  v  =  const. 
Il  résulte  de  ces  équations  que  Véquation  générale 

des  surfaces  (S)  s'obtient    en   égalant  à  zéro   une 

i      i     ' 
fonction  homogène  quelconque  de  xa,  y0,  zc  ('  ). 

Comme     exemples     remarquables,    je     citerai     des 

surfaces  d'équation 

i»  m  m 

Ax~-^  By~-\-  Gz~=  o, 

A,  B,  C,  m  étant  des  constantes  quelconques.  Plus 
particulièrement  encore,  pour  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o, 
on  obtient  trois  familles  de  cylindres. 


(')  Dans  toutes  les  questions  concernant  les  trajectoires  ortho- 
gonales de  surfaces,  il  y  a  lieu  de  chercher  s'il  existe  un  système 
Lriple-orthogonal  constitué  par  ces  surfaces  et  deux  familles  de 
surfaces  trajectoires,  et  il  y  a  le  plus  grand  intérêt  à  mettre  ce 
système  en  évidence.  Dans  le  cas  actuel  de  quadriques  (Q)  concen- 
triques et  bomothétiques,  il  n'existe  pas  de  tel  système,  confor- 
mément  d'ailleurs  au  théorème  de  M.  Maurice  Lévy. 


(  »3  ) 
Comme  autre  exemple,  je  citerai  les  surfaces 

«    P  2 

./•"  )•''  5''  —  const., 

/,   j.  y  étant  trois  constantes  assujetties  à  la  condition 

a  -+-  p  —  y  =  o. 

Ces  surfaces  rentrent  dans  le  type  des  surfaces 

x^yV-z*  =  const., 

cpii  furent  étudiées  par  Lie  et  par  Klein.  Pour  a  =  o, 
[3  =  o,  y  =  o,  on  a  trois  familles  de  cylindres  identiques 
aux  précédentes. 

I.   Nous  avons  trouvé  les  équations 

(S)  x  =  xQe™,        y=y0e<>«,         :  =  z0e™, 

pour  représenter  les  surfaces  (S)  :  x0,  yu<  z0  sont  trois 
fonctions  arbitraires  d'un  paramètre  c.  Ce  sont  bien  là 
des  expressions  de  la  forme  spécifiée  dans  l'énoncé. 

Déterminons  les  aswnplotiques  de  cette  surface  (S). 
Les  déterminants  D,  D',  D"  de  Gauss  (notations  de 
M.  Darboux)  ont  pour  expressions 

D  —  Dt&a+lH-c)u,         D'=  D',  e{a+b+c  ",         D"—  D,  e 


en  désignant  par  D,,  D'(,  D",  trois  fonctions  de  v  seul  : 

=  Zbc(b  —  c).r'0y„  :■„. 


D,  = 


D' = 


D" 


((-x0  O2)-,,  '■"■:„ 

ax0  by0  ez0 

•'  0  J  »  -  0 

"■'»  b/o  cz'o 

axa  by»  c~rt 

^0  y»  zo 

~,ll  v"  t" 

^0  J0  ~Q 

ax0  by0  cz0 


=  Sa(c-6)ar0;  ;,  s'0) 


=  ï.r"0(by0z'0  —  cz0/0); 


(  M  ) 
./•„.  )-'0.  ;ll,.;'j|)j'ï(,  zj,  désignent  les  dérivées  «1rs  trois 
fondions  x0,y0}  zo  de  la  variable  v. 

De  la  circonstance  remarquable  que  D,  D',  D"  sont 
proportionnels  à  trois  fonctions  de  (>seul,  il  résulte  que 
les  asymptotiques  sont  déterminables  par  quadratures. 
Leur  équation  diilérontf elle  étant 

D!  du*  —i^\  du  dv    -  D",  dv*  =  o, 

les  deux  familles  d'asymptotiques  sont  représentées  par 
l'équation 

r  d,  rv/DV'-D.D",  . 

u  -+-  /    — -!-  dp    -  s  /  - — i— - — ■ — !-  dv  =  const., 

où  l'on  fait  successivement  e=  i  et  e  =  —  i.  L'en- 
semble des  asyniptotiques  dépend  donc  de  deux  qua- 
dratures. 

Ce  résultat  de  pur  calcul  tient  à  une  propriété  pro- 
jective  de  toute  surface  (S)  d'être  invariante  dan?  la 
transformation  homographique  particulière 

x  —  paX,        y  =  p*Y,        ~  =  pcZ, 
dépendant  du  paramètre  o  ('). 

11.  Pour  que  la  courbe  imposée  u  =  o  soit  asympto- 
tique  de  (S),  il  faut  et  il  suffit  que  D"  et,  par  consé- 
quent, D"  soient  nuls. 

Par  le  fait  que  la  courbe  imposée  est  asympto- 
tique,  toutes  les  courbes  u  =  const.  sont  des  asynip- 
totiques. 


(')  On  remarquera  l'analogie  d'équation  et  de  génération  des 
surfaces  (S)  et  des  cônes  ayant  l'origine  des  coordonnées  pour 
sommet;  la  transformation  homographique  précédente  est  analogue 
à  l'homothétie  iiyant  ce  point  pour  pôle. 


La  condition  trouvée  exprime  que  La  courbe  imposée 
jouit  de  la  propriété  géométrique  suivante:  En  toul 
point  M  de  celle  courbe,  le  rayon  vecteur  OM  cl  la 
binormale  sont  conjugués  en  direction  par  rapporta 
loute  quadrique  (Q). 

Cette  relation  est  une  sorte  d'équation  de  Monge- 
Pfaff  du  second  ordre  ;  sur  une  surface  quelconque  de 
l'espace,  elle  se  réduit  à  une  équation  différenlielle  du 
second  ordre;  par  suite,  sur  toute  surface,  il  v  a  au 
moins  une  intégrale  de  cette  équation,  distincte  d'une 
caractéristique  de  (E).  On  ne  diminue  donc  pas  la 
généralité  du  problème  de  Cauchy,  en  le  résolvant 
pour  la  courbe  intégrale  générale  de  cette  relation 
D 'j  =  o  ;  en  d'autres  termes,  si  l'on  résout  le  problème 
de  Cauchy  pour  la  courbe  la  plus  générale  qui  satisfait 
à  celle  relation,  on  aura  l'intégrale  générale  (S)  de  (E). 
On  connaîtra  alors  une  famille  d'asymptotiques 


u  =  const.  ; 

l'autre  famille  sera  définie  par  une  équation  réductible 
à  une  quadrature 

du  =  —  :>.-^-ih\ 

Or,  pour» trouver  toutes  les  courbes  qui  satisfont  à  la 
relation  D'j  =  o,  il  suffit  de  considérer  une  solution  de 
chacune  des  trois  équations  diEférentielles  linéaires  du 
second  ordre  : 

dans  lesquelles  L  et  M  sont  deux,  fonctions  arbitraires 

de  v  :  six0,^0,  z0  sont  trois  solutions,  la  courbe,  lieu 
du  point  (,r0,  y0,  z0)  lorsque  v  varie,  est  une  courbe 
pour  laquelle  D^  est  nul. 


(  26  ) 
Considérons  l'une  de  ces  trois  équations  analogues; 

soit 

.r0  =  L.r'0-f-  Max0; 

en  posant  (a  étant  une  constante  arbitraire) 

a  j  Yldi> 

./•„  =  a  e  J         , 

cette  équation  homogène  se  transforme  en  une  équa- 
tion de  Riccati 

V',=  M   1-LV!—  aVf. 

Une  telle  équation  n'est  pas  intégrable,  en  général,  mais 
on  peut  profiler  du  fait  que  L  et  M  sont  deux  fonctions 
arbitraires  de  ç  pour  se  donner  a  priori  deux  intégrales 
de  celte  équation  de  Riccati  :  l'intégrale  générale  s'ob- 
tient alors  par  une  quadrature. 

Passons  maintenant  à  l'étude  de  l'enveloppe  des 
asymptotiques.  Considérons  une  surface  (S)  et  une 
asymptotique  distincte  d'une  caractéristique  de  l'équa- 
tion (E)  :  imposons  cette  asymptotique  comme  courbe 
&  =  const.;  toutes  les  courbes  u  =  const.  sont  alors 
des  asjmptotiques  d'une  même  famille.  En  excluant  des 
surfaces  particulières  sur  lesquelles  nous  reviendrons 
au  3°,  les  asymptotiques  d'une  famille  peuvent  donc 
être  représentées  par  l'équation  u  =  const.  :  ce  sont  les 
courbes 

correspondant  aux  diverses  valeurs  de  //.  Supposons 
que  ces  courbes  aient  une  enveloppe;  cette  enveloppe 
sera  une  courbe  d'équations 

x  =  o(U),        y=x(u),        «  =  «!*(«); 
il  <loil  exister  une  fonction  v  de  u  rendant  compatibles 


"7  ) 
les  équations 

'Il 

du 

il  en  résulte  que  l'on  a 


./•„  —  =  o'(  u)e   ■'"  —  acp|  u  ie-"". 


do         (/y         dty 

«ci        b  /         cb 

c'est-à-dire  que  l'enveloppe,  si  elle  existe,  est  une 
caractéristique  de  l'équation  (E).  Soit  c=  v0  l'équation 
de  cette  caractéristique  ;  pour  v  =  v0  on  a  alors 

T  Y 

u  0        .'    H       ^0 

ax0  ~  byQ  ~  cz0' 

et  réciproquement. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  d'existence 
de  V enveloppe  de  la  famille  a  =  const.  d'asympto- 
tiques  est  donc  que  les  équations  en  v 

x'>   _  y»  __  -^o 

>>.'■„        by0        cz0 

soient  compatibles  pour  une  certaine  valeur  v0  de  v; 
V enveloppe  est  la  caractéristique  v  =  v0. 

Cette  condition  exprime  que  la  courbe  imposée  est 
tangente  à  une  caractéristique  particulière  ;  ou 
encore,  ce  qui  revient  au  même,  que  la  courbe  imposée 
est  normale  à  une  quadrique  (Q)  particulière. 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  toutes  les 
surfaces  (S)  dont  une  I  ami  Ile  d'asymptoliques  est  douée 
d'enveloppe  :  observons  que  la  condition 

ax0  ~  t>y„  ~  c  z  , 
de\  ienl 

V1=V,=  V,I 


(   a8  ) 
en  posant,  comme  précédemment, 

a  A,,/,.  b  fvsrf*  cÇysdv 

te  ■'        ,        70=  pe  '  •         8o  =  Ve  ^ 

x,  j.  y  étant  irois  constantes  arbitraires,  et  V,,  V2,  V:! 

trois  fondions  de  V. 

On   considérera  donc  les  trois  équations  de  Iliccati 

suivantes  : 

V^M-t-LVj— aVf, 

V'2=  M  -f-LV2— 6V|, 

V'3=.M-t-LV3-cVl, 

L  et  M  étant  deux  fonctions  arbitraires  de  p  ;  on  se 
donnera  deux  nombres  quelconques  c0  et  V0,  et  l'on 
considérera  la  solution  de  chacune  de  ces  trois  équa- 
tions qui  se  réduit  à  V0  pour  v  =  V9.  Les  trois  fonc- 
tions V|,  Vo,  V3  ainsi  obtenues  conviennent  à  la  sur- 
face  générale  cherchée. 

<  )n  aura  des  exemples  simples  en  particularisant  les 
fonctions  L  et  M,  en  prenant  L  et  M  constants,  par 
exemple. 

Exemple  I.  —  Parmi  les  surfaces  (S),  il  en  est  qui 
sont  réglées  :  elles  sont  représentées  par  les   équations 

a-=(ac  +  a0)ea",      y  —  ($v  -4-  $o)ebu,       z  =  (yc  -+-  yQ)ec"  ; 

leurs  asjmptotiques  sont  les  courbes  u  =  const.,  et  les 
courbes 


i*=— 2Sa(c  — 6)pY«o  /  -j^r 


i(0  . 

OÙ  l>  (v)  est  un  polynôme  du  second  degré  en  v 
R(i>)  xP7(a  —  b)(b  —  è)(c  —  a)p* 

-Hi>S6e(ô  — c)a(PY,      ïPo)       -  f»-{  b  -  c)ap0Y0. 

Pour   nu    choix   convenable   des  constantes,  si   Pcx- 


,     29    | 

pression 

£a(c    -6)Py«o 

esl  nulle,  les  deux  familles  d'asjmptotiques  sonl  con- 
fondues suivant  les  génératrices  rectilignes  u  =  const., 
les  surfaces  (S)  correspondantes  sont  développables. 
C'est  le  résultat  que  Ton  obtient  en  appliquant  ce  qui 
précède  au  cas  L  =  o,  M=o;  on  trouve  ainsi  les  sur- 
faces développables 

x  —  y.  (av    - 1  )/ ■■', 

z  +  yfcc  —  i)tc; 
L'arête  de  rebroussement  est  la  courbe  v  =o. 

Exemple  II .  — Comme  second  exem|)le,  je  prendrai 
L  nul  et  M  constant  ;  en  supposant  a,  A,  c  tous  trois 
positifs,  si  l'on  pose 

./-,,  =  y.  (cli  yav     -  yTi  sh  y  a  r). 

yi=  ${c\i\fbv     -/bsh/bv), 

z0  —  y  (ch  \fcv  -+-  \fc  sh  sj cv), 
ou  bien 

x0  =  ïycosyTiv  -+-  yasinya  v  I, 

.  y0  =  ${cosyrbv  -+-  \fb  si n  y/oc), 

z0  =  y  (cosy/cc  —  y1  c  sin  / cv\ 

on  obtient  des  surfaces  (S)  pour  lesquelles  les  asym- 
ptoliques  u  =  const.  ont  pour  enveloppe  la  caractéris- 
tique v  =  o.  Lorsque  ya,  yb,  yc  sont  proportionnels 
à  des  nombres  rationnels,  les  surfaces  obtenues  sonl 
unieursales,  ainsi  que  les  courbes  coordonnées  {m 
etv». 

Examinons  mainlenanl  les  particularités  d'une  sur- 
face (S)  au    voisinage    de    l'enveloppe    d'une    famille 


(  3o  ) 
d'asymplo  tiques.  Tout  ce  que  l'on  peut  dire  des  sur- 
faces (S)  est  une  conséquence  des  propriétés  générales 
de  l'enveloppe  d'une  famille  d'asymptoliques  d'une  sur- 
face quelconque.  On  sait  que  la  seconde  famille 
d'asymptoliques  a  la  même  enveloppe,  qu'en  un  point 
de  contact  les  directions  asympto tiques  sont  confon- 
dues, qu'en  un  tel  point  l'indicatrice  se  décompose  en 
deux  droites  parallèles.  La  courbure  totale  de  la  sur- 
face le  longde  l'enveloppe  est  nulle,  ainsi  que  la  torsion 
des  asyrnptotiques  ;  le  plan  osculateur  de  l'asympto- 
lique  au  point  de  contact  a  un  contact  d'ordre  supérieur 
avec  la  courbe. 

Jll.  Nous  avons  implicitement  supposé  plus  haut  que 
la  famille  d'asymptotiques  «  =  const.  n'était  pas  con- 
stituée par  les  caractéristiques  de  l'équation  (E).  Etant 
donnée  l'équation 

f(p,  ?i &,?,*)  =  axp-hbyq  —  cz  =  o, 

la  condition  donnée  par  Lie  pour  que  les  caractéris- 
tiques soient  asyrnptotiques  de  toute  intégrale  n'est 
pas  satisfaite,  car  on  a 

ce  ne  sera  donc  que  sur  des  surfaces  (S)  particulières 
que  les  caractéristiques  seront  des  asvmptotiques  ;  ces 
surfaces  seront  les  intégrales  communes  aux  deux  équa- 
i  ions  linéaires 

axp   -^rbytj   — cz    =  o, 

aïxp  ■+■  b-  y q  —  c-z  —  o; 

elles  seront  donc  orthogonales  non  seulement  aux 
quadriques  (Q),  mais  encore  aux  quadriques 

'/2j--r  b-yï-v  c-z'-  =  const. 


(  3.   ) 

Telle  est  la  définition  géométrique  demandée  des 
surfaces  que  nous  allons  étudier (  '):  on  observera  com- 
bien puissante  est  la  méthode  de  [Je  puisqu'elle  permet 
de  déterminer  et  de  définir  ces  surfaces  sans  connaître 
L'intégrale  générale  de  l'équation  (E). 

Reprenons  maintenant  la  même  question  sous  un 
autre  point  de  vue.  Les  caractéristiques  v  =  const. 
devant  être  des  asympto  tiques,  le  déterminant  D,  doit 
être  nul.  On  obtiendra  donc  les  surfaces  cherchées  en 
choisissant  pour  courbe  de  Cauchj  une  intégrale  quel- 
conque de  l'équation  de  Pfaflf(2) 

bc  (  b  —  c )  x'0y0  z0  -(-  ca (  c  —  a  )f0  z0  .r„  +  ab (a  —  b)  z'0  x0y0  =  o  ; 


(')  Comme  autres  propriétés  géométriques  des  surfaces 

xbc(b-c)  yca(c-*)  zab{a-b)  —  COnst., 

on  peut  signaler  celles  qui  ont  été  données  par  Lie  et  par  Klein. 
On  peut  encore  considérer  les  surfaces 

x'y'^z''  —  const. 

comme  se  transformant  en  des  plans  par  la  logarithmische  Albil- 
clung  de  Sophus  Lie,  cette  transformation  curieuse  qui  lui  a  permis 
de  déduire  de  tt>ut  plan  une  surface  qui  esl  de  translation  d'une 
infinité  de  façons. 

(-1  A  cause  de  ce  qui  a  été  dit  au   début   du  2°  et  de  ce  qui  va 
être  dit  au  début  du    'i ',  une   remarque  s'impose  pour  expliquer 

iiimiii  en  prenant  une  intégrale  générale  de  l'équation  «le  l'fall 

ci-dessus  considérée  et  en  résolvant  le  problème  de  Cauchy  pour 
cette  courbe,  on  n'obtient  pas  l'intégrale  générale  de  l'équation  I 
Ètanl  donnée  une  surface  quelconque,  sur  cette  surface,  l'équation 
de  Pfaff  devient  uue  équation  différentielle  de  premier  ordre;  -i  la 
surface  est  la  surface  intégrale  de  l'équation  l  E)  (exception  étanl 
faite  pour  les  surfaces  xK  '       i  -  '    '   ''=  const.  )  cette  équation 

dill'érentielle  définit  précisément  les  caractéristiques  qui  engendrent 
l'intégrale  considérée.  Il  n'existe  donc  pas  sur  l'intégrale  générale 
de  (E),  sauf  exception,  d'intégrale  de  l'équation  de  Pfaf!  qui  soil 
distincte  d'une  caractéristique. 


(  3a  ) 
colle-ci  s'écril 

l    ,.lu\b~c)  vca(C—a)  -abia-b)  \  —  n. 
^7'  ■'  h  J  o  *o  /  —  u) 

l'ensemble  des  intégrales  de  l'équation  de  PfalFestdonc 
constituée  par  les  courbes  tracées  sur  les  surfaces 

xbcU>-c)yCaic-a)z alna-b)  _  const. 

On  se  donne  donc  une  telle  courbe  distincte  d'une 
caractéristique  et  l'on  doit  résoudre  pour  celte  courbe  le 
problème  de  Canchy.  Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au 
début  du  problème,  les  surfaces  précédentes  sont  des 
intégrales  (S)  particulières  :  les  surfaces  cherchées  ne 
sont  donc  autres  que  les  surfaces 

xbc[b—c)  yC(dc-a)  -nb{a—b)  — -  çoilSt.  ' 

on  vérifie  immédiatement  qu'elles  sont  trajectoires 
orthogonales  des  quadriques 

n-.r-  -+-  b2y2-+-  c2ô2  =  consl. 

On  peut  prendre   pour  équations  paramétriques  de 

ces  surfaces 

x  _  a /«()'<', 

.        y  =  {if'(^, 
z  =  y^O'-', 

ou  les  équations  équivalentes  : 

x  =  oc  g#"+«5f 

y  ^=  p  ebu+h'li\ 
z  =  yec"+c"1'  ; 

pour   une    i  <l  le  surface,  rapportée  aux  courbes  (m)  et 
on  a 

I  »    =  o, 

D'       abc(a    -b)(b    -  c)  (c  —  a).vyz, 

D       abc(a       h       c)(a       b)(b    -c)(c       a)seyz, 


(  ■''••  ) 

el  les  asymptotiques  i  '  i  sont  donc  les  courbes 

v  =  const.         et         >.n       (a       b —  c)p  =  con?t. 

N'ayant  fait  aucune  hypothèse  de  signes  sur  a,  h.  c, 
je  peux,  en  particulier,  considérer  le  cas  a-(-/>-f-c=  o  : 
dans  le  cas  de  quadriques  (Q)  équilatères,  les 
asymptotiques  de  la  surface  considérée  sont  donc 
les  courbes  coordonnées  u  =  const.  et  v  —  const.;  on 
observera  que,  dans  ce  même  cas,  ces  surfaces  (S) 
particulières  sont  orthogonales  non  seulement  aux 
quadriques  (Q)  el  aux  quadriques  d'éqi/atio/i  : 

a-.v2  -4-  b'ïj'-  -+-  c-  s2  =  const., 
mais  encore  aux  quadriques  d'équation  : 

a'  x-       l>'\)'-       c''  z-  —  const. 

IV.  En  général,  les  courbes  coordonnées  ne  sonl 
pas  conjuguées  sur  la  surface  (S)  (2).  Pour  qu'il  en 
soit  ainsi,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  D'  soit  nul, 
c'est-à-dire  que  la  courbe  imposée  soit  intégrale  de 
l'équation  de  Monge 

a[  b  —  e)a70y<f*o+  l"  c  ~  "  ir.i:»J'o  +  c(a—  l>  \se  i ,.  i  „  =  o; 


(  '  >  Il  y  a  lieu  d'examiner  si  les  asymptotiques  v  =  const.  admettent 
ou  non  une  enveloppe  :  ce  sérail  là  un  exemple  d'enveloppe  d'autant 
plus  remarquulile  que  cette  enveloppe  serait  courbe  intégrale  de 
l'équation  (E).  <<n  s'assure  aisément  que  cette  enveloppe  n'existe 
pas. 

(■)  Les  surfaces  d'équations  : 

*  =/(  v  I      /,(«), 

y     <?{<>)  •  ?■(«). 

;        y(n        4,,(«), 

telles  que  les  courbes  coordonnées  sont  conjuguées,  ont   donné  lieu 
,i  divers  Mémoires  de  Péterson,  M.  loir,  r.  Lie  el  Raffv. 

Ann.  de  Matkéniat.,  \-  série,  t.  XI.  (.hunier  191 1.)  •• 


(  34  ) 
un  reconnaît  l'éqnalion  de  Monge  que  Lie  associe  an 
complexe  lélraédral  conslilué  par  les  normales  aux 
quadriques(Q).  La  condition  pour  que  les  courbes 
coordonnées  soient  conjuguées  sur  la  surface  (S)  est 
que  la  courbe  de  Cauchy  soit  une  courbe  de  ce  coni- 
plexe  létraédral.  S'il  en  est  ainsi,  toutes  les  courbes 
u  =  const.  sont  des  courbes  de  ce  même  complexe. 

Sur  une  surface  (S)  intégrale  générale  de  (E),  cette 
équation  de  Monge  se  réduit  à  une  équation  différen- 
tielle  distincte  de  l'équation  différentielle  des  caracté- 
ristiques situées  sur  celle  surface.  Il  en  résulte  que, 
sans  diminuer  la  généralité  du  problème  de  Cauchy,  on 
peut  choisir  la  courbe  imposée  parmi  les  courbes  déter- 
minées par  Lie  et  dont  les  tangentes  appartiennent  au 
complexe  létraédral.  La  surface  (S)  sera  alors  rapportée 
à  un  système  conjugué,  les  courbes  ç  =  const.  étant  les 
caractéristiques  de  (E). 

Considérons  alors  une  surface  quelconque  (S|)  rap- 
portée à  un  système  conjugué  (u)  (v)  et  qui  n'est  pas 
nécessairement  une  surface  (S)  particulière.  Réalisons 
la  déformation  (')de  (S,)  qui  consiste  à  faire  corres- 
pondre à  tout  point  M  de  (S|)  le  point  M'  où  la  tan- 
gente à  la  courbe  u  =  const.  qui  passe  par  JYJ  touche 
L'arête  de  rebroussement  de  la  développable  circonscrite 
à  (S,  )  le  long  de  la  courbe  r  =  const.  qui  passe  par  M. 
Les  coordonnées  de  M  étant  x,y,  z,  celles  de  M'  seront 

v  .  ox  ..  .  ôy  „  .  dz 

où  /  esl  une  certaine  fonction  de  u  et  de  v:  x,y,  ssonl 


i  '  ;  Il  suyii  bien  entendu  d'une  correspondance  entre  points  des 
deux  surfaces  (S,)  et  (E,)  ci  non  d'une  déformation  avec  oonser- 
ratioa  de  l'élément  liuéiiire. 


(  35  ) 
trois  solutions  d'une  même  équation  du  second  ordre 


d>8  „<)  ,/fl 

Y 1-  B 


du  dv  Ou  dv  ' 


on  a  donc 


d*X  r .  .  ,  d 


du  dv 


0\  .  .     dx        /_ .         OK \  dx 

_-  =  (  |     -    A  /.  )  —  +  (  B  A  -r-   —      —  , 

au  du         \  Ou  I  dv 

àX   _  /         Oh\àxd*x 

dv         \         dv  )  d'i  ~r~   '  Ov'1  ' 

[A(,-,-AX)H-l(,  +  ix)j^ 

;[B(,+Ax,+£(»x).-^]£ 

En  se  reportant  alors  à  la  démonstration  du  théorème 

de  Dupin  sur  les  systèmes  conjugués,  on  voit  que  le  X 

Ar/  .   •    ,  ,     ,  ,  i     dX    dX     "-X 

du  point  M    est  précisément  eeal  a r  ;  —  »  — -> 

r  I  A      om      dv     ou  dv 

se  trouvent  être  des  fonctions  linéaires  de  —  et  de  — - 

dv  Ov- 

seulement,  et  il  existe,   par  conséquent,  une  relation 

..     ,   .  »à*X      dX     àX  .   .         ,,  ,  vo, 

linéaire  entre  -r — —,  ^— »  —  >  cette  relation  et.mt  ventiee 
'///  dv     du     dv 

par  les  dérivées  de  Y  et  par  celles  de  Z  ;   les  courbes  u 

et  p  sont  donc  conjuguées  sur  la  surface  (Su)  lieu  du 

point  M'. 

dette  propriété  générale  n'est  autre  que  celle  bien 

connue  qui  concerne  les  congruences  de  droites,   leurs 

développables  et  leurs  surfaces  focales. 

V.  Les  formules  précédente^,  dans  Lesquelles  on  De 
suppose  plus  a  égal  à ->  permettent  d'obtenir  une 


(  36 
iquation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 


,ri'/,  i   <>'k  on       ,  dB 


au  dv        X  du  dv  dv 

-x^(AX  +  ,)-(BX+HJ £ =  °' 

i|iii  résout  la  question  pour  une  surface  quelconque 
rapportée  à  un  système  conjugué. 

Proposons-nous  de  déterminer  les  intégrales  de  cette 
équation  qui  sont  uniquement  fonction  de  la  variable  t>, 
en  supposant  que  A  et  B  sont  deux  fonctions  de  v  :  pour 
une  surface  (S)  intégrale   de  l'équation  (E),   on  a,  en 

effet, 

axt0  =  Aax0-+-  Hx'0,         ...,         ..., 

A  et  Hélant  des  fonctions  de  v  seul.  En  prenant  B=  —  v, 
ce  que  l'on  peut  toujours  supposer  si  B  est  distinct  de 
zéro,  on  obtient  précisément  les  équations  des  courbes 
du  complexe  tétraédral  que  forme  Lie  ;  mais  je  ne  ferai 
aucune  hypothèse  sur  la  forme  des  fonctions  A  et  B  de 
v.  En  prenant  pour  fonction  A  une  fonction  de  v  seule- 
ment, on  fait  correspondre  à  la.  surface  (S()  une  sur- 
face (S,  )  de  même  nature 

X  =  e"''(^0  +  X^'0), 
Y  =£'"'(jo-+-Xr'0), 
Z  =  ^(io+ÂO; 

cette  surface  (£,)  est  la  surface  intégrale  de  (E)  qui 
passe  par  la  courbe  imposée 

x  =  .r„  +.  lx!0 ,         y  =  y0  -+-  \y'0 ,  e  as  *,  -  -  X z'0  ; 

celle-ci  -  obtient  à  partir  de  la  courbe  imposée  pour 
(S,  ),  en  portant  un  certain  segment  fonction  de  ç  sur 
les  tangentes  à  celte  courbe.  La  question  proposée 
revienl  à  chercher  s'il  est  possible  de  déterminera  par 


(  37  ) 
la  condition  que  les  deux  courbes  imposées  soient   des 
courbes  du  complexe  tétraédral. 

On  peut  donc  déterminer  les  déformations  considé- 
rées de  deux  manières.  En  parlant  de  L'équation  an\ 
dérivées  partielles  du  second  ordre,  on  obtient  une 
équation  différentielle  entre -^- >  À,  c,  dont  L'intégrale 
générale  est 


AX 

=   co||-t  . 


On  peut  encore  écrire  que  l'on  a  trois  relations  de  la 

forme 

«X'0  =?  LaX0  -  M  Xg  : 

on  obtient  ainsi,  après  division  par  axa,  une  expres- 
sion en  a  qui  doit  être  nulle;  par  analogie  cette  même 
expression  doit  être  nulle  lorsqu'on  remplace  a  par  b 
ou  c.  Or,  on  constate  que,  mise  sous  forme  entière, 
l'expression  considérée  e>t  un  trinôme  du  second  degré  : 
L'équation  dn  second  degré  devant  avoir  trois  racines 
distinctes  a,  6,  c,  les  coefficients  doivent  être  nuls,  ce 
qui  donne 

L(i  +  AX)  =  A(n-AX)  -  A'X-+-AX', 
LB(2-irAX)  — M[A(r-t-  A),  i -t-  A'X  -  A  À'  | 
=  B(A'X-!-AX')H   A|  I',  — >.  i:    . 
M|  B(A'X       A/,  |       Ai  B  —  XB')]  =  LB?; 

en  éliminant  Ij  et  M  entre  ces  trois  équations  linéaires, 
on  forme  une  équation  en  À.  Kn  posant 

Aa  -'  -cft 
B       -e  ' 

on  met  \j  et  M  sous  la  forme  suivante  : 
Ls,A  +  e'+l<  M~B 


B  L-j-Aa'J' 


(  38  ) 
et  l'équation  différentielle  devient 

B'\ 


,(A  +  |)=o. 


Si  donc  \  H-  77  est  distinct  de  zéro.  0   doit  être  nul 
B 


el   I  on  trouve  ainsi 

A  '/.  —  i 
B 


const., 


I^A-^,  M  =  B. 

h> 

R 

Examinons    le    cas   où   A  -+-  -rr  est    nul.    La  courbe 

| ./  „.  r„.  s0)  satisfait  alors  à  la  condition 
x'         B'  B' 


B        B 


=  o; 


on  peut  donc  poser,  a,  (3,  Y  élant  des  constantes  arbi- 
traires, 

a?0=a(n-ap),        ^0=  P(i  -4-  èt>),         -0=  Y<  '  —  cv  »'■ 

ce  cas  correspond  donc  aux  surfaces  (S)  dévelop- 
pables. 

Écartons  ce  cas  et  supposons  qu'il  s'agit  d'une  sur- 
face (S,)  non  développable.  L'équation  différentielle 
des   as ympto tiques  de    (S,)   se  déduira    de    celle  des 

asympto tiques  de  (S,)  en  remplaçant  A  par  A+  jr-: 

cela  résulte  des  expressions  trouvées  pour  L  et  pour  M. 
Lorsque  b  varie,  en  restant  constant,  on  obtient  une 
famille  à  un  paramètre  de  surfaces  (2,  )  ;  l'équation  dif- 
férentielle des  asymptotiques  de  ces  surfaces  ne  dépend 
pas  de  0  :  les  asymptotiques  se  correspondent  donc  sur 
les  surfaces  (-,  ). 

Dans  le  cas  où  L  se  réduit  à  A,  et  dans  ce  cas  seule- 
ment, les  asymptotiques  des  surfaces  (2,J  correspon- 


(  3g  ) 
dent  aux  asvmptntiques  de  la  surface  (S,  )  initiale  ;  or» 
;i  alors  B'  =  o,  13  =  const.,  et  la  courbe  imposée  a  pour 
équations 

.1  /<  c 

ce  qui  revient  à  prendre  A  é°al  à    -•  Par  suite,  on  a 

X  =  kv. 


v  /  kb 


A  — B 


/. 


o  =  So  (  i    - 


/., 


la  déformation  considérée  est  donc  une  transformation 
homographique  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  /. . 
Les  surfaces  (S, ),  qui  comprennent  la  surface  initiale 
(S,  ),  ont  pour  équation 

xbci.b—c)(a-6)  yealc-aHb-  B) zalAa— Mlc-W  —  const. 

et  rentrent,  conséquemment,  dans  la  famille 
x^  yV-zv  =  const. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 


Avis. 


Nous  prions  les  lecteurs  qui  nous  adressent  des  solutions  de 
questions  proposées  de  vouloir  bien  se  conformer  aux  pres- 
criptions suivantes  : 

i°  N'écrire  que  sur  un  côté  de  chaque  feuillet; 


(  4o  ) 

■     Dessiner  avec  soin  les  figures  sur  des  feuilles  à  paît; 

3"  En  tête  de  chaque  solution,  indiquer  le  numéro  de  la 
question,  puis  l'année  et  la  page  du  Volume  où  l'énoncé  a 
paru;  reproduire  intégralemenl  l'énoncé,  en  indiquant  entre 
parenthèses  le  nom  de  l'auteur;  enfin,  faire  précéder  la 
solution  proprement  dite  de  l'indication  : 

Solution, 
par  M. . . . 


2127. 

(1909,  p.  191.) 


D'un  point  V  on  mène  quatre  normales  à  une  conique  : 
soient  y,  'i,  y,  0  les  centres  de  courbure  situés  sur  ces  quatre 
normales.  De  chacun  des  points  a,  ",  y-  0  on  peut  mener 
deux  autres  normales  à  la  conique.  Démontrer  que  ces 
huit  droites  sont  tangentes  à  une  même  conique. 

(G.  Gont.) 

SOLUTION 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

On  connaît  le  théorème  suivant  :  Si  parmi  les  n-  points 
d'intersection  de  deux  courbes  d'ordre  n,  np  se  trouvent 
sur  une  courbe  de  degré p(p  <  n),  les  n(n  — p)  points  res- 
tant seront  situés  sur  une  courbe  d'ordre  n  —  p.  (Voir,  par 
exemple,  Salmon,  Géométrie  analytique,  t.  II,  p.  26.)  En 
particulier  si  l'on  considère  une  courbe  du  quatrième  ordre 
et  une  droite-  la  coupant  en  a,  [j,  y,  0,  les  points  d'intersection 
de  la  courbe  autres  que  a,  (3,  y,  S  avec  les  tangentes  à  celle-ci 
en  ces  points  seront  sur  une  conique. 

Corrélativement,  si  l'on  considère  une  courbe  de  quatrième 
classe  et  un  point  P,  si  cl,  [3,  y,  8  sont  les  contacts  des  tan- 
g(  ntea  1  la  courbe  issues  de  P,  les  tangentes  à  cette  dernière 
issues  de  y.  p,  y,  0  seront  tangentes  à  une  conique. 


(  4i  ) 

2140. 

(1909,  p.   I80.) 

D'un  point  P  on  mène  les  trois  normales  à  une  para- 
bole. Soient  P'  le  symétrique  du  point  P  par  rapport  à 
l'axe  de  la  parabole  :  G  le  centre  de  gravité  du  triangle 
ayant  pour  sommets  les  centres  de  courbure  situés  sur  le~s 
trois  normales  ;  R  le  point  de  rernbroussement  île  la  déve- 
loppée. Démontrer  que  les  trois  points  \\,  P',  G  sont  en 
ligne  droite,  et  que  Von  a  RP' =  P  G.  (G.  Cuny.  i 

solution 
Par  M.  Parrod. 

Soient  y-  =  xx  l'équation  de  la  parabole,  i  x0,  y0)  les  coor- 
données (la  point  P  et  (  X,  Y)  celles  d'un  point  de  contact 
d'une  normale  menée  de  P  avec  la  développée;^  étant  l'or- 
donnée du  pied  d'une  normale,  on  a 

y3  —  ly  (  x0  —  i).-+-  iy0  =  o 
et  les  coordonnées  d'un  point  de  contact  XY  sont  : 

X-i  +  ÎC. 

2 

Y  =     -y>. 
Les  coordonnées  du  point  G  sont  : 

ï  =  -  (  X,  -4-  X,  -+-  X3  ;  =  i  -+- 


donc 


3\    '  2  °'  2 

r,=i(Y1+Y1-+-Y1)    =-(y\+y\+y\) 


'  '  ■    -  I, 
-Vo- 


Os  voit  ainsi  la  propriété  énoncée. 

Autres   solutions   par    MM.    Karisien,    Bouvaist,    GaedeCKE,    Pi 

LISSIER. 


(  i*  ) 

2142. 

(  1909,  p.  5:«.) 

Si  un  cône  du  second  ordre  est  circonscrit  à  un 
tétraèdre,  tout  plan  passant  par  le  sommet  du  cône  coupe 
celui-ci  et  les  quatre  faces  du  tétraèdre  suivant  six  droites 
tangentes  à  une  conique.  (ThiÉ.) 

SOLUTION 

Par  AI.  R.  Bouvaist. 

Soient  ABCD  le  tétraèdre,  S  le  sommet  du  cône  considéré, 
P  un  plan  sécant  passant  par  S.  Soient  enfin  a,  a',  !},  ^',  y.  y' 
les  traces  sur  le  plan  P  des  arêtes  AB,  CD,  AC,  BD,  Al».  BC. 
Les  cônes  de  sommet  S  circonscrits  au  tétraèdre  forment  un 
faisceau  ponctuel  et  les  génératrices  suivant  lesquelles  ils 
sonl  coupés  par  le  plan  P  forment  un  faisceau  en  invulution  F 
dont  trois  couples  de  rayons  homologues  sont  Sa,  Sa',  S [3,  S  i' , 
Sy,  Sy',  chacun  d'eu\  correspondant  aux  cas  de  décomposition 
du  cône  en  un  système  de  deux  plans.  D'autre  part  les  tan- 
gentes menées  par  S  aux  coniques  inscrites  dans  le  quadrangle 
aa'iS'yy'  forment  un  faisceau  involutif  *I>  qui,  ayant  trois 
couples  de  rayons  communs  avec  F,  se  confond  avec  lui.  La 
proposition  à  démontrer  en  résulte  immédiatement. 

Solution  semblable  par  M.  Klug. 


2143. 

(1910,  p.  iS.i 

Soient  ABCD  un  tétraèdre  et  P  un  point  quelconque  de 
l'espace.  La  droite  PA  rencontre  la  face  BGD  en  Aj  et  les 
droites  BAj,  CA,,  DAî  coupent  CD,  DB,  BG  en  L,  M,  N.  On 
joint  le  milieu  I  de  \  \,  au  centre  Q  de  la  conique  inscrite 
"  BCD  en  L,  M.  \.  A  chacun  des  sommets  du  tétraèdre 
correspond  une  droite  10. 

Démontrer  que  ces  quatre  droites  sont  concourantes. 

l  Sondât.) 


(  43  ) 

SOLUTION 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Il  existe  une  quadrique  X  tangente  aux  faces  du  tétraèdre 
ABCD  aux  points  A^  B).  Gj,  Dj,  où  les  droites  l'A,  PB.  PC, 
PD  eoupent  les  faces  de  celui-ci.  Soient  T  le  cône  de  sommet  A 
circonscrit  à  £;  L,  M.  N  les  points  où  les  droites  AB|,  ACj, 
AD]  coupent  CD,  BD,  BG,  et  enfin  soient  a,  3,  y  'es  points  où 
LM,  MX.  LN  coupent  respectivement  BG,  BD,  CD. 

Soit  O  le  centre  de  la  conique  a,  section  du  cône  F  par 
BGD,  la  droite  OAj  est  par  rapport  à  7  le  diamètre  conjugué 
<lt  -/3y.  Le  plan  B[CiDi  détermine  par  ses  intersections 
avec  les  faces  ABC,  ABD,  AGD  un  triangle  circonscrit  à  la 
conique  or',  de  raccordement  de  la  quadrique  2  et  du  cône  Y, 
les  droites  a  D,,  3  B,,  y  C1;  sont  les  tangentes  à  7'  en  D1:  B,.  <M, 
et  le  plan  AA|0  coupe  le  plan  BjCiDi  suivant  le  diamètre 
conjugué  de  a  3  y  dans  a':  c'est  par  suite  un  plan  diamétral  de 
la  quadrique  Z.  Soient  B  et  S  les  points  d'intersection  de  la 
droite  AjO  avec  la  conique  7  ;  le  plan  AAtO  coupe  S  suivant 
une  section  centrale  inscrite  dans  le  triangle  RAS  et  tangente 
à  BS  en  A.|j  or  le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans 
RAS  et  touchant  RS  en  A,  n'est  autre  que  la  droite  10  qui, 
dès  lors,  passe  par  le  centre  oj  de  X.  Les  trois  autres  droites 
analogues  à  10  passent  de  même  par  ta. 

Vutre  solution  par  M.    ki.ro. 

2148. 

1910,  p.  144.1 

Pour  chaque  normale  à  l'ellipse  inclinée  à  4'3"  sur  les 
axes  de  l 'ellipse,  le  cintre  de  courbure  du  pied  de  la  nor- 
male est  au  milieu  de  la  corde  de  l'ellipse  interceptée  par 
la  normale.  (E.-N.  Barisikn.) 

SOLUTION 

Pur  M.  Tim  . 

M  étant  un  point  quelconque  d'une  ellipse,  on  sait  que  le 
cercle  osculateur  en  M  peut  se  construire  de  la  façon  suivante: 


(  U  ) 

on  mène  dan»  l'ellipse  la  corde  MY  que  fait  avec  les  axes  les 
mêmes  angles  que  la  tangente  en  AI;  le  cercle  oscillateur 
cherché  est  le  cercle  tangent  à  l'ellipse  en  M  et  passant  en  \. 
Dans  le  cas  où  la  normale  en  M  et  par  suite  la  tangente  au 
même  point  sont  inclinées  à  .\j"  sur  les  axes,  la  corde  MN  se 
confond  avec  la  normale;  le  cercle  osculateur  en  M  est  donc 
le  cercle  de  diamètre  MN,  ce  qui  établit  la  proposition. 

Autres  solutions  par  MM.  Klug  et  Lez. 


2146. 

I  1910,  p.  96.  ) 

On  considère  la  conchotde  centrale  de  la  podaire  cen- 
t/aie de  l'ellipse  (axes  xa  et  :>.b),  obtenue  en  augmentant 
ou  diminuant  les  rayons  vecteurs  de  la  podaire  de  la  lon- 
gueur K.  Si  A  désigne  l'aire  de  la  podaire  et  s  le  péri- 
mètre de  l'ellipse  E,  on  a  pour  les  aiies  de  chacune  des 
deux  courbes  constituant  la  concho/de 


U,  =  A  +  tt  K2  -+-  K  s         /  _at  +.  0i  , 


U,  =  A  -1--K2  —  K. 


(E.-N.  Bahisikn.) 


SOLUTION 
Par  M.  Tmik. 

(Mus  généralement  supposons  que  E  soit  une  courbe  fermée 
plane  quelconque,  et  que  le  point  0  par  rapport  auquel  on 
construit  la  podaire  de  E,  puis  une  conchoïde  de  cette  po- 
daire, soit  quelconque  à  l'intérieur  de  E.  Soient,  en  prenant 
le  point  O  pour  pôle  avec  un  axe  polaire  quelconque  : 

p,  m  les  coordonnées  polaires  d'un  point  de  E; 
r,  8  les  coordonnées  polaires  du  point  correspondant  de   la 
podaire. 


(    15  ) 
<  >n  a  pour  expression  de  l'aire  de  la  conchoïde  : 


2U 


(r  +  K  )«  c?6 

0 

Soit  V  l'angle  que  fait  la  tangente  à  E  avec  le  rayon  vec- 
teur; on  a 

r  =  a  sin  V,         0  =  co  -+-  V • 

On  peut  donc  écrire 

/        r  d<\  =    !   p  sin X(di»  4-  dX  ), 

«  0  •-   E 

le  second  membre  pouvant  être  considéré  comme  une  inté- 
grale curviligne  prise  le  long  de  E.  Mais  on  a,  avec  les  nota- 
tions habituelles, 

p  dt<>  =  sin  V  ds, 
d'où 


Jf       r  d%  =   /  sin2VrA-t-  /  psinV 
0  *  ^E  '-E 


d\. 


Pour  évaluer  la  dernière  intégrale,  intégrons  par  parties.   Il 
vient 

Jp  sinV#V  =  ( —  p  cosV)e  -+-  /  cosV  dp. 
e  Je 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  évidemment  nul, 
et  l'on  a  de  plus 

dp  —  cos  V  ds  ; 

on  a  donc  finalement 

/       r  di\  =  /  sin*  V  ds  ■+■  f  cos«  V  ds  =  i  ds  =  s, 
•  *o  Je  Je  •  'i: 

s  .tant  le  périmètre  de  E.  En  portant  cette  valeur  dans  l'ex- 


(  4<3  ) 

pi  essîon  «le  U|.  on  obtient 

U,=  A  -+-  kK*-+-  Ks, 

ce  qui  est  bien    la    valeur    indiquée   dans    l'énoncé.    On   véri- 
fierait de  même  la  valeur  de  Uj. 

\ ii Ire  solution  par  M.  BOTJVAIST. 
2147. 

1 1910,  p.  U3.) 

Écrire,  en  employant  les  neuf  chiffres  autres  que  zéro, 
trois  nombres  ayant  respectivement  deux,  trois  et  quatre 
chiffres,  tels  que  le  troisième  de  ces  nombres  soit  égal  au 
produit  des  deux  premiers. 

< ht  a,  par  exemple, 

12  x  {83  =  5796. 

Il  y  a  d'autres  solutions.  On  demande  de  les  trouver 
toutes.  (R.  B.  ) 

SOLUTION 
Par  M.  Tiuk. 

Soient  A,  B,  C  lès  sommes  respectives  des  chiffres  du  pre- 
mier,  du  second  et  du  troisième  nombre.  On  doit  avoir,  en 
appliquant  la  preuve  par  9, 

(1)  \l'»  =  G         (  modoj. 

1 1  autre  part 

A-t-  B  +  C  =  45, 
d'où 

C=— A— B         (modg). 

1  1  1  peut  donc  s'écrire 

AB==  — A  — B        (  inod  <i  1 
ou 

\        1  )  1  I!  -   1  1  (modij  1 


(  4;) 

Observons  d'autre  pari  que  A  est  au  moins  égal  à  [  +  2=  3 
et  au  plus  égal  à  8  -+-  9  =  17;  B  est  au  moins  égal  à 
1+2  +  3  =  6  et  au  plus  égal  à  7  -+  8  —  9  =  24.  L'équation 
indéterminée  (2)  n'a  donc  qu'un  nombre  limité  de  solutions 
en  A  et  B.  On  les  examinera  successivement  pour  voir  si  elles 
correspondent  à  des  solutions  du  problème. 

Il  serait  fastidieux  de  reproduire  complètement  cette  ana- 
lyse, qu'on  abrégera  en  tirant  parti  de  diverses  remarques. 
Pour  donner  un  exemple  delà  marche  à  suivre,  examinons  en 
partie  le  cas 

A  =  i2,         B  =  i5; 

on  a  bien 

1  A  +-  1  1 1  15  —  1)  =  i3  x  16  ==  4  x  7  =  28  =  1         1  modg). 
A  est  alors  l'un  des  nombres 

i.j.     48,     57,     73,     84,     93. 

Essayons  A  =  3y.  Le  premier  chiffre  de  B  ne  peut  être  que 
1  ou  2,  sinon  le  produit  AB  aurait  5  chiffres;  si  ce  chiffre 
est   1,  B  est  nécessairement  l'un  des  nombres 

168,      186. 
On  trouve 

39  x  1G8  =  6552,         3g  x  186  =  7254. 

La  seconde  multiplication  donne  seule  une  solution. 
Si  le  premier  chiffre  de  B  est  2,  B  est  l'un  des  nombres 

258,     285. 

285  est  inadmissible,  car  G  serait  encore  terminé  par  j  : 
258  ne  convient  pas  non  plus,  car  le  produit  39X258  a 
3  chiffres. 

On  essaiera  de  même  les  autres  valeur-  de  \  correspondant 
au  cas  examiné. 

On  reconnaît  en  définitive  que  la  question  proposée  u'ad- 


(  48  ) 

met  que  les  sept  solution^  suivantes  : 

12  x  483  =  5796,         )8  x  -297  =  5346, 

27  x  198  =  5346,        28  x  ir>7  =  439(1, 

39  x  186  =  7254,         42  x  i38  =  3796, 

4  8  x  [5g  =  7632. 

On  peut  encore  chercher  à  résoudre  le  problème,  en  sup- 
posant que  les  nombres  de  chiffres  de  A,  B,  G  sont  respecti- 
vement 1,  4  et  4.  On  trouve  les  deux  solutions 

4  x  1738  =  6g52, 
4  x  1963  =  7852. 

Les  neuf  solutions  indiquées  ci-dessus  ont  été  données  aussi 
par  M.  H.-Ë.  Dudeney,  dans  le  numéro  d'août  1910  de  la 
revue  anglaise  The  St ranci  Magazine. 

Enfin  j'ai  cherché  à  étendre  le  problème  au  cas  où  l'on 
admet  le  chiffre  o  parmi  ceux  qui  composent  les  nombres  A, 
B,  C.  J'ai  obtenu  les  résultats  suivants  : 

4  x  3907  =  1 J628, 

4  x  7039  =  28  1  j(i, 
27  x  O94  =  i(io38, 
3y  x  4°2  =  15678, 
54  x    297  =  i6o38. 

Comme  l'analyse  devient  ici  assez  laborieuse,  je  ne  puis 
absolument  garantir  que  je  n'ai  laissé  échapper  aucune  solu- 
tion. 


(  49  ) 

[K'18g] 

SUIS  LES  COORDOMÉES  PEmSPHÉRIQUES  GÉNÉRALES; 

Far  M.  J.  HAAG, 

Chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Clermont-Ferrand. 


On  sait  qu'étant  donné  un  système  de  cinq  sphères 
deux  à  deux  orthogonales,  on  peut  lui  faire  corres- 
pondre un  système  de  coordonnées,  appelées  coor- 
données pentasphériques,  dont  l'introduction  en  Géo- 
métrie est  due  à  M.  Darboux.  Mais  on  peut  aussi 
définir  des  coordonnées  pentasphériques  en  partant  de 
cinq  sphères  quelconques  (');  et,  bien  qu'on  puisse 
les  déduire  des  coordonnées  orthogonales  par  une 
simple  substitution  linéaire,  nous  croyons  cependant 
qu'il  soit  intéressant  et  utile  d'en  donner  une  exposi- 
tion directe.  C'est  ce  que  nous  allons  essayer  de  faire 
ici. 

1.  Nous  commencerons  par  donner  quelques  défini- 
tions qui  faciliteront,  dans  la  suite,  l'énoncé  de  plu- 
sieurs propositions. 

Considérons  la  fonction 

Ssi(j2  +  j2+z»)4-2aj-  +  %b y  -+-  %cz  -+■  d 

des  coordonnées  rectangulaires  .r,  y,   z.   Nous  disons 
qu'elle  définit  un  feuillet  spkérique  (2)  de  eoordon- 

(')  Voir  G.  Darboux,  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes 
et  de  surfaces,  p.  270. 

( 3  )  Cette  dénomination  correspond  au  feuillet  plan  de  Grassmann 
(  Blatt,  ou  Plangrosse). 

Ann.  de  Mathernat.,  4"  série,  t.  XI.  (Février  1911.)  4 


(5o  ) 
nées  (a,  b,  c,  d,  k)  ('),  porté  par  la  sphère  dont 
l'équation  est  obtenue  en  annulant  S.  Le  nombre  A- sera 
dit  V indice  du  feuillet.  Un  feuillet  d'indice  nul  est  donc 
porté  par  un  plan  et  sera  dit  feuillet  plan.  Un  feuillet 
de  l'infini  a  pour  coordonnées  a  =  b=zc  =  k  =  o, 
d^éo.  il  est  porté  par  le  plan  de  L'infini,  et  il  équi- 
vaut, en  somme,  à  un  coefficient  d,  qui  sera  dit  le 
coefficient  du  feuillet. 

Etant  donné  un  feuillet  à  dislance  finie,  nous  appel- 
lerons point  du  feuillet  tout  point  M  dont  les  coor- 
données x,  y,  z  annulent  la  fonction  S  correspondante. 

Nous  ne  considérerons  donc,  comme  points  du 
feuillet,  que  des  points  à  distance  finie.  Nous  appelle- 
rons vecteur  normal  (2)  du  feuillet,  relatif  au  point  M, 
le  vecteur  (MN)  dont  les  projections  sur  les  axes  sont 

(1)  a-\-kx,         b  -+-  ky,         c-\-kz. 

Si  k  n'est  pas  nul,  ce  vecteur  varie  avec  M,  et  si  l'on 
appelle  I  le  centre  de  la  sphère  qui  porte  le  feuillet,  ou 
centre  du  feuillet,  on  a  l'égalité  géométrique 

(2)  (MN)  =  Â-(IM). 

On  voit  que  (MN)  est  dirigé  vers  l'extérieur  ou  vers 
l'intérieur  du  feuillet,  suivant  que  k  est  positif  ou 
négatif,  il  définit  le  côté  positif  du  feuillet,  ainsi  qu'un 
sens  de  rotation  dans  Je  plan  tangent  en  M  (3). 

Si  k  =  o,  le  vecteur  (MN)  demeure  équipollent'  à 
lui-même  quand  M  décrit  le  feuillet. 


(')  Ces  coordonnées  sont  toujours  supposées  finies. 

(3)  C'est  le  Normalenstrecke  de  Grassmann,  dans  le  cas  du  feuillet 
plan. 

(')  Ceci  est  toutefois  en  défaut  pour  un  feuillet  de  puissance  nulle 
car  (MN)  est  alors  dans  le  plan  tangent,  suivant  la  droite  isotrope 
double  de  ce  plan. 


(  5i  ) 
Dans  tous  les  cas,  des  expressions  (i)  on  déduit 

(3)  MN^aî-t-è'-f-c*—  kd. 

Celte  quantité,  qui  \a  jouer  un  rôle  fondamental, 
sera  appelée  la  puissance  du  feuillet.  Un  feuillet  de 
puissance  nulle  et  d'indice  non  nul  sera  dit  feuillet- 
point;  il  est  porté  par  une  sphère  de  rayon  nul.  Un 
feuillet  plan  de  puissance  nulle  et  situé  à  distance  finie 
sera  un  feuillet  isotrope  ;  il  est  porté  par  un  plan  iso- 
trope. Bien  que  nous  n'avons  pas  défini  le  vecteur 
normal  pour  un  feuillet  de  l'infini,  nous  conviendrons 
de  regarder  encore,  dans  ce  cas,  l'expression  (3) 
comme  représentant  la  puissance  du  feuillet,  laquelle 
est  donc  nulle  ('  ). 

Supposons  deux  feuillets  (S)  et  (S')  possédant  au 
moins  un  point  commun  M  à  distance  finie.  Nous  ap- 
pellerons puissance  commune  des  deux  feuillets, 
ou  puissance  de  (S)  par  rapport  à  (S'),  [ou  de  (S') 
par  rapport  à  (S)],  le  produit  scalaire  des  vecteurs 
normaux  (MN),  (MN')  des  deux  feuillets,  c'est-à-dire 


(')  On  démontrera  sans  peine  les  propositions  suivantes: 
Si  un  feuillet  (S)  varie  de  façon  que  son  centre  I  tende  vers  une 
position  limite  I0,  située  à  distance  finie,  et  que  son  indice  tende 
vers  zéro,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  son  rayon  augmente 
indéfiniment,  sa  limite  est  un  feuillet  de  l'infini.  Il  en  est  de  même 
si  I  s'éloigne  indéfiniment  dans  une  direction  non  isolrope,  le  rayon 
de  (S)  prenant  d'ailleurs  une  suite  de  valeurs  quelconques. 

Si  I  s'éloigne  indéfiniment  dans  une  direction  isotrope  (a,  (3,  y), 
et  si  le  rayon  reste  fini,  le  feuillet  (S)  a  pour  limite  un  feuillet 
dont  les  coordonnées  sont: 

ot  =  —  Xa,         b  =  —  Xp,         c  =  —  Xy,         d,         k  =  o, 

en  désignant  par  X  la  limite  du  rapport  — ; — p-,>  où  (\,  t,,  Ç,  6) 

sont  les  coordonnées  homogènes  du  point  I.  Comme  cette  limite  est 
indéterminée,  il  en  est  de  même  de  celle  du  feuillet. 


.         (  52  ) 
la  quantité 

p(S,S')  =  MN.MN'.cos('MN,  MN')    («). 

On  établit  aisément  la  formule 

,*   «»*           ,      m          -       kd'-+-k'd 
(4)  p(S,  S')  =  aa'-+-  bb'-^-  ce 

Dans  le  cas  où  les  deux,  feuillets  n'ont  pas  de  point 
commun  à  distance  finie,  cette  dernière  expression 
servira  de  définition  à  leur  puissance  commune. 

Il  est  clair  que  la  puissance  d'un  feuillet  par  rapport 
à  lui-même  n'est  autre  que  la  puissance  de  ce  feuillet. 

Enfin,  si  deux  feuillets  ont  un  point  commun  M  à 
distance  finie,  nous  appellerons  angle  des  deux  feuil- 
lets l'angle  des  vecteurs  normaux  correspondants.  Le 
cosinus  de  cet  angle  est  entièrement  déterminé  et  il  est 
donné  par. la  formule 

...          .       kd'  -+-  k'  d 
aa  -i-  ob  -f-  ce 

2 

v/<72-4-  62-h  c2  —  kd^a'i-i-  b'1-^  c'^—k'd' 

les  radicaux  devant  être  pris  avec  leurs  valeurs   arith- 
métiques, quand  ils  sont  réels  (-). 

On  vérifiera  sans  peine  les  propriétés  suivantes  : 
Si  les  feuillets  (S)  et  (S')  ont  des  indices  non   nuls, 
on  a,  en  appelant  1  et  l' les  centres  et  R  et  R/  les  rayons 
des  sphères  qui  les  portent, 

(6)  îP-Ri-R*— a£l|j^î. 

(')  Celle  définition  du  produit  scalaire  est  illusoire  quand  l'un 
des  vecteurs  est  isotrope;  il  vaut  mieux  prendre  comme  expression 
de  cette  quantité  la  somme  XX'  -+-  YY'  -f-  7.7,',  où  X,  Y,  Z,  et  X',  Y', 
Z'  sont  les  composantes  des  deux  vecteurs  suivant  trois  axes  rectan- 
gulaires. 

C)  II  est  indéterminé  pour  deux  feuillets  de  puissances  et  de  puis- 
sance commune  nulles. 


(  53  ) 
Le  premier  membre  de  cette  égalité  a  été  désigné 
par  M.  Darboux  sous  le  nom  de  puissance  commune 
des  deux  sphères.  Il  a,  comme  on  voit,  l'inconvénient 
de  devenir  infini  dès  que  l'un  des  feuillets  devient 
plan. 

Si  (S)  est  à  indice  non  nul  et  si  (S')  est   un   feuillet 

i              i-               c    ■       i               •         p(  S,  S' )  ,i 

plan   a   distance  finie,    le    quotient T est  e^al    au 

produit  scalaire  des  vecteurs  (IM')  et  (M'N'),  en  dési- 
gnant par  M'  un  point  quelconque  de  (S').  En  particu- 
lier, si  (S')  n'est  pas  isotrope,  on  peut  prendre  pour 
M'  la  projection  de  I  sur  (S'),  et  l'on  a 

(7)  />(S,S')  =—  ^^ 

Si  (S)  et  (S')  sont  tous  deux  des  feuillets  plans  à 
distance  finie,  leur  puissance  commune  est  égale  au 
produit  scalaire  des  vecteurs  normaux  (MN)  et  (M'N') 
relatifs  à  deux  points  quelconques  des  feuillets. 

Si  (S')  est  à  l'infini,  on  a  simplement 

(8,  j»(S,  S')  =-£*'•" 

2.  Ces  préliminaires  étant  exposés,  choisissons  cinq 
feuillets  déterminés  linéairement  indépendants  (c'est- 
à-dire  dont  les  coordonnées  de  même  nom  ne  sont  pas 
liées  par  une  relation  linéaire  et  homogène),  que  nous 
appellerons  les  feuillets  fondamentaux.  Le  feuillet  S,-, 
par  exemple,  sera  défini  par  la  fonction 

S,=  kt(x* ■+■  y* -+-  z1)  -+-  iciiX  -+-  ibiy  -t-  -xciz  -+-  di. 

Il  est  clair  que  tout  feuillet  (S)  peut  être  défini  par 
la  fonction 


=2r'S'' 


(  54  ) 
où  vt,  y2,  y3,  y*,  JKs  sonl  des  nombres  algébriques 
déterminés.  Ces  nombres  seront  appelés  les  coor- 
données pentasphériques,  ou  simplement  les  coordon- 
nées, du  feuillet  (S),  que  nous  nommerons  aussi  le 
feuillet  (y).  Le  feuillet  (S/)  a  évidemment  toutes  ses 
coordonnées  nulles,  sauf  jk/,  qui  est  égal  à  un. 

Si  l'on  applique  la  formule  (3),  on  voit  que  la  puis- 
sance du  feuillet  (y)  s'exprime  par  une  forme  quadra- 
tique, de  discriminant  non  nul  ('),  des  coordonnées yi\ 
nous  la  désignerons  par  la  notation  Q  (y).  Quant  à 
l'indice  k,  il  devient  une  forme  linéaire 

F(r)  =2  *<'•>-'• 
1  =  1 

qui  ne  peut  être  identiquement  nulle,  si  l'on  veut  que 
les  feuillets  fondamentaux  soient  linéairement  indé- 
pendants. Les  formes  Q(y)  et  F(y)  seront  appelées 
respectivement  la  forme  quadratique  et  la  ferme 
linéaire  fondamentales. 
D'après  cela,  l'équation 

(9)  û(r)  =  <> 

caractérise  les  feuillets  de  puissance  nulle;  l'équation 
(10)  F(j)  =  o 

caractérise  les  feuillets  plans;  ces  deux  équations  si- 
multanées caractérisent  les  feuillets  isotropes.  Un 
feuillet  de  l'infini  a  des' coordonnées  déterminées  à  un 
facteur  près,  qui  est,  par  exemple,  le  coefficient  du 
feuillet  (n°  1);  ces  coordonnées  doivent  satisfaire  à  (9) 
et  à  (10). 

(  '  )  Si  les  feuillets  (S,)  sont  réels,  cette  forme  quadratique  est 
une  somme  de  quatre  carrés  positifs  et  d'un  carré  négatif,  en  vertu 
de  la  loi  d'inertie. 


(  55  ) 

Si   l'on  se    reporte  à  la   formule   (4),    et   si  Ton   se 

rappelle  les  propriétés  d'invariance  de  la  forme  polaire 

d'une   forme  quadratique,    on    voit  (pie   la  puissance 

commune  des  deux  feuillets  (y)  et  [y')  est  égale  à  la 

forme  polaire  ù  (y  //)  =  ^  2  r''  ^  ' 

D'après  la  formule  (5),  l'angle  des  deux  feuillets  est 
donné  par 

(il)  cos(7,/)=-^Zl>ÎL_. 

La  condition  d'orthogonalité  est  donc 

&(yl/)  =  o. 

On  déduit  de  ce  qui  précède  une  interprétation  très 
simple  des  coefficients  de  Q(y).  Si  l'on  pose 

le  coefficient  A/y  est  égal  à  la  puissance  commune  des 
feuillets  fondamentaux  (S/)  et  (Sy). 

3.  jNous  appellerons  coordonnées  adjointes  du 
feuillet  (y)  les  cinq  quantités 

i    dQ 

i  dy, 

Avec  ces  nouvelles  variables,  la  forme  quadratique 
12  (y  >  se  transforme  en  son  adjointe  (o(x),  et  la  forme 
linéaire  F  (y)  devient  une  nouvelle  forme  linéaire  f(x). 
La  puissance  du  feuillet  (y),  ou  feuillet  (#),  s'écrit 
alors 

p(y)  =  &(y)  =  M(T)=^xtyi. 
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La  puissance  commune  des  feuillets  (y)  et  (y')  s'écrit 
de  même 

5  5 

{=1  1=1 

Il  y  a  lieu  d'introduire  maintenant  les  feuillets  (s/) 
dont  toutes  les  coordonnées  adjointes  sont  nulles, 
sauf  a?/,  qui  est  égal  à  un.  Ces  feuillets  seront  les 
feuillets  adjoints  fondamentaux.  Le  feuillet  (s,)  est 
entièrement  défini  par  les  conditions  d'être  ortho- 
gonal à  (Sy),  pour  j  ?£i,  et  d'avoir  l'unité  pour 
puissance  par  rapport  à  (S,-). 

Si  l'on  pose 

w(*)  =  22a'/a?/ary' 

le   coefficient    a//   est  égal  à    la   puissance    commune 
de  (si)  et  de  (sj)  ('). 

Grâce  à  l'introduction  des  feuillets  adjoints  fonda- 
mentaux, il  est  facile  d'avoir  la  signification  géomé- 
trique des  coordonnées  d'un  feuillet  quelconque. 
Remarquons,  en  eftct,  qu'on  a 

5 

De  même 

5 

/>(S,  Si)  =2/**<=  Xi- 

i=  I 

Donc,  les  coordonnées  yi  et  Xi  d'un  feuillet  sont 
respectivement  égales  aux  puissances  de  ce  feuillet 
par  rapport  à  Si  et  à  S/. 


V 
(')  On  sait  d'ailleurs  que  a,  = —j-^-)   en  appelant  A   le  discrimi- 
'         A 
nant  de  Ci  (y)  et  A',y  le  mineur  relatif  à  A,   dans  ce  discriminant. 
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i.  Considérons  un  feuillel-point,  de  centre  M.  Si 
l'on  fail  varier  son  indice,  ses  cinq  coordonnées  varient 
proportionnellement  ;  nous  pouvons  donc  les  considérer 
comme  des  coordonnées  homogènes  du  point  M.  A 
tout  point  M  correspondent  donc  un  système  de  coor- 
données homogènes  r,-,  qui  sont  proportionnelles  à  ce 
qu'on  peut  appeler  les  puissances  du  point  par  rapport 
aux  feuillets  (s,-),  et  un  système  de  coordonnées  homo- 
gènes Xi,  qui  sont  proportionnelles  aux  puissances 
de  M  par  rapport  aux  feuillets  (S,-). 

Ces  coordonnées  doivent  vérifier  respectivement 
l'équation  (9)  et  l'équation 

(12)  U)(X)  =  o. 

Si  l'on  applique  la  formule  (6)  aux  deux  points  M 
et  M',  on  a 

F(r)F(/)        F(j)F(/>       f(x)f(x')' 

en  vertu  de  la  formule  de  Tavlor  et  des  équations  (9) 
et  (12).  En  particulier,  si  les  deux  points  sont  infini- 
ment voisins,  on  a  l'élément  linéaire  de  l'espace 

/  î_  Q  (  dy  >  —  "(dx) 
s  ""[F(r)]'  ~  [/(*)]*" 

Les  feuillets  orthogonaux  en  M  à  la  droite  MM'  ont 
pour  coordonnées  Xyï-h  'ylvL,  /.  et  u.  désignant  deux 
paramètres  variables.  De  là  résulte  que  la  condition 
d'orthogonalilé  des  deux  droites  MM'  et  MM",  où  M" 
désigne  un  autre  point  voisin  {y  -\-by),  est 

il{dyl8y)  =  o, 
ou  bien 

u>(dxj8x)  =  o. 

Une   surface  quelconque   est    représentée   par    une 
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équation  homogène 

(i3)  G(j)  =  o. 

En  particulier,  la  sphère  qui   porte  le  feuillet  (x1)  a 
pour  équation 

c'est-à-dire  l'équation  linéaire  la  plus  générale.  Les 
sphères  tangentes  en  un  point  M  de  la  surface  (i3)  ont 
pour  coordonnées  adjointes 

»       dG       -i 
àyi 

\  désignant  une  constante  arbitraire  et  xi  les  coordon- 
nées adjointes  de  M.  On  aura,  en  particulier,  le  A  du 
plan  tangent  en  écrivant  que  f(x')  est  nul.  On  voit 
aussi  que  la  condition  d'orthogonalité  delà  surface  (i  4) 
et    d'une    autre   surface  passant   par   le    même    point, 

s'écrit 

/dG    dG'\ 

si  G' (y)  =o  désigne  l'équation  de  la  seconde  surface. 
Il  est  facile,  enfin,  d'établir  les  formules  relatives  à 
l'inversion.  Soit  un  feuillet  (Y)  porté  par  la  sphère 
d'inversion  S  (qui  peut  se  réduire  à  un  plan).  Nous 
voulons  les  coordonnées  j/ du  point  M'inverse  de  M  (y/). 
Ce  point  appartient  au  faisceau  (M,  S);  il  a  donc  des 
coordonnées  de  la  forme  yi  +  XY/ ;  de  plus,  on  doit 
avoir  Q(y  -f-XY)  =  o,  ou,  en  tenant  compte  de  ce 
que  &(y)  est  nul, 


2Û(//V) 


Û(Y) 
En  particulier,  si  (y)  est  le  feuillet  fondamental  (S,-), 


(  59) 
les  coordonnées  de  M'  sonl 

y'j  =  yj      (/VO,  y<  =  r<--P-- 

Toutes  les  formules  qui  précèdent  ont  leurs  analo- 
gues relativement  aux  coordonnées  adjointes.  On 
pourrait  encore  en  établir  beaucoup  d'autres,  mais 
nous  nous  en  tiendrons  là  au  point  de  vue  des  généra- 
lités, et  nous  allons  maintenant  examiner  quelques 
systèmes  particuliers. 

o.  Cherchons  d'abord  un  système  pour  lequel  les 
feuillets  adjoints  (s,-)  coïncident  avec  les  feuillets  (S/). 
Il  faut  et  suffit,  pour  cela,  que  (S,)  soit  orthogonal 
aux  quatre  autres  feuillets  fondamentaux  et  ait  pour 
puissance  i  (n°  3).  Nous  retombons  sur  le  système  des 
coordonnées  orthogonales,  étudié  en  détail  par  M.  Dar- 
boux. 

Les  deux  formes  Q(y)  et  oj  (x)  s'écrivent  alors 

(  s 

Les  coordonnées  adjointes  d'un  feuillet  sont  égales 
aux  coordonnées  y,  et  il  n'y  a  plus  lieu  de  les  distin- 
guer. 

Le  vecteur  normal  de  (S,)  ayant   pour  longueur   i, 

son  indice  A",  est,  en  vertu  de  (2),  égal  à  —  >  R,  désignant 

"■i 

le  rayon  de  la  sphère  correspondante,  précédé  du 
signe  -f-  ou  du  signe  —  suivant  que  le  côté  positif  du 
feuillet  est  le  côté  extérieur  ou  le  côté  intérieur  de  la 

sphère  (si  l'on  a  un  feuillet  plan,  ^-  esl   nul).  Par  suite, 


(  6o  ) 

les    coordonnées  pentasphériques   d'un    point  M   sont 

S 
proportionnelles    aux    quotients  -rf->  où    S,-    désigne   la 

puissance  du  point  par  rapport  à  la  sphère  (S/),  ce 
quotient  devant  être  remplacé,  quand  le  feuillet  est 
plan,  par  2Z/,  lt  désignant  la  distance  du  point  M  au 
plan,  précédée  du  signe  H-  ou  —  suivant  que  M  est  du 
côté  positif  ou  négatif  de  (S/).  Il  suffit,  pour  se  rendre 
compte  de  tout  cela,  de  se  reporter  aux  formules  (6) 
et<7). 

Si  nous   ajoutons   que  la  forme  F  (y)  est  ici   2_,^-> 

i=  1 

nous  en  aurons  dit  suffisamment  pour  que  l'on  puisse 
déduire  sans  difficulté,  de  notre  théorie  générale, 
toutes  les  propriétés  bien  connues  des  coordonnées  de 
M.  Darboux. 


6.  Considérons  maintenant  le  système  suivant  :  les 
feuillets  (S,),  (S2),  (S3),  (S4)  sont  des  feuillets-points, 
d'indices  égaux  à  l'unité.  Les  points  correspondants  A( , 
A2,  A3,  A4  forment  nécessairement  un  tétraèdre,  et 
nous  les  supposerons  tous  à  distance  finie.  Quant  au 
feuillet  (S5),  nous  le  supposons  à  l'infini,  son  coeffi- 
cient étant  — 2  (n"  1).  Au  moyen  de  ces  données 
et  d'une  remarque  faite  à  la  fin  du  n°  %  nous  pouvons 
écrire  immédiatement  Q(y).  Si  a,y  désigne  le  carré 
de  la  distance  At  Ay,  nous  avons,  en  vertu  de  la 
formule  (6), 

ktj  =  —  ^       (»,  y  =  1,2, 3,4); 

puis,  en  vertu  de  (8), 

A,5=i        (1  =  1,2,3,4),  A5S=o. 


(6.    ) 


Le  discriminant  s'écrit 


A  = 
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en  posant 


A'  = 


o 

1 

l 

I 

I 

I 

o 

«lî 

*ia 

«H 

1 

»ïi 

O 

«23 

«24 

I 

a3l 

«33 

O 

as4 

I 

«41 

«42 

«43 

o 

Cherchons  les  feuillets  adjoints.  Le  feuillet  (st)  doit 
être  orthogonal  à  (S2),  (S.,),  (S4),  (S5);  il  est  donc 
porté  par  le  plan  A2,  A3,  A4,  que  nous  appellerons^). 
De  plus,  sa  puissance  par  rapport  à  (S|)  doil  être  égale 
à  i  (n°  3).  Donc,  en  vertu  de  la  formule  (7),  son  vecteur 
normal  doit  être  dirigé  vers  l'extérieur  du  tétraèdre,  et 

il  doit  avoir  pour  longueur  —  >  en  appelant  h(  la  hauteur 

issue  de  A,.  On  définit  de  même  (sa),  (^3)»  (s*)- 
Quant  à  (55),  il  est  porté  par  la  sphère  circonscrite, 
que  nous  appellerons  (S).  Sa  puissance  par  rapport 
à  (S5)  devant  être  égale  à  1,  son  indice  est  aussi  égal 
à  1,  d'après  (8). 

Nous  aurons  immédiatement  des  formules  intéres- 
santes   en    calculant    les    coefficients    de   10  (x).    Tout 
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d'abord,  le  coefficient  ait  est  égal  à  j-^;  on  a  donc 


O  I  I  I 

4  A  _       i       o       a23     a,; 
h\  i      a3j      o       a3k 

i      ai2     a;3       o 

=  —  (a43  +  ah+a3 


2a2ia23  —  2a,2a34-  2a42au), 


ou  encore 


h\  = 


y 


en  désignant  par  a!tj  le  mineur  de  A'  relatif  à  oi/y.  On 
aura  les  trois  autres  hauteurs  par  des  formules  ana- 
logues. 

Si  nous  désignons  maintenant  par  oij  l'angle  dièdre 
formé  par  les  faces  opposées  à  A;  et  à  Ay,  nous  avons 
par  exemple  (n°  1) 


d'où 

puis, 
sin2<p,ï  = 


cos<pi2  _ 
2/*i  /ija', ., 


A'    ' 


COSCfI2 


A' 


v/a'l  1  a2 


_  gfl  t  g2  2  (  al  2  )8  _    ^_ 


O 

I 

1 

I 

o 

<*3i 

I 

«M 

O 

îa3ii' 


d'après  un  théorème  de  Jacobi  sur  les  déterminants  ('). 
Si  l'on  remarque  que  l'aire  <j(  de  la  face  A2  A3  A4  est 

égale  à  -\Zy.3i- — - — >  on  en  déduit  aisément  la  formule 
°  2  v       *  sin  <f12 


(')   Foi>,   par   exemple,  Encyclopédie  des  Sciences  mathéma- 
tiques (édition  française,  t.  I2,  n°  23). 
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d'où  résulte  la  suivante 

A'=  8  x  36 V», 

en  appelant  V  le  volume  du  tétraèdre. 

L'indice  de  (s5)  étant  égal  à  un,  le  vecteur  normal 
en  M  est  équipollent  au  rayon  (1M)  (n°  1).  Soit  donc  R 
le  rajon  de  (S).  On  a  R-  =  a55  ;  d'où 

R*  =  --%, 

i  A 

en  appelant  (3,-  le  mineur  de  A'  relatif  à  l'élément  de 
la  première  ligne  et  de  la  (î  -+-  i),eme  colonne.  De  même, 
si  <|i(  désigne  l'angle  de  (2)  avec  le  plan  (H,),  on  a 
a,\  5  =  -r-  cos  <J>4  ;  d'où 


hx 


COS'j'l  =5 


pl 


d'où 


/Pua', 


sin^j  = 


2A'a23a34a42 


M'u 


Par  suite,  le  rayon  R,  du  cercle  A2  A3  A.,  est  donné 
par 


R,  =  R  sin  t]/)  = 


V  «23  «34  «42  V  «23  «34  «4 


/-<,  4». 

ce  qui  donne  une  formule  élémentaire  bien  connue. 

Introduisons  maintenant  un  feuillet-point  (M)  d'in- 
dice î.  Si  l'on  appelle  a,5  le  carré  de  la  distance 
A/M,  les  coordonnées  adjointes  du  feuillet  considéré 
sont-^,  -SS,  —  5ïf  _îi£,  ,.  Si   l'on   porte  ces 

2  2  2  2  r 

valeurs  dans  (12),  on  obtient  la  formule  connue 


I       0 
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(64  ) 
Quant  aux  coordonnées  y,,  les  quatre  premières  sont 
les  coordonnées  barycentriques  du  point  M;  par 
exemple,  ri  =  rf»  vK  désignant  le  volume  MA2A8A4, 
compté  positivement  ou  négativement  suivant  que  M 
et  A,  sont  du  même  côté  de  (  H,)  ou  de  côtés  différents. 
La  cinquième  coordonnée  y  5  esi  la  puissance  du  point  M 
par  rapport  à  la  sphère  (2).  En  tenant  compte  de  (9), 
on  voit  que  cette  puissance  est  donnée  en  fonction  des 
coordonnées  barycen triques  par  la  formule 

ys  =  j  s  *tjytyj      (/,  y  —  1,  a,  s,  4  )■ 

On   en    déduit,  en    particulier,   l'équation  de    (S)    en 
coordonnées  barycentriques. 

Il  serait  facile  de  multiplier  les  applications  du  sys- 
tème particulier  que  nous  venons  d'étudier.  Ou  pour- 
rait, par  exemple,  interpréter  les  coordonnées  d'un 
feuillet  plan  ou  d'un  feuillet  sphérique  quelconque. 
C'est  ce  que  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de 
faire  (  ■ ). 

7.  Nous  indiquerons  rapidement,  pour  terminer,  un 
dernier  système. 

Prenons  pour  (S5)  un  feuillet  quelconque  de  puis- 
sance égale  à  1 ,  porté  par  une  sphère  véritable  (S).  Soit 
ABA'B'  un  quadrilatère  isotrope  tracé  sur  cette  sphère. 
Appelons  a  et  [3  les  dislances  AB  et  A'B'.  Prenons  pour 
(S,)  et  (S2)  les  feuillets-points  de  centres  respectifs  A 

et  A'  et  d'indices  respectifs  -  et Prenons  de  même 

1  a  x 

pour  (S3)  et  (S4)  les  feuillets-points  de  centres  B  et  B' 
et  d'indices  ^  et  —  j^- 


(  '  )  Les  diverses  formules  que  nous  venons  d'établir  sont  d'ailleurs 
à  peu  près  toutes  connues. 
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Nous  avons  alors 

®(y  )  =  y\  -+■  2jki7î  -+-  iy3  y\  ; 
d'où 

w ( a" )  =  a??  -+-  2 Xi  Xi  -+-  iXiX^. 

Les  feuillets  adjoints  (5,),  (s2)»  ($3)1  (s*),  (*s)  coïn- 
cident respectivement  avec  (S2),  (S,),  (S4),  (S3),  (S5). 

Ce  système  se  prête,  d'une  façon  particulièrement 
simple,  à  l'étude  de  la  cyclide  de  Dupin  qui  admet  les 
points  A,  A',  B,  B'  pour  points  doubles.  Deux  sphères 
(o,)et(<r')  passant  respectivement  par  les  points  A,  A/ 
et  B,  B'  ont  des  coordonnées  de  la  forme 

et 

Pour  qu'elles  soient  tangentes,  il  faut  et  suflît  que 
l'on  ait,  en  vertu  de  l'équation  (12), 

Par  suite,  si  (<y')  reste  fixe,  les  coordonnées  de  (<r) 
doivent  vérifier  une  relation  de  la  forme 

m  désignant    une  certaiuc    constante.    La   sphère   (<r) 
ayant  pour  équation  en  coordonnées  adjointes 

•^3^s+'1*^4-t-  r\sx&=  o, 

son  enveloppe  a  pour  équation 

04)  x\  —  —x3xk. 

m 

Telle  est  l'équation  de  la   cyclide  de  Dupin  dans   le 
Ann,  de  Mathémat.,   \'  série,  t.  XI.  (février  191 1.)  ■■> 


(  66  ) 
système  actuel.  Elle  s'écrit  aussi,  en  vertu  de  (12), 

1 

avec  la  condition 

(16)  m  •+-  n-4-1  =  o. 

Sous  cette  seconde  forme,  elle  apparaît  comme  l'en- 
veloppe des  sphères  (V),  dont  les  coordonnées  sont 
liées  par 

L'angle  »,  sous  lequel  (?)  coupe  (S),  est  donné 
par 

7)!  I 

cos2o  =  — =  ; 

il  est  donc  constant,  el  l'on  a 

//l   =  COt2Ç. 

De  même,  les  sphères  (<j')  coupent  (S)  sous  un  angle 
constant  ib,  et  cet  angle  est  lié  au  premier  par  la  rela- 
tion (ï6),  qui  s'écrit  (•) 

costp  cos'!/  =  1 . 

Nous  terminerons  cette  étude  rapide  en  remarquant 
que  les  équations  (i4)  et  (id)  donnent  le  théorème 
suivant  : 

Etant  donnés  une  sphère  (S)  et  deux  points  A 
et  A'  de  cette  sphère,  le  lieu  des  points  M,  dont  la 
puissance  par  rapport  à  (S)  est  proportionnelle  au 
produit  M  \.  MA'  est  une  cyclide  de  Dupin  admet- 


(')  On  trouvera  toutes  ces  propriétés  ilans  une  Note  placée  à  la 
Bade  la  seconde  édition  «les  Systèmes  triples  orthogonaux  de 
M.  Darboux. 


(  (i7  ) 
tant  pour  points  doubles  \  et  V,  ainsi  que  les  deux 
points  de  contact  B  et  B  des  plans  tangents  à  (S) 
menés  par  \  A'.  La  puissance  'le  M  par  rapport  à  (S) 
est  aussi  proportionne  lie  au  produit  MB.  MB',  lequel 
est  donc  proportionnel  à  MA.  MA'. 

Si  la  sphère  (S)  est  un  plan,  on  a  un  énoncé  ana- 
logue, dans  lequel  la  puissance  par  rapport  à  (2) 
doit  être  remplacée  par  la  distance  à  ce  plan.  La 
cvclide  possède  alors  trois  plans  de  symétrie. 


[0»8c] 

SUR  UNE  APPLICATION  DE  LA  THÉORIE 
RU  TRIEDRE  MORILE; 

Par  M.  J.  HA.AG,  à  Glermont-Ferrand. 


Soit  une  courbe  gauche  (G),  sur  laquelle  on  a  fixé 
un  système  d'abscisses  curvilignes.  Soit  Mxyz  le 
trièdre  principal  relatif  au  point  M  d'abscisse  curvi- 
ligne s.  Si  l'on  considère  un  point  P  d'abscisse  cur- 
viligne 5  -)-  A,  les  coordonnées  x,  y,  z  de  ce  point  par 
rapport  au  trièdre  précédent  peuvent  être  développées 
en  séries  entières  en  h,  pourvu  que  M  ne  soit  pas  un 
point  singulier  de  (G)  et  que  h  soit  assez  petit.  On  sait 
qu'en  appelant  p  et  T  les  rayons  de  courbure  et  de 
torsion  relatifs  au  point  M,  les  coefficients  de  ces  sé- 
ries s'expriment  tous  en  fonction  de  a,  ~  et  de  leurs 
dérivées  successives  par  rapport  à  s.  Il  existe  diffé- 
rentes manières  de  calculer  ces  coefficients.  En  voici 
une  qui  n'e>l  peut-être  pas  nouvelle,  niais  qui  semble, 
en  tout  cas.  assez  peu  connue. 
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Les  développements  cherchés  peuvent  s'écrire 


X  =  <X\ 

h  ■+■ 
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.  .+ 

-4  /?." 

y  —  h\ 

h  -+- 
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h" 

n ! 

z  =  c, 

h-h 

7. 

..-H 

n  ! 

(0 


Imaginons  un  mouvement  du  point  M  sur  (C)  tel 
que  s  soit  le  temps.  Il  est  facile  de  voir  que  a/n  b„,  cn 
sont  les  projections  sur  Ma?,  M  r,  M  z  de  l'accélération 
(/i  —  ,yèmp  ju  p0int  ^1,  Or,  étant  donnés,  d'une  façon 
générale,  un  trièdre  mobile  Oxyz  et  un  point  Q  mo- 
bile par  rapport  à  ce  trièdre,  il  est  facile  de  calculer, 
de  proche  en  proche,  les  accélérations  absolues  succes- 
sives de  Q.  Supposons,  en  effet,  que  Ton  connaisse  les 
projections  y«)X,  Yn,yj  y«,z  ^e  l'accélération  nlème  sur 
Ox,  Oy,  Oz.  Menons  par  un  point  fixe  O,  un  vecteur 
(0,r„)  équipollent  à  cette  accélération  et  un  trièdre 
Otxyz  parallèle  à  Oxyz.  L'accélération  (n  -)-i),e""'  est 
le  vecteur  vitesse  du  point  T„  ;  on  a  donc  les  formules 
de  récurrence 

Y«+l,« —  -jT, r-q*(,,,z        I   ï'hyi  •••■ 

Comme  on  a 

doc 

To,x=  -^  -»- $-+-?*  —  ry, 

on  voit  qu'on  pourra  calculer  Yn,*,  y«,/>  Y«,z>  quel  que 
soit  n. 

Appliquons  ceci  au  trièdre  Mxyz,  le  point  Q  étant 
en  M.  On  aura  les  formules  de  récurrence 

t   «n+\  =  a'n —  rb„, 
(a)  (    &«-+-i  =  b'„-+-  ra„  —  pcn, 

(    C/i-t-i  =  c'n-\-pbn, 
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en  appelai) l   a'n,  //„,  c'n  les  dérivées  de  a,,,  bn,  c„  par 
rapport  à  s.  On  a,  en  outre, 

flt,  =  I,  6,  =  O,  C[  =  O.  />  = i  /•=-. 

On  possède  donc  lous  les  élémenls  nécessaires  pour 
calculer,  de  proche  en  proche,  tous  les  coefficients,  a,n 

Indiquons  les  valeurs  qui  correspondent  à  n=  i,  2, 
3,  4-  On  a  immédiatement 


0\=\, 

61  =  0, 

C(t  =  0, 

*,=  !, 

p 

1 

p' 

a3=--, 

»3  =  —   H' 

3p' 

0- 

o3 
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Gomme  application,  on  peut  vérifier,  par  exemple, 
que  le  centre  1  de  la  sphère  osculatrice  a  pour  coor- 
données (o,  0,  — to')  et  coïncide  avec  le  point  où  la 
droite  polaire  louche  son  enveloppe.  En  substituant 
les  développements  (1)  dans  l'expression 

/=ï!  +  j!  +  i'—  2  oy  —  2  xp' .: 

et  annulant  le  coeflicient  de  h4,  on  obtient  la  condition 
pour  que  la  sphère  osculatrice  ait,  avec  la  courbe, 
un  contact  du  quatrième  ordre;  on  trouve  sans 
difficulté 

X1  p"-+-  Tx'p'.-t-  p  =  O. 

Or,  on  vérifie  facilement  que  cette  équation  exprime 
aussi  que  le  point  l  a  une  vitesse  nulle.  Donc,  si  une 
courbe  a  un  contact  du  quatrième  ordre  user. 
chacune  de  ses  sphères  osculatrices,  elle  est  s/d/r- 
rique. 
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SUR  UNE  QUESTION  PROPOSEE  PAR  M  FONTENÉ; 

Par  M.  E.  CAHEN. 


De  la  propriété  énoncée  par  M.  Fontené  (4e  série, 
t.  IX,  p.  384)  et  résolue  par  M.  Bricard  (4e série,  t.X, 
p.  4 7 5 ) ,  on  peut  tiédnire  deux  conséquences  intéres- 
santes. Je  suppose  b  =  i  de  sorte  que  le  théorème 
prend  la  forme  suivante  :  pétant  un  nombre  premier 
et  a  un  entier  non  =  i  (moi\  p),  le  nombre 

ap-\  +  ap-%  _j_ , .  .  _j_  a  _(_  i 

a  tous  ses  diviseurs  premiers  et,  par  suite,  tous  ses 
diviseurs  =  i  (mod  p). 

I.    Le    polynôme    xP~  '  -+-  xP~-  -+- .  .  .  -+-  x  -+- 1     est 
irréductible. 
Car  soit 

xP-i-\-xP-*-t-. .  .-t-ar-t-i  =f{x)g{x), 

f  et  g  étant  deux  polynômes  entiers  à  coefficients 
entiers.  Donnons  à  x  toutes  les  valeurs  incongrues 
(mod/>)  possibles,  sauf  la  valeur  i,  soient  o,  2,  3,  ..., 
p  —  i .  Pour  chacune  de  ces  p  —  i  valeurs/  (x),  qui  est 
un  diviseur  de  xP~l  -+-  xP~-  +  .  .  •  -h  x  -f-  i ,  prend  une 
valeur  =  i  (mod/?).    Donc  la  congruence 

/(a?)  =  i(mod/>) 

a  p  —  i  racines  incongrues.  Donc  ou  bien  elle  est 
identique,  ou  bien  son  degré  ne  peut  être  inférieur 
.i  p  —  i .  Or,  si  elle  est  identique,  comme  son  premier 
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coefficient  est   manifestement  égal  à  i,  c'est  que  /(x) 
se  réduit   à    i .  Si  elle  est  de  degré  p —  i,   c'est  g(x) 
qui  se  réduit  à  i.  Donc...,  etc. 

II.  Il  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  =i 
(rnod/?). 

Ce  n'est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  de 
Dirichlet,  mais  la  démonstration  suivante  est  intéres- 
sante par  sa  simplicité. 

D'abord  il  existe  au  moins  un  tel  nombre,  car  il 
suffit  de  donnera  x  une  valeur  non  congrue  à  i  (  modyo), 
par  exemple  2,  et  de  calculer  un  facteur  premier  du 
nombre  obtenu  iP —  1,  pour  en  avoir  un. 

Soient  alors  a,  S,  .  .  .,  X  des  nombres  premiers  =  1 
(mod/>),  je  vais  en  calculer  un  autre.  Il  suffit  pour 
cela  de  former  le  nombre 

(«p . . .  X)/>->  —  (ap  . . .  X  )/>-«  4- .  . .  —  -j'p  . .  .  À  ■+- 1 . 

C'est  la  valeur  que  prends-1  -+-  xP~~-\-. .  .-\-x-\-  1, 
lorsque  x  =  —  a  j  .  .  .  X.  Or  celle  valeur  de  x  est  =  —  1 
(modyo).  Donc  loul  facteur  premier  de  ce  nombre  est 

=  1  (  mod/j  ) 

et  d'ailleurs  ce  ne  peut  être  ni  x,  ni  (â,  ...,  m  X. 
Donc...,  etc. 

Le  théorème  en  question  se  généralise  en  rempla- 
çant p  par  un  nombre  non  premier  n  et 

xP— l  -+-  .r/J   2  -1-.  .  .-4-  .r  -+-  1 

par  le  polynôme  qui  donne  les  racines  primitives 
de  xn~{ .  Celle  démonstration  du  théorème  de  Dirichlet 
ou  des  démonstrations  du  même  genre  sonl  connues 
depuis  longtemps.  Voir,  par  exemple,  Encyclopédie 
des  Sciences  mathématiques  1  édition  française,  1.  I  :. 


(  7*  ) 
p.  285)  et  E.  Landau,  Handbuch  der  Lehre  der  Ver- 
teilung  der  Primzahlrn,  t.  I,  p.  436  et  suiv. 


AGREGATION  IIES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
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MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES  (M- 
Solution  par  M.  TURRIÈRE. 


Ëlant  données  deux  quadriques  Pet  Q,  considérons 
une  droite  D  dont  les  conjuguées  D'  et  D"  par  rapport 
aux  deux  quadriques  sont  complanes  :  une  telle  droite 
D  est  l'intersection  des  plans  polaires  d'un  même  point 
par  rapport  aux  deux  quadriques,  c'est-à-dire  de  deux 
plans  qui  se  correspondent  homograpliiquement:  les 
droites  D  constituent  donc  un  complexe  de  Reye. 
Lorsque  le  point  de  l'espace  est  sommet  du  tétraèdre 
conjugué  commun  desdeu\  quadriques,  ces  plans  sont 
confondus;  par  suite,  toute  droite  de  l'une  quelconque 
des  quatre  faces  du  tétraèdre  appartient  au  complexe, 
qui,  dès  lors,  est  un  complexe  tétraédral  attaché  au 
tétraèdre  conjugué  commun  des  deux  quadriques. 

Dans  le  cas  actuel  de  deux  paraboloïdes  ayant  même 
axe  Os  et  même  sommet  O,  les  plans  polaires  de  tout 
point  M   de   l'axe  sont  confondus  suivant  un    plan  qui 

(')   Voir  l'énoncé  page  \oi  des  Nouvelles  Annales  de  iyio. 
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«•^t  normal  à  l'axe  au  point  symétrique  de  M  par  rap- 
port au  point  O.  Tonte  droite  orthogonale  à  l'axe 
appartient  donc  an  complexe.  On  voil  de  même  que 
toute  droite  rencontrant  l'axe  appartient  an  complexe. 
Le  complexe  tétraédral  dégénère  donc  en  deux  com- 
plexes linéaires  spéciaux  attachés  respectivement  à 
l'axe  Oô  et  à  la  droite  à  V infini  des  plans  perpendi- 
culaires à  Oz. 

C'est  ce  cas  de  dégénérescence  du  complexe  tétraé- 
dral qui  faisait  l'objet  du  problème  proposé,  problème 
dont  je  vais  donner  une  solution  analytique. 

J'établirai  tout  d'abord  une  proposition  fondamen- 
tale. Etant  donné  un  paraboloïde  équilatère  II,  rapporté 
à  des  axes  rectangulaires, 

xr  —  y%  —  laz  =  o, 

et  une  droite  D  de  coordonnées  plùckériennes  p{,  p.. 
P*i  Put  Pii  P%i  les  trois  premières  étant  les  coordonnées 
de  direction,  les  coordonnées  plùckériennes  de  la 
droite  A,  conjuguée  de  D  par  rapport  au  paraboloïde  II, 
sont  : 

Pi 

B»*=J>8|  W5=/J;,  CÎG=a/?3. 

Faisons  tourner,  autour  de  Os  et  d'un  angle  a,  le  para- 
boloïde II,  en  laissant  fixe  la  droite  D;  l'équation  du 
paraboloïde  I*  ainsi  obtenu  s  établit  en  remplaçant  res- 
pectivement a?,  y,  z  par 

/rusï+K  sina,     — x  sin  x  -\- y  cos  a,     z\ 
d'où  l'équation  du  paraboloïde  P: 

(xz — y-)  cos  i a  -h  2 xy  sin  i  %  —  ■>  a  -       oj 
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les  coordonnées  plùckériennes  de  la  droite  conjuguée 
D'  de  D  par  rapport  à  ce  paraboloïde  P,  sont   : 

p\  = —  />!  si  ii  >a  -+-  p.2  cos-aa  =  m{  cos(  —  2  a)  -+-  Wg  si  D  ( —  n). 
p\=      /»|C0S2a-f/).j  sin2a  = —  rni  sin( — 2<x)-+-  nr2  cos( — 2a), 

p\  =  —  /?i  sin>. a  -h  ps  cosaa  =  7^  cos( — 2a)+  ct5  sin( — 2a), 
p'-a=      p,  C0S2a  -4-/>3  sinaa  = — tjt4  sin( — 2a)-t-  tjt5  cos( — 2a), 

De  ces  expressions  il  résulte  que,  lorsque  le  parabo- 
loïde Il  tourne  a" un  angle  a  autour  de  son  axe  Os, 
la  conjuguée  d'une  droite  fixe  D  tourne  de  l'angle 
double. 

De  cette  remarque  découlent  immédiatement  les 
deux  premières  parties  du  problème  proposé.  Deux 
'paraboloïdes  hyperboliques  équilatères  égaux,  P  et  Q, 
ayant  même  axe  Oz  et  même  sommet  O,  peuvent  être 
considérés  comme  dérivant  du  paraboloïde  Iï  d'équa- 
tion 

.r2  — y'2  —  7.a  z  —  o} 

par  rotations  respectives  a  et  — a  autour  de  Taxe  Os; 
dans  ces  conditions,  les  droites  conjuguées  D'  el  D" 
d'une  droite  D  s'obtiennent  par  rotations  2  a  et  —  2  a 
de  la  conjuguée  A  par  rapport  au  paraboloïde  II. 

I.  Pour  que  D'  et  D"  soieni  complanes,  il  faut  donc 
que  A  rencontre  Oz  ou  bien  lui  soit  orthogonale,  et, 
par  suite,  que  D  soil  orthogonale  à  Oz  ou  complane 
avec  O;. 

La  vérification  analytique  ne  présente  aucune  diffi- 
culté;  les  coordonnées  plùckériennes  de  D'  el  D"  sont, 
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d'après  ce  qui  précède: 

p\  = — p\  sin  2  a  -\-pi  C0S2a,  p\  =  />,  sin  2  a  —  pt  cos2a, 
/)j  =      /?i  cosia  -h  pi  sin  •>.  x.  p'j=/>iCOS2« —  />.,sinua, 

/'s  „  _  Pe 

P>  =       ~>  ^^--' 

/?';  =  —  pt  sin  2  a  -+-  p-0  cos2a,  />'i  =  p„  sin  9. a  -+-  /j5  C0S2a, 
/j'5  =  />4  cos2a  -H/>5  sin2x,  p\  =  />*  cosia  —  p5  sinsx, 
p's  =   «7>3  :  f  e  =   «P  s  : 

l'expression 

P\  P\  ■+■  Pî  PS  +  /»1  Aé  +  P'\  P,  —  Ps  Pô  ■+■  P\  P'g 

se  réduit  à 

\p3p6  sin2 2a; 

pour  que  D'  et  D"  soient  complanes,  il  faut  donc:  ou 
bien  que//,  -oit  nul  (complexe  des  droites  orthogonales 
à  Oz),  ou  bien  que  p6  soit  nul  (complexe  des  droites 
rencontrant  Qz). 

Puisque  D'  et  D"  s'obtiennent  par  rotations  —  2  a  et 
2  a  d'une  même  droite  A  autour  de  Os,  ces  droites  D' 
et  D"soul  à  la  même  distance  de  Os  cl  font  avec  Os  le 
mèmeangle;  leurs  projections  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  cet  axe  l'ont  L'angle  4y-  indépendant  de  ht  droite  D. 

II.  Je  désignerai  par  /0*,/>£,  .  ..*  pk6  les  coordon- 
nées plùckériennes  de  l.i  droite  D*.  J'ai  précédemment 

trouvé  : 

p\  =  — p\  sin2a — p\  cossa,  pi  = — p\  sin 2 a  -  p\  cos  >  '' ■ 
p\—      p\  cos2a  -+-/>|  sin2a,       p\  =      p\  C0S2a — p\  sin2a, 

p\=    %■*  pî=  «r\- 

on  en  déduit 

pl  +  ipl  =  (pl-¥-ip\)e*t*, 

et  une  formule  analogue  pour pt  et//,. 
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Pour  passer  de   la  droite  D2  à   la  droite  D3   il  suffit, 
dans  les  formules   précédentes,   de  changer  pk  en  p'k, 
p\  en  pk  et  a  en  —  a.  On  obtient  ainsi 

p\  +■  ip\  =  (p\  4-  ip !)«-*'«, 

et  une  formule  analogue  pour/?*  et/?5;  on  a  ensuite 
PÎ-Ph       PÎ  =  PÏ- 

Ces  formules  expriment  que  la  droite  D3  s'obtient  en 
faisant  tourner  D,  d'un  angle  4  a  dans  un  sens  déter- 
miné. D5  s'obtient  par  rotation  de  D3  de  4  a  dans  le 
même  sens,  et  ainsi  de  suite.  Les  droites  D,,  D3, 
D5,  . . .,  D2/,+l,  . . .  sont  donc  génératrices  d'un  même 
hyperboloïde  de  révolution  autour  de  Oz  et  elles  se 
déduisent  les  unes  des  autres  par  une  rotation  déter- 
minée. 

Pour  obtenir  la  distribution  de  D2,  D4,  Dc,  . . . ,  D2„, 
il  suffit  de  remplacer  D,,D3,D5,...  par  D2,  D4,  D6,  ..., 
et  y.  par  —  a.  Les  droites  D2psont  ainsi  génératrices 
d'un  second  hyperboloïde  de  révolution  autour  de  Oz 
et  elles  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  une  ro- 
tation déterminée,  égale  à  la  précédente  mais  en 
sens  inverse. 

Une  particularité  intéressante  se  présente  lorsque  a 
est  commensurable  avec  II  :  dans  ce  cas,  en  effet,  il  y  a 
un  nombre  fini  de  droites  D2/7+1  et  un  même  nombre  de 
droites  D,p.  Pour  chacun  des  h/yperboloïdes,  les  traces 
des  droites  D*  sur  tout  parallèle  sont  les  sommets  d'un 
polygone  régulier,  convexe  ou  étoile. 

Il  en  est  ainsi  pour  une  droite  quelconque  de  l'espace, 
choisie  pour  droite  initiale  D,.  Mais  si  l'on  suppose 
que  D,  est  une  droite  D  satisfaisant  à  la  première  par- 
tie du  problème,  les  deux  hyperboloïdes  de  révolution 
dégénèrent  l'un  en  un  cône  de  révolution,  l'autre  en  un 
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plan  qui  rencontre  orlliogonalemenl  Os  au  point  symé- 
trique, par  rapport  à  O,  du  sommet  du  cône.  L'une  <l<  ■- 
séries  de  droites  est  constituée  de  génératrices  du 
cône;  l'autre  série  est  constituée  de  tangentes  à  un 
cercle  d'axe  Os. 

III.  Pour  que  la  question  à  traiter  ait  un  sens,  il  faut 
dès  maintenant  exclure  les  droites  D  orthogonales  à 
l'axe  Os  et  ne  considérer  que  celles  qui  rencontrent  cet 
axe. 

Soit  M  le  point  de  rencontre  de  D'.  D"  et  soient 

cr  =  rcos6,        y  =  /-sinO,         z 

les  coordonnées  de  ce  point.  La  droite  D  est  l'inter- 
section des  plans  polaires  de  M  par  rapport  aux  parabo- 
loïdes.  ou  encore  des  plans  d'équations 

(Xx —  Yy)  cos2ï  —  a(Z  -h  z)  =  n. 
X  y  -t-  Y  x  =  o  ; 

nous  prendrons  pour  coefficients  directeurs  de  la 
droite  D 

^,=  cos6,        Pi= — sin6,        p3  =  —  cos2<x; 

le  point  M,,  où  D  rencontre  Os,  a  pour  cote  s,, 

Z\  ^^  •— ■  z» 

Soit  cp  l'angle  de  Os  et  de  D.  On  a,  au  signe  près, 

,    r 
cote  =  zfc  —  C0S2a; 
1  a 

de  la  condition  imposée  à  D  de  faire  un  angle  con- 
stant avec  < )z  il  résulte  donc  que  M  reste  sur  un 
cylindre  de  révolution  d'axe  <  )z  et  de  rayon 

I  coto 


Considérons  les  surfaces  (Sr),  (S")  engendrées  respec- 
tivement par  D'  et  D",  lorsqu'on  impose  la  condition 
supplémentaire  que  ces  surfaces  fonl  un  angle  con- 
stant en  tout  point  de  rencontre  des  deux  droites  D' 
et  D".  On  a  : 

/>',  =  —  sin(8  -H  aa),  />\  = —  «in(0  —  2a), 
p  j  =  cos(  0  -+-  •}.  a  I,  Pt=  cos(0  —  -.«ai. 
Pz  =      o,  p\  =      o  ; 

définissant  alors  le  plan  tangent  à  (S'),  au  point  M,  par 
la  droite  D'  et  par  la  tangente  à  la  courbe  lieu  de  M, 
on  obtient,  pour  coefficients  directeurs  delà  normale  à 
(S')  en  M,  les  expressions  suivantes: 

; ..  ,  dz  „  dz 

cos  ( U  -f-  2 a )  —  ,     sin(  6  -+-  2a)  — -,     — rsmaa; 

et,  par  conséquent,  les  coefficients  directeurs  de  la 
normale  à  (S")  au  même  point  M  sont: 

/  [y  -,    dz  .  dz 

cos(b  —  2a)—-,      sin(0— 2a)— 7-,      -H/-sin2tx. 
ao  du 

L'angle  des  deux  surfaces  au  point  M  est  donc  défini 
par  la  relation 

v  r 

cosv  =  - 


-7-  )   cos  \  a  —  r2  si  11 2  ■>.  a 


dz\i- 


V  étant  supposé  constant,  -£-  sera  constant  et  par  suite. 

z  et  0  seront  liés  par  une  relation  linéaire. 

Le  lieu  de  M  est  donc  une  hélice  circulaire. 

Le  heu  de  I)  est  un  hélicoïde,  engendré  parle  dépla- 
cement hélicoïdal  d'une  droite  rencontrant  l'axe  Oz. 

Cherchons  la  condition  demandée,  moyennant 
laquelle  l'hélice  sera    une  courbe  tracée  sur  cet  héli- 
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coïde.  Les  équations  de  l'hélice  son!  de  la  forme 

a?=rcos6,  ^  =  rsinO,         z  =  k% 

quant  à  celles  de  l'hélicoïde  lieu  de  D,  elles  sont  de  la 

forme 

x  =  p  sincp  cos*l,         y  =  p  sincp  sinti/. 

z  =  p  cosç.  -+-  kty  —  Sq, 

les  deux  paramètres  variables  étant  p  et  •!;  :   la  droite  D 
rencontre,  en  effet,  l'axe  Oz  au  point  M,  de  cote 

et  ses  coefficients  directeurs  sont 

/?t  =  cos6,         Pî  =  —  sinO,         /?3=cottp. 

On  obtient  ainsi  une  relation  (N  étant  un  nombre  entier 

quelconque) 

,       cot2o        . 

•izQ±a =  k~  x  N, 

cos2a 

entre  z0}  '.o,  a  et  k. 

Les  surfaces  lieux  de  D'  et  D"  sont  deux  surfaces  qui 
se  déduisent  par  rotations  2a  et —  2  a  de  la  surface 
lieu  de  A.  Celle-ci  est  la  polaire  réciproque  de  l'héli- 
coïde engendré  par  D  par  rapport  au  paraboloïde  FI. 
Celte  surface  engendrée  par  (A)  est  une  surface  à  plan 
directeur,  dont  le  paramètre  de  distribution  -^  est  con- 
stant; elle  est  engendrée  parle  mouvement  hélicoïdal 
de  A,  qui  reste  tangente  à  un  cylindre  de  révolu- 
lion  autour  de  Oz.  On  reconnaît  là  un  hélicoïde  de 
M.  Painlevé  particulier;  celte  surface  a  été  étudiée  par 
M.  A.  Buhl,  dans  des  Mémoires  écrits  spécialement 
pour  les  candidats  à  l'Agrégation  et  publiés  dans  les 
Nouvelles  Annales  (');   M.  Buhl  a  consacré  le  para- 

(')  A.   Buhl,  Sur  les  surfaces  dont  les  lignes  asyntptoti'/ues  se 
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graphe  6    de  son    second  Mémoire    à  la    surface  consi- 
dérée et  montré  que  ces  asymplotiques  sont  situées  sur 
des  hyperboloïdes  de  révolution. 

Les  lignes  de  courbure  de  cette  surface  sont  dé  ter- 
minables  sans  quadrature.  En  se  reportant,  en  effet, 
à  la  page  212  des  Nouvelles  Annales  de  1910,  il 
résulte  de  ce  que  le  contour  apparent  sur  Oxy  est  un 
cercle  et  de  ce  que  le  paramètre  de  distribution  est 
constant,  que  l'on  peut  poser,  a  et  b  étant  des  con- 
stantes, 

Wl=a,       n\=b^, 

gj  =  a  cos<p  -+-  b<\>  sincp; 
d'où  l'on  déduit  [p.  197,  formules  (6)] 

D  =  o,         D'=  »  D"=  «coso; 

coscp 

et,  par  suite,  l'équation  des  images  sphériques  des  lignes 
de  courbure  (p.  21)  est 

pour    intégrer,    il    suffit    de    prendre    tango    comme 
variable. 


déterminent    par    quadratures    (octobre    1908,    août    1909,    sep- 
tembre 1910). 


(  s,  ) 


MBLIOtiKAIMHE. 


Leçons  sur  les  séries  de  polynômes  a  une  variable 
complexe;  par  Paul  M  on  tel.  —  i  volume  in-8  de  vi-i  28 
pages  de  la  Collection  de.  monographies  sur  la  théorie 
des  fonctions.  Paris,  Gauthier- Villars,  1910. 

Le  Livre  de  M.  Paul  Montel  appartient  à  cette  belle  Collection 
de  monographies  sur  la  théorie  des  fonctions  qui,  fondée 
par  M.  Emile  Borel  en  1898,  n'a  pas  cessé  de  s'enrichir  presque 
chaque  année  de  quelque  nouveau  Volume.  On  sait  quelle 
heureuse  influence  a  exercée  cette  Collection  sur  les  études 
mathématiques;  mais  il  ne  faudrait  pas,  à  mon  avis,  attribuer 
uniquement  son  succès  à  l'importance  prise  de  nos  jours  par 
la  théorie  des  fonctions  :  des  livres  rédigés  suivant  la  même 
conception  pédagogique  et  relatifs  à  d'autres  branches  des 
Mathématiques  auraient  sans  doute  le  même  succès.  Et  il  ne 
sera  pas  inutile  de  dire  quelle  est  cette  conception  pédago- 
gique à  propos  du  Livre  de  M.  Montel  qui  la  réalise  au  plus 
haut  degré. 

Les  Livres  de  la  Collection  Borel  ne  supposent  chez  le 
lecteur  que  les  premières  notions  de  l'Analyse;  dans  chaque 
Livre,  les  premiers  Chapitres  mettent  le  lecteur  au  courant 
des  notions  cla-siques  dont  il  a  besoin  pour  comprendre  les 
Chapitres  suivants;  ceux-ci  contiennent,  sous  forme  didac- 
tique, l'exposé  de  travaux  plus  récents,  parus  dans  divers 
Mémoires,  et  en  même  temps  les  recherches  personnelles  de 
l'auteur.  Le  Livre  ainsi  conçu  tient  à  la  fois  du  Traité  et  du 
Mémoire  original  :  sa  lecture  est  d'une  utilité  capitale  pour 
l'étudiant  qui  veut  apprendre  à  travailler  sur  les  Mémoires 
originaux  et  pour  tout  lecteur  qui  veut  s'initier  rapidement 
au\  résultats  fondamentaux  d'une  théorie,  sans  avoir  le  temps 
de  faire  un  choix  dans  la  multitude  d'écrits  relatifs  à  celte 
théorie. 

Le  Livre  de  M.  Paul  Montel  remplit  parfaitement  le  but 
que  je  viens  d'indiquer,  en  ce  qui   concerne  l'étude  des  séries 

Afin,  de  Malhémat.,  \'  série,  t.  X.I.  (Février  1911.)  " 
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de  polynômes  à  une  variable  complexe.  Ce  Livre  devait  être 
primitivement  écrit  par  M.  Emile  Borel,  qui  annonçait  sa 
publication  ultérieure  dans  la  préface  de  ses  Leçons  sur  les 
fonctions  de  variables  réelles  et  les  développements  en 
séries  de  polynômes  :  mais,  après  les  travaux  forl  importants 
de  M.  Monlel  parus  depuis  lors,  il  a  semblé  à  M.  Borel  que 
nul  n'était  mieux  qualifié  que  M.  Montel  lui-même  pour  traiter 
le  sujet  annoncé. 

Dans  le  Chapitre  premier,  l'auteur,  après  avoir  rappelé  les 
notions  fondamentales  sur  les  ensembles  de  points  dans  le 
plan,  1rs  fonctions  analytiques  et  leurs  points  singuliers,  la 
représentation  conforme,  étudie  les  séries  de  fonctions  analy- 
tiques, puis  les  familles  de  fonctions  bolomorpbes  bornées  en 
module  dans  un  domaine;  au  sujet  de  ces  dernières  familles, 
M.  Montel  établit  cette  proposition  fondamentale,  qu'il  a 
donnée  le  premier  dans  sa  thèse  et  dont  il  a  montré  toute 
l'importance  :  on  peut  former  avec  les  Jonctions  d'une 
pareille  famille  une  suite  infinie  convergeant  uniformé- 
ment dans  le  domaine.  Le  Chapitre  se  termine  par  quelques 
définitions  relatives  aux  séries  de  polynômes  et  par  les  théo- 
rèmes  de  M.  Hadamard  et  de  M.  Hurwitz  relatifs,  le  premier 
à  la  multiplication,  le  second  à  l'addition  des  singularités  de 
deux   fonctions  analytiques. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  à  diverses  méthodes  de  déve- 
loppement d'une  fonction  holomorphe  en  série  de  polynômes 
dans  un  domaine  D.  L'auteur  démontre  le  théorème  donné 
par  M.  Painlevé  pour  le  cas  où  le  domaine  D  est  limité  par 
un  contour  convexe,  puis  il  expose  la  méthode  de  M.  Hil- 
bert  relative  à  un  domaine  D  limité  par  une  courbe  simple 
quelconque  :  cette  méthode  est  rattachée  aux  polynômes 
d'interpolation  de  Lagrange;  vient  ensuite  la  méthode  de 
M.  Kunge  pour  le  développement  d'une  fonction  analytique 
uniforme  en  une  série  de  fractions  rationnelles  convergente 
dans  la  région  d'existence  de  celte  fonction,  méthode  que 
l'auteur  rapproche  de  celle  donnée  par  M.  Appell  pour  les 
domaines  D  limités  par  des  arcs  de  cercle;  la  fin  du  Chapitre 
est  consacrée  à  l'étude  fort  intéressante  des  polynômes  d'ap- 
proximation de  Tchebicheff. 

Le  Chapitre  III  nous  donne  de  nouvelles  méthodes  de  déve- 
loppement d'une  fonction  holomorphe  en  séries  de  polynômes. 
Une  des  plus  intéressantes,  celle  de  M.  Faber,  occupe  la  plus 
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grande  partie  du  Chapitre.  M.  Paber  démontre  que  toute 
fonction  liolomorphe  dans  un  domaine  D  limité  par  un  contour 
simple  esl  la  somme  d'une  série  Za,jP„(.r),  où  les  poly- 
nômes P„(.r)  ne  dépendent  que  du  domaine,  tandis  que  les 
constantes  an  ne  dépendent  que  de  la  fonction;  si  le  domaine 
est  l'intérieur  d'un  cercle  de  centre  a,  on  prend  Pn(x)  égal 
à  (x  —  a  y  et  l'on  retrouve  la  série  de  Taylor;on  retrouve  de 
même,  en  faisant  varier  le  domaine,  divers  autres  dévelop- 
pements connus,  par  exemple  ceu\  dans  lesquels  les  P„  sont 
les  polynômes  de  Legendre. 

Le  Chapitre  IV  est  relatif  aux  séries  de  polynômes  conver- 
gentes dans  plusieurs  domaines  extérieurs  les  uns  aux  autres; 
des  exemples  classiques  montrent  qu'une  pareille  série  peut 
représenter,  dans  ces  divers  domaines  D(,  D2,  ...,  des  fonc- 
tions analytiques  différentes /i,  /2,  . ....  M.  Mon  tel  montre, 
pour  le  cas  d'un  nombre  fini  ou  d'une  infinité  dénombrable 
de  domaines  D,  que  les  fonctions  J\,  f-2,  ...,  aussi  bien  que 
les  domaines  Di,  D2.  ...,  peuvent  être  complètement  arbi- 
traires. L'auteur  s'occupe  ensuite  du  développement  en  série 
de  polynômes  d'une  fonction  analytique  uniforme  ayant  des 
points  singuliers;  cette  étude  le  conduit  à  montrer,  avec 
M.  Runge,  que  la  région  d'existence  d'une  pareille  fonction 
n'est  assujettie  qu'à  la  seule  restriction  d'être  d'un  seul  tenant 
et  de  ne  contenir  aucun  point  frontière. 

Dans  le  Chapitre  V,  l'auteur  considère  a  priori  une  série 
de  polynômes  convergente  dans  un  domaine,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  une  suite  convergente  de  polynômes,  et  il 
se  propose  d'étudier  la  nature  de  la  fonction  limite.  En 
particulier,  dans  quel  cas  cette  somme  est-elle  analytique  ? 
M  Mon  tel  montre,  par  des  exemples,  que,  parmi  les  diverses 
conditions  qui  ont  été  données,  aucune  n'est  à  la  fois  nécessaire 
et  suffisante.  Une  notion  importante,  due  à  M.  Montel,  est 
celle  de  points  de  convergence  réguliers  ou  irréguliers;  un 
point  de  convergence  P  est  dit  régulier  si,  dans  un  cercle  de 
centre  P  et  de  rayon  suffisamment  petit,  la  convergence  est 
uniforme.  M.  Montel  étudie  l'ensemble  des  points  irréguliers 
et  il  donne  diverses  propriétés  remarquables  des  suites  de 
polynômes  dan-  le  voisinage  de  leurs  points  de  convergence 
irréguliers. 

L'Ouvrage  de  M.  Montel  est  d'une  lecture  fort  intéressante, 
n<m  seulement  à  cause  de  l'attrait  présenté   par  le  sujet  lui- 
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même,  mais  encore  à  cause  de  la  façon  simple,  pédagogique 
dont  nous  sont  présentés  les  résultats  des  divers  travaux 
originaux  que  l'auteur  nous  l'ait  connaître  en  même  temps 
que  ses  travaux  personnels. 

S.  Lattes. 


Les  fonctions  polyédriques  et  modulaires;  par 
G.  Vivanti,  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Pavie.  (Ouvrage  traduit  par.-i.  Cahen.)  —  i  vol.  in-8 
de  3ao  pages.  (Prix  :  12  fr.).  Paris,  Gautliier-Villars, 
éditeur;  1910. 

Faire  passer  à  travers  le  bloc  compact  des  œuvres  des 
grands  mathématiciens  de  langue  allemande  le  clair  et  pur 
rayon  du  génie  latin,  tel  est  le  but  de  M.  Vivanti,  et  comme 
il  a  traité  jadis  Sophus  Lie,  il  traite  maintenant  Félix   Klein. 

L'organisation  des  Universités  italiennes  a  favorisé  sa  tâche  : 
là,  à  côté  des  enseignements  traditionnels  et  de  fondation,  il 
y  a  place  pour  les  disciplines  nouvelles,  alors  que  chez  nous 
la  fatale  fragmentation  de  la  licence  en  certificats  et  la  loi  du 
moindre  effort  qui  guide  nos  étudiants  dans  le  libre  choix  des 
certificats  s'opposent  à  tout  progrès,  si  même  elles  ne  con- 
duisent à  l'incohérence  des  études. 

Dans  une  série  de  34  leçons  en  igoi-1902  à  Messine,  Sulla 
teoria  délia  resoluzione  délia  equazioni  di  quinta  grado, 
M.  Vivanti  a  présenté  la  substance  des  Vorlesungen  ïiber 
das  Ikosaeder  und  die  Auflôsung  der  Gleichungen  vont 
fiinften  Grade  de  Klein  (Leipzig,  1 88 î  ) ;  de  ce  cours,  l'ossa- 
ture si  nette,  si  élégante,  a  été  signalée  aux  lecteurs  des 
Nouvelles  Annales  en  janvier  1905.  Une  série  analogue,  en 
1902-1903,  S  ni  la  leoria  délie  j'unzioni  modulari,  a  fait 
connaître  l'essentiel  des  Vorlesungen  ïtber  die  Théorie  der 
elliptischen  Modulfunktionen,  de  Klein  et  Fricke  (Leipzig, 
1890-1892  1. 

Les  Leçons  de  M.  Vivanti,  recueillies  par  les  étudiants  et 
autographiées,  ont  servi  de  base  à  un  livre  plus  réduit,  plus 
condensé,  où,  pour  éviter  des  redites  et  pour  mieux  montrer 
la  filiation  des  théories,  l'auteur  étudie  d'une  part  les  groupes 
polyédriques   et  le   groupe   modulaire,   puis   d'autre   part  les 
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fonctions  et  équation?  polyédriques  et  modulaires  :  ces 
Elément!  délia  Teoria  délie  funzioni  poliedriche  e  mo- 
dulari  (Milan,  1906).  M.  Armand  Cahen,  Professeur  au 
Lycée  d'Évreux,  a  eu  la  bonne  idée  de  les  traduire,  il  l'a 
l'ait  avec  précision  et  souplesse,  et  ML  Gauthier— Villars,  qui, 
en  fait,  a  en  Fiance  le  monopole  des  belles  éditions  mathé- 
matiques, en  a  volontiers  entrepris  la  publication.  Envers 
tous  deux,  quiconque  s'intéresse  en  Fiance  aux  hautes  Mathé- 
matiques sera  très  redevable. 

Après  avoir  étudié  in  abstracto  les  propriétés  des  groupes 
d'opérations.  M.  Vivanti  en  fait  l'application  aux  substitutions 
linéaires,  dont  il  se  propose  notamment  de  déterminer  tous 
les  groupes  finis  possibles.  Une  interprétation  géométrique 
simple  permet  de  passer  des  groupes  de  substitutions  linéaires 
aux  groupes  de  rotations  d'une  sphère  sur  elle-même  :  de  ces 
groupes,  ceux  qui  sont  finis  se  rattachent  étroitement  aux 
polyèdres  réguliers  que  certaines  rotations  superposent  à  eux- 
mêmes  (de  là  le  nom  de  groupes  polyédriques).  Après  les 
avoir  soigneusement  étudiés  aux  points  de  vue  analytique  et 
géométrique,  l'auteur  en  déduit  la  représentation  des  groupes 
finis  sur  le  plan.  Les  réseaux  de  triangles  curvilignes  qu'on 
est  ainsi  conduit  à  considérer  possèdent  un  certain  nombre  de 
propriétés  :  les  réseaux  qui  n'en  possèdent  que  quelques-unes 
sont  aussi  envisagés  en  vue  de  leur  utilisation  ultérieure, 
notamment  dans  l'étude  de  l'unique  groupe  infini  dont  il  est 
question  ici,  le  groupe  modulaire.  Ce  groupe  est  considéré, 
non  à  partir  de  sa  définition  arithmétique,  mais  à  partir  de 
son  champ  fondamental.:  ?es  propriétés  et  celle-  de  ses  sous- 
groupes  sont  l'objet  d'un  examen  détaillé.  Il  me  semble  que, 
pour  terminer  cette  Partie,  l'auteur  ou  le  traducteur  aurait 
pu  ajouter  un  Chapitre  sur  les  groupes  fuchsiens  et  kleinéens 
de  M.  Poincaré,  quitte  à  se  borner  à  un  aperçu  analogue  à 
celui  que  donne  M.  Forsyth  dans  sa  Theoi  \  <>)'  Functions  : 
c'eûl  été  une  invitation  à  pénétrer  dans  un  domaine  découvert 
par  notre  illustre  compatriote  et  resté  peu  explore. 

A  la  notion  de  groupe  se  rattache  celle  d'invariant.  L'étude 
des  invariants  liés  aux  groupes  précédents  constitue  la  second'1 
Partie  du  Livre.  Les  formes  invariantes  fondamentales  des 
groupes  finis  une  fois  construites.  M.  Vivanti  aborde  les  fonc- 
tions polyédriques  ou  fonctions  rationnelles  d'une  variable, 
que  11 '.ilt ère  aucune  des  substitutions  d'un  groupe  polyédrique 
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Toute  telle  fonction  est  complètement  déterminée  quand  on 
connaît  les  valeurs  qu'elle  prend  en  trois  points  du  plan.  Cette 
propriété,  sans  équivalent  dans  le  cas  de  plus  d'une  variable 
et  qui  est  l'origine  de  la  simplicité  des  applications,  a  son 
analogue  pour  le  groupe  modulaire.  La  théorie  des  fonctions 
elliptiques  fournit  la  construction  de  la  fonction  modulaire 
principale  J,  de  laquelle  l'auteur  passe  aux  fonctions  modu- 
laires invariantes  dans  un  sous-groupe  du  groupe  modulaire. 
Viennent  alors  les  applications.  Les  équations  polyédriques 
ou  modulaires  sont  celles  qui  définissent  les  valeurs  de  la 
variable  pour  lesquelles  une  fonction  polyédrique  ou  modulaire 
prend  une  valeur  donnée  (  l'expression  équation  modulaire 
est  employée  ici,  on  le  voit,  dans  un  sens  tout  différent  que 
dans  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  )  : 
leur  résolution  s'effectue  par  une  méthode  uniforme,  basée  sur 
la  considération  de  l'équation  différentielle  de  Schwartz, 
laquelle  se  rattache  à  l'équation  hypergéométrique  de  Gauss. 
Les  mêmes  équations  sont  ensuite  étudiées  au  point  de  vue 
algébrique  et  en  considérant  les  résolvantes  de  Galois.  Le  Livre 
s'achève  par  l'examen  des  rapports  des  équations  polyédriques 
avec  la  résolution  algébrique  des  équations  de  degré  trois, 
quatre  ou  cinq.  Nous  avons  regretté  de  ne  pas  voir  traiter  le 
beau  problème  de  l'intégration  algébrique  des  équations 
différentielles  linéaires  du  second  ordre  à  coefficients  ration- 
nels. Enfin,  à  notre  avis,  un  Chapitre  sur  les  fonctions  thêta- 
fuchsiennes,  sur  leurs  singularités,  sur  la  construction  des 
fonctions  automorphes  en  général,  sur  leur  lien  avec  l'inté- 
gration des  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
algébriques  et  avec  la  représentation  paramétrique  des  courbes 
algébriques,  eût  ouvert  de  larges  horizons  au  lecteur  :  l'Ou- 
vrage fût  devenu  plus  suggestif  et,  si  l'auteur  était  trop  à 
l'étroit  dans  la  collection  Hœpli,  il  aurait  dû  profiter  de 
l'édition  française  pour'réaliser  ce  qu'il  avoue  dans  sa  Préface 
avoir  désiré.  A.  Boulanger, 

Répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 
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CORRESPONDANCE. 


M.  E.-N.  Barisien  :   Sur  six  hyperboles  remarquables 

d'un  triangle.  —  Voici  d'assez  curieuses  propriété-  du 
triangle,  qui  se  démontrent  facilement  par  la  géométrie  ana- 
lytique, et  que  nous  nous  contentons  d'énoncer,  pensant 
qu'elles  sont  inédites. 

On  considère  un  triangle  A.BC,  son  cercle  circonscrit  de 
centre  0  et  les  milieux  A',  B',  C  de  OA,  OB,  OC. 

I .  Soient  :  Ha  l'hyperbole  équilatère  de  centre  A',  passant 
par  A  et  ayant  ses  axes  parallèles  aux  bissectrices  de 
l'angle  A;  Hu  et  H<,  les  hyperboles  analogues  à  H\. 

Ces  trois  hyperboles  Ha,  Hb,  Hc  ont  quatre  points  com- 
muns dont  l'un  est  le  point  0  et  les  trois  autres  M,  P,  Q 
sont  situés  sur  le  cercle  circonscrit  à  ABC  et  forment  un 
triangle  équilatéral '. 

Les  droites  MO,  PO,  QO  sont  respectivement  parallèles 
aux  droites  de  Simson  du  triangle  ABC  relatives  aux 
points  M.  P,  Q. 

II.  Soient  :  H  À  l'hyperbole  équilatère  de  centre  \  . 
passant  par  A  et  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux 
bissectrices  de  l'angle  A;  HB  et  Hç,  les  hyperboles  ana- 
logues à  HA. 

Ces  trois  hyperboles  llA.  Un.  Ur.  ont  quatre  points  com- 
muns dont  l'un  est  le  point  O  et  les  trois  autres  M  .  I'  Q' 
sont  situés  sur  le  cercle  circonseiit  à  ABC  et  forment  un 
triangle  équilatéral. 

Les  droites  M'O,  PO,  Q'O  sont  respectivement  perpen- 
diculaires aux  droites  de  Simson  du  trian  çl<e  VBC  relatives 
aux  points  M',  P',  Q'. 
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CERTIFICATS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE, 


Besançon. 

Épreuve  théorique.  —  Première  question  (Cours).  — 
Énoncé  du  principe  de  d'Alembert.  Montrer  que,  si  le 
degré  de  liberté  d'un  système  holonôme  est  strictement 
égal  à  p,  le  principe  de  d'Alembert  fournira  les  équations 
du  mouvement  de  ce  système  sous  la  forme  d'un  système 
efficace  de  p  équations  différentielles  du  second  ordre. 

Deuxième  question  (Problème  de  Cinématique).  —  Le 
déplacement  de  glissement  d'une  figure  plane  solide  étant 
supposé  tel  que  deux  points  de  la  figure  aient  leurs  tra- 
jectoires rectilignes,  on  demande  : 

i°  De  préciser  les  deux  courbes  de  roulement  relatives  à 
ce  déplacement  et  d'en  déduire  la  représentation  complète 
du  déplacement  considéré  ; 

>."  De  déterminer  la  trajectoire  d'un  point  quelconque 
de  la  figure; 

3°  D'indiquer  tous  les  points  de  la  figure  dont  la  tra- 
jectoire est  rectiligne  ou  circulaire. 

Troisième  question  (Problème  de  Dynamique).  —  Une 
barre  pesante  appuie  sans  frottement,  par  ses  deux  extré- 
mités, sur  deux  glissières  fixes  situées  dans  un  même  plan  : 

i°  Déterminer  et  distinguer  ses  positions  d'équilibre 
stable  ou  instable; 

i°  Calculer  la  période  des  petits  mouvements  de  la 
barre  autour  d'une  position  d'équilibre  stable. 

Epreuve  pratique.  —  Première  question.  —  Une  horloge 
et  une  montre  marchent  d'accord  et  marquent  le  temps 
solaire  moyen;  on  les  copie  l'une  et  l'autre  en  les  recon- 
struisant respectivement  semblables  de  matières  et  de 
formes  aux  modèles  primitifs  mais  en  amplifiant  K  fois 
les  dimensions  linéaires  homologues  : 

Que    vaudront    {en     temps     solaire    moyen)     la    durée 
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indiquée  par  la  nouvelle  horloge,  la  durée  indiquée  par- 
la nouvelle  montre/ 

Deuxième  question.  —  Une  sphère  homogène  fixe  et  de 
rayon  B  e.rerce  autour  d'elle  une  attraction  newtonienne  ; 
elle  produit  en  un  point  de  sa  surface  une  accélération  g 
connue.  Un  point  matériel  venant  de  très  loin  sans  vitesse 
initiale  va  pénétrer  par  un  puits  très  étroit  jusqu'au  centre 
de  la  sphère;  avec  quelle  vitesse  y  parviendra-t-il? 

Application  numérique  : 

g  =  9,81  mètres-seconde  par  seconde, 
B  =  6366  kilomètres. 

(  Novembre   1909.  ) 

Bordeaux. 

Épreuve  théorique.  —  Une  tige  matérielle  AB  peut 
librement  tourner  dans  un  plan  horizontal  autour  d'un 
de  ses  points  A  qui  est  fixe. 

Une  tige  CD  sans  masse  peut  librement  tourner  autour 
d'un  de  ses  points  C  qui  est  fixé  sur  la  même  verticale 
que  A.  Cette  tige  porte  une  masse  pesante  P  qui  est  fixée 
sur  elle,  mais  peut  être  déplacée  ;  elle  est,  en  outre,  assu- 
jettie à  rencontrer  constamment  la  tige  AB. 

Toutes  ces  liaisons  ont  lieu  sans  frottement. 

On  demande  d'étudier  les  divers  mouvements  du  système 
suivant  la  position  de  la  masse  I'  sur  la  tige  CD  et  en 
supposant  que  le  mouvement  initial  du  système  soit  une 
simple  rotation  autour  de  la  verticale  AC. 

Épreuve  pratique.  —  S,  S'  étant  les  centres  des  deux 
bases  d'un  cylindre  de  révolution  de  rayon  R  et  de  hau- 
teur H.  déterminer  un  parallèle  C  de  ce  cylindre  de  telle 
façon  que  l'ellipsoïde  central  d'inertie  du  solide  homogène 
limité  par  les  deux  cônes  ayant  S.  S'  pour  sommets  et  G 
pour  base  commune  soit  une  sphère. 

(  Novembre   1909.  ) 

Grenoble. 

Prori.ÈME.  —  Deux  s<>nime!s  consécutifs  \.  B  d'une 
plaque  carrée  homogène  pesante  glissent  sans  frottement 
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sur  une  circonférence  fixe,  silure  dans  un  plan  horizontal, 
de  diamètre  égal  à  la  diagonale  du  carré. 

Former  et  intégrer  autant  que  possible  les  équations  du 
mouvement  d<>  la  plaque. 

Chercher  si  les  données  initiales  peuvent  être  choisies  de 
façon  que  le  mouvement  soit  une  rotation  uniforme  autour 
de  l'axe  de  la  circonférence. 

Paramètres  :  \  angle  que  fait  le  côté  ABrf«  carré  avec 
un  rayon  fi.re  Or,  de  la  circonférence,  0  angle  d'une 
demi-droite  Oz  normale  à  la  plaque  avec  la  verticale 
descendante  O-ôi. 

Éprel've  pratique.  —  Une  roue  de  rayon  R  reste  dans 
un  plan  fixe  et  roule  sur  une  droite  fixe  O^i,  sans  glisser. 
Une  tige  homogène  OA  de  masse  M  est  fixée  à  la  roue  par 
ses  extrémités,  placées  l'une  au  centre  O  de  la  roue, 
l'autre  A.  sur  la  circonférence.  On  admet  que  les  réactions 
qui  peuvent  s'exercer  en  A  sont  normales  à  OA. 

Soient  0  l'angle  que  fait  OA  avec  Oi^i,  Ox  le  prolon- 
gement de  OA,  Oy  un  axe  perpendiculaire  à  Ox. 

Supposant  connue  la  variation  de  6  en  fonction  du 
temps,  on  demande  : 

i°  Les  projections  sur  Ox  et  Oy  de  la  vitesse  et  de 
l'accélération  d'un  point  P  de  OA,  on  pose  x  =  OF; 

■i"  Les  projections  des  réactions  qui  s'exercent  en  O  et 
en  A  sur  la  base. 

3°  Application  numérique.  Calculer  la  valeur  maximum 
de  la  réaction  s' exerçant  en  \  sachant  que  la  barre  pèse 
55  *,  que  le  mouvement  de  <)  est  uniformément  retardé,  sa 
vitesse  passant  en  i  minutes  de  ~ilm  à  l'heure  à  zéro. 

i"   On  immobilise  brusquement  la  roue  à  un  instant  où 

8  =  a  et  —r-  =  io.  Quelles  sont  les  percussions  de  réaction 
s' exerçant  en  O  et  en  A?  (Novembre  1909.) 

Lille 

EPREUVE  THÉORIQUE.  —  F.  Un  corps  solide  mobile  autour 
d'un  point  fixe  subit  successivement  deux  rotations  finies  ; 
l'une  de  cet  rotations  se  fait  autour  d'un  axe  OA  et  a  une 
amplitude  X,  l'autre  se  fait  autour  d'un  axe  OH  et  a  une 
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amplitude  j3.   Composer  ces  deux  rotation*   et  trouver  la 
grandeur  de  l'angle  de  la  rotation  résultante  :  i"  en  sup- 
posant les  axes  fixes  dans    l'espace;  ■>"  en    les  supposant 
fixes  dans  le  corps. 

II.  Etablir  les  formules  de  Cayley  qui  donnent  les  com- 
posantes de  la  rotation  instantanée  d'un  trièdre  trirec- 
tangte  mobile  autour  de  son  sommet,  en  fonction  des 
paramètres  d'Olinde  Rodrigues  fixant  la  position  de  ce 
trièdre  par  rapport  à  un  trièdre  fixe,  et  des  dérivées  de 
ces  paramètres  en  fonction  du  temps.  (Les  formules 
d'O.  Rodrigues  sont  supposées*établies.) 

III.  Appliquer  /es  équations  de  Lagrange  à  l'étude  du 
mouvement  d'un  corps  solide  pesant,  homogène,  de  révo- 
lution, fixé  par  un  point  de  son  axe  et  animé'  d'une 
rotation  propre  très  grande  autour  de  cet  axe  de  figure 
qu'on  abandonne  sans  vitesse.  Calculer  le  rapport  de  la 
période  de  la  natation  et  la  durée  de  révolution  du  corps 
autour  de  son  axe. 

Épreuve  PRATIQUE.  —  Un  cylindre  droit  à  base  elliptique, 
d'axes  c  =  idm,  b  =  2dm,  de  hauteur  h  =  \'h".  est  terminé- 
par  un  demi-ellipsoïde  admettant  comme  section  principale 
une  base  du  cylindre  et  comme  troisième  demi-are  a  =  >'im. 
Le  système  homogène  et  pesant,  de  densité  i,  peut  osciller 
librement  autour  du  petit  axe  de  la  base  libre,  axe  placé 
horizontalement.  <^n  écarte  l'axe  le  figure  de  l'ensemble 
de  6o°  par  rapport  à  la  verticale  descendante  et  <>n  l'aban- 
donne éi  lui-même.  Quelle  sera  la  durée  d'une  oscillation 
complète'.'  <  Novembre  i'.)<>'.).  i 

Marseille. 

Composition  ÉCRITE.  —  Dans  un  plan  vertical  on  donne 
deux  barres  fixes,  l'une  Ox  horizontale,  l'autre  Oy  ver- 
ticale. 

Une  barre  pesante  et  homogène,  de  longueur  ix,  est 
placée  verticalement  et  repose  par  son  extrémité  A  sur  la 
barre  Ox.  Elle  est  en  équilibre  instable.  L'équilibre  étant 
troublé,  la  barre  tombe  et  vient  heurte/-  Oj  par  sa  seconde 
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extrémité  B.  Kl  le  fait  à  ce  moment  un  angle  de  3o°  avec 
l'horizontale. 

Trouver,  immédiatement  avant  et  après  le  choc,  la 
vitesse  du  centre  de  gravité  de  la  barre  et  la  vitesse  angu- 
laire de  la  barre. 

Les  corps  sont  mous  et  il  n'y  a  pas  de  frottement. 

SOLUTION. 

Soient  R  et  S  les  pressions  en  A  et  B  au  commencement  du 
choc,  u  et  v  les  composantes  de  la  vitesse  du  centre  de  gra- 
vité G,  oj  =  —  la  vitesse  angulaire  de  la  barre. 
dt 

On  met  l'indice  o  au  début  du  choc  et  l'indice  i  à  la  fin. 
Soit 


f  \dt  =  A,  f  '=  B, 


A  et  B  sont  les  percussions  en  A  et  B  évaluées  en  quantités 
de  mouvement. 

Avant  le  choc,  les  forces  sont  verticales,  le  centre  de  gravité 
décrit  une  verticale  et  l'on  a^  =  asin8. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne 

Mrt2/cos26  -+-  i  ju'saM^i-  sin6). 
Donc,  au  début  du  choc,  pour  6  =  3o°,  on  a 

—  u)f.  =  g  a,         tû<i  =  —ii/—\/ga         (car  w0  est  négatif), 
12  y    i3 

V/3 

Mo—   O,  ('o  =   —  <7(.O0. 

Si  l'on  applique,  pendant  la  durée  du  choc,  le  théorème  du 
centre  de  gravité  et  le  théorème  des  moments,  on  a 

M  i  »,  —  u9  )  =  B,         Mi  t'i—  Po)  =  A< 


«l'on 


M  —  i  eu,       u>0)  =  -  Ba  —  — -  \"  ; 


— -  (  OJ,  —  l-jy)  =  B,-Ko— /il  ''l  —  v0  )' 
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A  la  fin  du  choc,  la  composante  horizontale  de  la  vitesse  du 
point  1>  est  nulle  de  même  que  la  composante  verticale  de  la 
vitesse  du  point  A.  On  a  donc 

i  y3 

ut-\ aW|  =  o,         Vi atùt  =  o. 

i  i 


On  a  donc 


|(a>,  —  w0. 


i  R(\/ï  \F>      \ 

i  a  i       ) 


d'où 

i3 

a»!  =  -Wfl. 
io 

On  connaît  donc  to0,  K<n  t-o,  («i,  U[,  c,. 

Épreuve  pratique.  —  Le  câble  d'un  pont  suspendu  a 
ioo'"  de  portée  et  8m  de  flèche.  Il  supporte  un  poids  de  îooo  e 
par  mètre  courant. 

Trouver  la  longueur  du  cable  et  calculer  sa  section. 

On  fait  travailler  le  fer  à  2okï  par  millimètre  carré. 

Quel  serait  l'accroissement  de  la  flèche  pour  un  accrois- 
sement de  iocm  de  longueur  du  cable'/ 
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QUESTIONS- 


2169.  —  Si  la  courbe  (M)  est  le  lieu  des  points  M  d'où  l'on 
peut  mener  à  deux  courbes  données  (A)  et  (B)  des  tan- 
gentes MA  et  .MB  égales  entre  elles,  et  si  a  et  {J  sont  les 
centresdecourbui erépondant  respectivement  aux  points  A  etB  : 

1"  La  tangente  en  M  à  la  courbe  (M)  est  perpendiculaire  à 

la  droite  ai  ; 

2"  Le  point  où  la  droite  AB  touche  son  enveloppe  est  à  sa 

rencontre  avec  la  droite  xp\ 

(  M.  d'Ocagnb.) 

2170.  On   donne  une  courbe   plane  (C)  et   un  point   fixe  0 
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dans  son  plan.  On  pinte  sut  la  tangente  en  un  point  M  de  (C) 
une  longueur  MP  égale  au  rayon  vecteur  OM.  Déterminer  la 
tangente  en  P  à  la  courbe  lieu  de  ce  point. 

A.    DlBY. 

2i7I.  Étant  donnés  dans  un  plan  un  point  et  deux  droite- 
parallèles,  on  considère  une  sphère  variable  ayant  pour  dia- 
mètre le  segment  intercepté  par  les  deux  parallèles  sur  une 
droite  tournant  autour  du  point.  Montrer  que  l'enveloppe  de 
cette  spbère  est  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  ou  bien  un 
hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe,  suivant  la  position 
du  point  fixe  par  rapport  aux  deux  parallèles. 

Klug. 

2172.  Dans  le  triangle  ABC  on  mène  les  droites  AD,  BE, 
GF,  qui  se  coupent  en  un  point  P.  Soit  Q  la  conique  circon- 
scrite à  ABC  et  tangente  en  A,  B,  C  aux  parallèles  à  EF,  FD, 
DE. 

I.  Les  parallèles  à  PA,  PB,  PC,  menées  par  un  point  O 
de   Q,  coupent  BC,    CA,  AB  en  X,    p.,  v,    et  l'on    a   la  droite 

A,),,  p,  v). 

II.  En  permutant  les  points  O  et  P,  on  a  une  seconde 
droite  A'  (X',  p',  v'j. 

III.  Les  droites  A  et  A'  se  coupent  au  milieu  u>  de  OP. 
Cas  où  P  est  l'orthocentre  de  ABC.  P.  Sondât. 

2173.  On  donne  un  point  P  dans  le  plan  d'un  triangle 
ABC. 

I.  Trouver  un  second  point  Ftl  à  distance  finie,  tel  qu'en 
menant  par  P!  les  parallèles  à  PA,  PB,  PC,  coupant  BC,  CA, 
AB  en  (X,  pH  vj  i.  t  a,,  .i,  v,  ),  (//,,,  p2,  v),  on  ait  les  trois  droites 
A(X,  p,  v;,    Ai(Xi,  p,, -/,),    A2(X2,  p2,va). 

II.  Quand  P  est  à  l'infini,  ?!  est  un  point  que/conque  du 
plan  autre  que  P. 

III.  Si  P  est  le  centre  de  gravité  G  de  MBC,  Pi  est  un 
point  quelconque  de  l'ellipse  Q  circonscrite  et  de  centre  G. 
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IV.  Si  A',  A,,A'2  sont  les  droites  relatives  au  poinl  1',.  dia- 
métral à  Pj,  les  quatre  droites  A],  A2,  A, .  A'2  se  coupenl  sur  Q 
et  le  triangle  «  A,  A',  P|,  P',)  est  inscrit  dans  l'ellipse  g  tangente 
aux  milieux  des  côtés  de  ABC. 

V.  Quand  P  . st  sur  Q,  I',  esl  en  G,  et  le  triangle  (AA,A2) 
est  inscrit  dans  Q,  circonscril  à  g  el  équivalent  à  ABC. 

VI.  Si  P  u'esl  ni  à  l'infini  ni  sur  Q,  les  points  P  et  l'( 
sont  réversibles.  P.  Soxdat. 

2174.  Si  un  point  0  décrit  le  cercle  ABC,  on  sait  que  les 
parallèles  à  OA,  OB,  OC,  menées  par  I'orlbocentre  P  du 
triangle  ABC,  coupent  BC,  CA,  Aft  en  trois  points  en  ligne 
droite  (  '  ). 

Démontrer  que  celte  droite  A  enveloppe  la  conique  Q  ins- 
crite à  ABC  et  concentrique  au  cercle  d'Euler. 

Si  A|  est  la  droite  correspondant  au  point  Oj,  diamétrale- 
ment oppo«é  à  O,  le  point  0'(AA,)  décrit  la  directrice 
A' (A',  \l',  v'  i  de  Q,  relative  à  son  foyer  P,  et  qu'on  obtient  en 
menant  les  parallèles  PÀ',  P  ;jl',  Pv',  aux  tangentes  en  A, 
B,  C. 

La  corde  1 1 1  des  contacts  tourne  autour  de  P  en  restant 
perpendiculaire  à  PO'.  P.  Sondât. 

2175.  Soient  A',  B'.  C  trois  points  pris  sur  les  côlés  d'un 
triangle  ABC,  de  telle  manière  que  les  droites  AA',  BB',  CC 
soient  concourantes;  soient  a,  £J,  y  trois  points  pris  sur  les 
côtés  du  triangle  A'B'C  de  telle  manière  que  les  droites  A'a, 
B'p,  C'y  soient  concourantes.  Démontrer  que  les  droites  Aa, 
B[3,  Cy  sont  concourantes.  GiRAODON. 

2176.  On  considère  une  parabole  P  et  une  droite  D  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  P.  Soient  :  A,  B,  C,  les  pieds  des 
normales  à  P  abaissées  d'un  point  quelconque  M  de  D;  A|, 
B],  C,  les  points  de  Frégier,  el  A2,  B2,  C2  les  centres  dje 
courbure    relatifs   à   A,  B,  C.  On   a,    entre   les  aires  des   trois 


(')  Voir  les  Aouveltes  Annales,  1907, 


(  §6  ) 

triangles  ABC,  A!  BjCi,  A2B.2C2.  les  relations 

ABC  =  Ai  B!  C|,  - —       ,    =  const. 

Vj  dj  La 

E.-N.  Barisien. 

2177.  On  donne  deux  cercles  concentriques  C  et  C  et  un 
point  A.  Une  droite  quelconque  passant  par  A  rencontre  C 
en  P  et  Q.  Le  lieu  des  sommets  du  quadrilatère  formé  par  les 
quatre  tangentes  à  C  issues  de  P  et  Q  se  compose  d'une  co- 
nique et  de  deux  droites.  E.-N.  Barisien. 

2178.  On  donne  une  ellipse  E  et  un  point  P  sur  le  grand 
axe,  et  l'on  considère  une  corde  variable  PAB.  Le  lieu  des 
centres  de  similitude  des  cercles  décrits  sur  PA  et  PB  comme 
diamètres  se  compose  du  grand  axe  et  d'une  droite  perpendi- 
culaire au  grand  axe.  E.-N.   Barisien. 

2179.  Soient  une  ellipse  E,  d'axes  ia  et  ib,  et  ses  deux 
cercles  de  Chasles  C  et  C,  concentriques  à  E  et  de  rayons 
(a  -h  b)  et  (  a  —  6).  Il  existe  une  infinité  de  triangles  MPQ 
qui  sont  inscrits  à  C  et  circonscrits  à  E.  en  M',  P',  Q'. 

Montrer  que  : 

i°  Les  normales  à  E  en  Al',  P',  Q'  sont  concourantes  et  que 
le  lieu  de  leur  point  de  concours  est  le  cercle  de  Chasles  C; 

2°  Le  lieu  île  l'orthocentre  du  triangle  MPQ  est  le  même 
cercle  C; 

3°  Les  droites  MM',  PP',  QQ'  sont  normales  à  une  même 
ellipse  fixe; 

4  l>es  droites  PQ  et  P'Q'  ont  leur  point  de  concours  sur 
une  kreuzcurve.  E.-N.   Barisien. 

2180.  Démontrer  la  formule 


/cos2 10  cos  3  w  y/cos  1  w  dui  =  — ^  • 
8  yf-i 

E.-N.  Barisien. 
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[Dld] 

SUR  LES  POLYNOMES 

'"'"—  im+,lm\n\  dx"1  dyn  ' 

Par  M.  WILLIGENS. 


Dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences 
de  1 865,  sous  le  litre  :  Sur  quelques  développements 
en  série  de  fonctions  de  plusieurs  variables,  Hermite 
donne  une  forme  particulière  à  la  série  de  Lagrange 
étendue  au  cas  de  plusieurs  variables.  Entre  autres, 
Hermite  applique  son  développement  à  l'expression 

_\ 

[ i  —  lax  —  2 by  -+-  a1  ( i  —  y* )  -+-  i ab xy  ■+■  b2 (  1  —  x"2 ) ]    *, 

et  il  trouve  comme  terme  général  de  son  développe- 
ment 

a"1  b"         d'n+'l(xi-i-yi  —  l)m+n 
2/«-h« m\  n\  <)x"1  dyn 

et  il  désigne  par  la  notation  U,„,„  le  coefficient  de  am  b" . 
Hermite  montre  dans  son  Mémoire  que  ces  expressions 
présentent  des  propriétés  analogues  à  celles  des  poly- 
nômes de  Legendre. 

Dans  un  article  publié  dans  Gruncrts  Archiv  fur 
Mathematik  und  Physik^), M.Appell  propose  d'étu- 
dier  les  courbes  représentées  par  U,„)W  =  o  au  point 
de  vue  du  nombre  maximum  de  points  d'intersection 
réels  que  ces  courbes  peuvent  avoir  avec  une  droite. 


(')  APPELL,  Grunerts  Archiv..  3«  série,  t.  II.  rgoa,  p 
Ann.  de  Matliémat..   \*  série,  1.  XI.  (Mars  1911.) 


(  !>8  ) 
Ce  sujet  fut  abordé  par  M.  \\  .  Tramai  dans  sa  disser- 
tation inaugurale  ({  ). 

Le  travail  qui  suit  a  pour  but  d'étendre  les  résultats 
d'Hermite  et  de  Tram  m. 

Théorème.  —  Si  C  un  des  indices  m  ou  n  de  UTO>«  =o 
est  nul,  la  courbe  représentée  par  cette  équation  se 
compose  d'un  certain  nombre  d'ellipses.  Ces  ellipses 
admettent  les  axes  de  coordonnées  pour  axes  de 
symétrie  :  le  demi  grand  axe  a  pour  mesure  l'unité  ; 
le  demi  petit  axe,  une  des  racines  positives  ou  nulles 
du  polynôme  de  Legendre  correspondant  à  V indice 
non  nul. 

Soit  n  =  o,   (x2  -i-y-  —  i)m  est  homogène  en  x  et 

en    i  — y2.  Il  en  sera  de  même  pour — ^ 

Si  m  est  impair  on  pourra  mettre  x  en  facteur  et  l'on 
aura  comme  second  facteur  un  polynôme  homogène 
en  x2  et  i  — y2.  Si  m  est  pair  l'expression  est  homo- 
gène en  x2  el  i — y2.  Des  polynômes  de  cette  forme 
peuvent    se    décomposer    en    facteurs    linéaires    de    la 

forme 

x"-— pHi-y2). 

Posons 

x  =  pJ\—  y1, 

p  étant  considéré  comme  variable  et  y  comme  con- 
stante. 

— —  =  (  i  —  v2  ) 2 —  ; 

O.r'"  K  J  dp"1 

(')  Thamm,    Geometrisclie  Diskussion   des  //ermite'sc/ien   Poly- 

noms  : 

_  i  0"'+n  (.r--t-y;— U'"+"i 

m,»—  2"'+"m!/i!  <)x'"  <)y" 

Zurich,  Bachdruckerei  Gcbr.  Leemann  und  C°,  1908. 


en  égalant  à  zéro  on  obticni 


(  99) 
icnt 


dp' 


=  o. 


Si  m  est  impair,  l'une  des  racines  est/?  =  o;  on  obtient 
une  ellipse  aplatie  confondue  avec  Oy,  que  l'on  peut 
considérer  comme  correspondant  au  facteur  x  de 

— 5 r^ —  =  °- 

En  égalant  l'un  des  facteurs  à  zéro,  on  a 
x* 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Remarque.  —  Les  remarques  qui  précèdent  ne 
s'appliquent  pas  seulement  au  cas  où  l'indice  de  dériva- 
lion  est  égal  à  l'exposant.  En  effet  (x2  -\-  y2  —  i)TO+"  est 
homogène  en  x  et  i  — y'1.  Si  nous  dérivons  k  fois  par 
rapport  à  x,  il  en  sera  de  même  dans  l'expression 
obtenue,  et  tous  les  termes  auront  même  parité, 
pour  l'exposant  de  x.  On  pourra,  si  cet  exposant  est 
impair,  mettre  x  en  facteur.  Le  polynôme  se  décom- 
posera alors  en  facteurs  de  la  forme 

X*  —  pH\—  ,r2)- 


En  posant  x  =  p  \l i — y-,  il  vient 
dk(xi+-yt—\)m+n        Ci—  y*)'*-*-"  rf*(/j» 


!  dp* 

-r*)2 


o; 


si  m -\- n  —  i  >>  /,-,  p  =  i  est  racine  multiple,  toutes 
les  autres  racines  étant  simples,  et  le  cercle  de  rayon  i 
fait  plusieurs  fois  partie  de  la  courbe. 


(    ioo  ) 
Remarque .  —  Considérons 

i         dm+i  (  x*  -+-  j*  —  1)»'+' 

effectuons  la  dérivation  par  rapport  àjy  : 

i(m  -+-  \)y  ùm  (x*  ■+- y*  —  \)m 


U,„,,  = 


(m-+-i)^  dm(xi-h y2—  i)' 


2'";??!  <*r'« 

U/#i,i  =  (m  +  i)7U,„]0. 

La  courbe  se  composera  donc  d'un  axe  et  d'une  série 
d'ellipses  définies  par  le  théorème  ci-dessus. 

Pour  étudier  l'allure  générale  des  courbes  repré- 
sentées par  \}m  n  =  °j  nous  utiliserons  le  lemme  sui- 
vant : 

Lemme.  —  La  suite  des  polynômes 

dm  (x*—i  )*       d>"  (  a?2  —  i  )*-»       dm  (  x*  —  i  )*-J 
dx'"         '  dxm  dx"1 

forme  une  suite  de  Sturm,  l'indice  de  dérivation 
restant  invariable  et  l'exposant  entiez-  et  positif 
décroissant  jusqu'à  ce  que  le  polynôme  soit  de  degré 
un  ou  zéro,  pourvu  que  x  reste  compris  entre  o  et  i , 
ces  limites  étant  exclues. 

Désignons  par  P0,  P( ,  P2, . • •  les  polynômes  de  cette 
suite  ordonnés  par  ordre  d'exposants  décroissants.  Ils 
formeront  une  suite  de  Sturm  dans  l'intervalle  donné, 
si  les  conditions  suivantes  y  sont  vérifiées  : 

i°  Toutes  Les  fonctions  de  la  suite  sont  continues; 

2°  La  dernière  fonction  de  la  suite  garde  un  signe 
constant  dans  l'intervalle; 

3"  La  première  fonction  P0  n'admet  que  des  racines 
simples  dans  l'intervalle  considéré) 


(  1*1  ) 

ï"  Deux  fonctions  consécutives  ne  s'annulent  pas 
simultanément  ; 

5°  P,-  étant  une  fonction  quelconque  de  la  suite 
autre  que  la  première  ou  la  dernière,  si  P,-  =  o,  Pr_, 
ei  Pr.fi  prennent  des  valeurs  de  signes  contraires; 

(3°  x  traversant  en  croissant  une  racine  de   P0  =  o, 

P 
le  rapport  =-  passe  du  négatif  au  positif. 

Ces  conditions  étant  réalisées,  le  nombre  de  varia- 
lions  de  signe  perdues  par  la  suite,  x  passant  de  la 
valeur  x0  à  la  valeur  x,,  o  <^  x0  <<  x,  <C  i  est  égal  au 
nombre  des  racines  de  P0  comprises  entre  x0  et  xK. 

i°  La  condition  de  continuité  est  remplie,  puisque 
nous  considérons  des  polynômes  entiers. 

2°  La  dernière  fonction  de  la  suite  garde  un  signe 
invariable,  car  elle  est  soit  une  constante,  soit  x  mul- 
tiplié par  une  constante,  et  dans  ce  dernier  cas  son  signe 
est  invariable  entre  zéro  et  un. 

3°  P0  n'admet  que  des  racines  simples  dans  l'inter- 
valle, car  x=zhi  sont  les  seules  racines  multiples 
possibles  et  elles  sont  exclues  de  l'intervalle.  Les 
autres  racines  sont  simples,  comme  il  ressort  du 
théorème  de  Rolle. 

(£tn  /  gel  jip 

4°  Rendons  Pr=— ^— - homogène  et  appli- 
quons le  théorème  d'Euler. 

En  égalant  à  i  la  variable  d'homogénéité,  on  a 

rf"»(a?«—  i)P         d'^Ux^—i)?  d'"(x*  —  i)P-1 

(ip  —  m  ) —, —  =  X ; : ' ip  5 — ; 

v   ^  '         dxm  dx'H+i  r  dx'n 


dï\ 
(%\      (  2  />  —  />?)  \\  =  x  —r ipPr+i        (p  =  k  —  r). 

dV 

Si  Pr  =  o  et  Pr+i  =  o  on  aurait -t— =  o,  ce  qui  est 


(  lo2  ) 

impossible,  Pr  n'admettant   que   des  racines   simples 
entre  o  et  i . 

5°  Soient  xt,  x2,  x3,  ...  les  zéros  de  P,  =  o  par 
ordre  croissant.  Donnons  àx,  dans  la  formule  (a),  deux 
valeurs  consécutives  de  cette  suite  xi  et  Xi+K  : 


dP,.(Xi) 


rtTi 


=  ipPr+l(Xi), 


Pr(^i+l)  =  O, 

dP,.(xi+i) 

xi+x   -. =aipVr+x{Xi+i); 

axi+i 


or,  entre  Xi  et  x;+t,  -—•  s'est  annulé  une  seule  fois  en 
changeant  de  signe,  puisque  toutes  les  racines  de  Pr  =  o 
sont  réelles  et  qu'elles  sont  simples  entre  — i  et  h-  i  ; 
donc  Pr+i,  prenant  des  valeurs  de  signes  contraires 
pour  Xi  et  Xi+i ,  s'est  annulé  dans  l'intervalle. 

Deux  racines  de  P,  comprennent  un  nombre  impair 
de  racines  de  Pr+1. 

Etudions  l'intervalle  (+£,#,),  e  étant  un  nombre 
positif  aussi  petit  qu'on  voudra. 

Pour  x  =  s,  Pr  et  P,+,  auront  le  signe  de  leur  terme 
de  plus  bas  degré 

(a?»_ i)p     =(—i)/'     -f-  ■£(—  i)/»->a?! 


i 

P(p  —  i) 


I  .'2 


(—  \)i>-*(x*y 


(0?«— l)P~l  =  (_!)/»-»+£ L(_,)p-2;rî 


I 

(/?  —  0(/>  —  a) 

1  .'2 


(—  i  )/»-»(  a?*)*- 


Les  termes  de  même  rang  sont  de  signes  contraires 
pour  x  >>  o.  En  dérivant  m  fois  pour  former  Pr  et  Pr+\i 
nous  supprimons  le  même  nombre  de  termes  des  deux 
développements,  ceux  dont  le  degré  en  x  est  inférieur 
à  m.  Les  termes  de  plus  bas  degré  de  Pr  et  P,+)  seront 
donc  de  signes  contraires  pour  x  r=  -f-  e. 


Sf/tc  impair,  Pr= -y—^ — —  s  annule  pour  j  =  o; 

1  dPr  ,  . 

donc  — : —  =  o  admet  une  racine  entre  o  et  x, .  Le  terme 

<l.r 

de   plus  bas  degré  de   P,-  est  du  premier  degré,  celui 
r  sera  la  dérivée  de  ce  terme  dans  Pr. 


d.r 


dP 


Pr  el  -r-^-sonl   donc  de  même  signe  ponra?=+e; 


ils    seronl    donc    de    signes    contraires    pour    xs  —  e, 


dPr 

— ;— s'annolant  dans  l'intervalle. 

dx 


Si  m  pair,  Vr  s'annule  pour  x  =  — xK  et  x  =  x{J  q ni 


sont  deux  racines  consécutives, 


dPr 


—  o    pour  x  =  o 

entre  ces  deux  racines.  Le   terme  de  plus  bas  degré 
de   P,.  est  une  constante;   le  terme  de  plus  bas  degré 

dP . 
de  -—■  proviendra  du  terme  en  x'1  de  Pr  et  par  suite  Pr 

d\'r  . 

et  —r—   seront    de    signes    contraires    pour    x  =  -\-z. 
Comme  aucune  de  ces   fonctions  ne  s'annule   entre  o 

r»  dPr  , 

et   «r, ,    r>    et  -r —  seront    de    signes    contraires    pour 
x,  —  e. 

Désignons  par  sign  Pr  le  signe  de  Pr  et  par  —  signPr 
le  signe  contraire.  Nous  pouvons  résumer  ces  résultats 
dans  les  Tableaux  qui  suivent.  Le  signe  indiqué  dans  le 
Tableau  sera  celui  du  terme  correspondant  de  la  for- 
mule écrite  au-dessus  sans  tenir  compte  du  signe  qui  le 
précède  dans  celte  formule  : 


(-ip  —  ni)P, 

signPr 
signPr 

signPr 
si''nPr 


dPr 
dx 

—  sign  F',. 

—  sign  Pr 

sign  I',. 

—  sign  IV 


—  2pPr+i 

—  signPP 

—  sign  I\ 

—  sign  I' 

—  sign  I', 


X  =  Xi £ 

x  =  -4-  e 
x  =  Xi  —  s 


m  pair, 


//(  impair. 


(  io4  ) 

Dans  le  voisinage  de  zéro,  PretPr+1  sonl  toujours  de 
signes    contraires.    En    isolant   Pr+,    dans    le    second 

dP 
membre,  connaissant  le  signe  de  — — >  on  en  déduit  faci- 

dx 

lemenl  sign  Pr+)  pour  x  =  xt  —  s. 

On  voit  qu'en  tout  cas  P,-+i  ne  peut  admettre  qu'un 
nombre  pair  de  racines  entre  o  et  x,. 

Désignons  par  xe  la  dernière  racine  de  Pr  inférieure 

dP 
à  -h  i.  Pr  est  divisible  par  (x2  —  \)P~m  et  -^  et  Pr+) 

sont  divisibles  par  [x2  —  i)/'-'"-'  si  p  >  m. 

Divisons   les  deux  membres  de  la  formule  (a)   par 

(x2  —  i)P-m~*  : 

dPr 

(ip  —  m)Pr    _  dx  Pr+\ 

(x*  —  l)P  -m-i    ~  (x* —  \)p-m-\  ^P  (xî —  ,)/>-m-l> 

[tour    x=i    le    premier    membre    s'annule.    les    deux 
termes  du  second  membre  deviennent  égaux. 
Pour  x  =  xe  et  pour  x  =  i ,  on  a  donc 

dPr 

x  — — 

dx  ï/jPr+, 

(a?* —  \)P~m—\   ~~  (a?s — ifp-m—l' 

dP 

Or,  dans   l'intervalle,  — =-£   s'est    annulé   une   fois;    par 
suite  P/-+»  s'est  annulé  en  changeant  de  signe. 

rf«(«r«_i)P 

'" =  dx^ eSt  gre  p  ~~  m' 

rfm(a?!_  i)p'-i 

1  r+\  =  ~T~m est        degré  p  —  m  —  2. 

Si  l\  +  l  admet  une  racine  après  chaque  racine  posi- 
tive  d<-  P,  el  une  avant  chaque  racine  négative  de  lyr 
autres  que  -4-  1   et  —  1  ,  nous  aurons  pour  Pr,  , 

ip  —  m  —  i(p  —  m)  =  m, 


(   io5  ) 
racines  autres  que  -f-  i  ei  —  i,  cari]  y  a  en  tout  ip  —  m 
racines  de  Pr  et  ±  i   sont  chacune  de  degré/?  —  m  de 
multiplicité. 

Pr+I  admet  ±  i  avec  le  degré  de  multiplicité 

/>  —  m  —  i  ; 

nous  aurons  donc  pour  IV+i  un  nombre  de  racines  égal  à 
m  ■+■  i(p  —  m  —  i )  =  ip  —  m  —  2  ; 

ce  nombre  est  précisément  le  degré. 

Les  racines  positives  simples  de  Pr+,  =:  o  séparent 
les  racines  positives  de  Pr  —  o. 

Soient  x, ,  x2,  x3y  •  •  •  les  racines  positives  de  Pr=  o 
et  x\ ,  œ'a1  x'S)  ...  celles  de  Pr+,  =  o,  on  a 

o  <  xx  <  x\  <  x2  <  x'.,  < . . .  <  xe  <  x'e  <  1  ; 

entre  o  et  a?,,  Pr  et  Pr+,  sont  de  signes  contraires; 
entre  x,  et  x\  de  même  signe. 

Avant  une  racine  de  Pr  et  dans  son  voisinage,  Pr 
et  Pr+)  sont  de  signes  contraires. 

Du  même  raisonnement  il  résulte  que  Pr_t  et  Pr 
sont  de  même  signe,  donc  la  condition  5°  est  vérifiée. 

6°  Considérons  en  particulier  P0  et  P,  immédiate- 
ment avant  une  racine'  de  P0  ;  P0  et  P,  sont  de  signes 

P 
contraires,  le  rapport  —  passera  donc  du   négatif    au 

positif  lorsque  x  traverse  cette  racine. 

Les  polynômes  forment  donc  bien  une  suite  de 
Sturm  entre  -f-  e  et  1  —  s. 

Proposons-nous  maintenant  d'étudier  la  fonction  y 
définie  par  UTOW  =  o.  Parlons  pour  cela  de  I  expres- 
sion 

()m  {  -r?  _l_    1-2  iV'i+« 

Qo=      (       fxm     }        =  (*+ j*--  »>«R,=  o 

(R0^o     si     xz-h  y"1—  1  =  o). 


(   io6  ) 

Nous  avons  vu  que  la  courbe  R0  =  o  se  composait 
d'ellipses  dont  le  grand  axe  est  Oy,  dont  le  centre 
est  à  l'origine  et  dont  la  longueur  du  demi  grand  axe 
est  l'unité. 

Les  conditions  suivantes  sont  évidemment  vérifiées  : 

i"  Pour  2*  = -h  s  toules  les   racines  de  Q0(y)  =  o 

sont  réelles  et  comprises  entre  — y  i  —  ea  et  +yi  +  £", 
un  certain  nombre  de  racines  pouvant  être  confon- 
dues avec  ces  limites,  mais  toutes  les  autres  étant 
simples. 

2°  La  courbe  Qn(x,  y)  =  o  n'admet  de  points  mul- 
tiples que  sur  x-  +  y-  —  i  =  o,  qui  en  ce  cas  est  ligne 
de  points  multiples. 

3°  La  courbe  Qa(.r, y)  =  o  n'admet  de  points  à  tan- 
gente parallèle  à  Oy  que  sur  Ox. 

Si  de  telles  propriétés  ont  été  démontrées  pour 

Qa  =  Ox'noyk  =  °' 

elles  subsistent  pour  la  courbe 

Q,+1  =  —  =  o. 

En  effet,  pour  a;  =  +e,  toutes  les  racines  de 
Q*tr)=o 

sont  réelles  et  celles  de  -~  =  o  le  seront  également  et 

Oy 

seront  séparées  par  les  racines  de  Qk(y)  =  o. 

Soient y{Jy2,y3,  . . .  les  racines  positives  de  Qa  =  o; 
y\t  Fit  y'zi  ••■  ce'Jes  de  Q*+<;  y=0  est  racine  soit 
de  Q*=z:o,  soit  de  QA+,  =  o,  el  nous  la  désignerons 
par  y0  ou  y'0  suivant  qu'elle  sera  racine  de  Qa  =  o  ou 


(   io7  ) 
<!•'  Q^.i  =  o. 

JKo  <y\  <X\  <y'î<yi  <■•■  si  #  impair, 

?%<y\  <y\  <y-i  </«<•••  si  A  pair. 

Dans  le  voisinage  de  x  =  s  les  valeurs  de  y  sont  des 
fonctions  continues  et  uniformes  de  x  à  cause  de  la 
condition  3°. 

Supposons  que  deux  racines^  etjK,'  +  i  deviennent 
égales  pour  x  =  x',  on  aura  dans  le  voisinage 

y',-<yr     <y'r+i         (*  impair), 
ou 

y'r<yr+i<y'r+i       (*  pair)  ; 

pour  x  =  x'  on  aurait  alors 

Jr  =  /''       =y'r+l 
OU 

/r  =  7/4-j=/m- 

(Jft  et  — ^-  auraient  une  racine    commune,   ce   qui    est 

impossible  en  vertu  de  la  condition  20,  puisque  nous 
avons  supposé  qu'il  y  avait  inégalité  dans  le  voisinage 
de  x  =  x\  ce  qui  exclut  les  points  de  x-  -+- y2  —  1  =  0. 
Cela  ne  pourra  donc  avoir  lieu  que  siy'r  =  — y'r  lorsque 
toutes  les  racines  y  et  y'  qui  étaient  comprises  primi- 
tivement entre  ces  deux  ont  pris  des  valeurs  imagi- 
naires. Cela  devra  donc  se  produire  d'abord  pour  y\ 
et—/,. 

Le  développement  de  Q/t+l  est  de  la  forme 

d">  (  x"1  — 


{x"1  —  iV-1  ,  d"l{x*  —  1)' 

— 7— -r1 (-a,r4—    '    ,   _ 


a*r — -j-z —  +  «27 


dxm  J  dxm 


si  À"  -f-  1  est  pair;  si  k  -f-  1  est  impair  on  a  une  exprès- 
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sion  de  cctle  forme   multipliée  par  y\  <70,  r/,,  <zs,  ... 
sont  des  nombres  positifs. 

Pour  x  =  z,  l'équation  obtenue,  en  supprimant  s'il 
v  a  lieu  le  facteur  y,  ne  présente  que  des  variations  de 
signe  dans  la  suite  des  coefficients,  car  toutes  les  racines 
de  l'équation  en  y  étant  réelles,  celles  de  l'équation 
en  y2  seront  positives. 

Or  la  suite  de  ces  coefficients  n'est  autre  (pie  la  suite 
de  Sturm  étudiée. 

La  racine  y',2  doit  s'annuler  la  première,  x  allant  en 
croissant.  Ceci  se  produit  pour  la  plus  petite  racine 
positive  de 

d'"(xi  —  \)r  _ 
dx"1 

au  delà  de  cette  valeur  xK  la  suite  de  Sturm  formée  par 
les  coefficients  perd  une  variation.  Les  racines  y\ 
et  — y\  prennent  des  valeurs  imaginaires  conjuguées, 
la  racine  y',2  est  devenue  négative,  cary',  et  — y\  étant 
des  valeurs  conjuguées  doivent  cire  imaginaires  pures. 
Cette  racine  y'2  ne  peut  redevenir  positive  puisque  la 
suite  des  coefficients  de  l'équation  vient  de  perdre  une 
variation,  que  le  nombre  des  variations  restantes  est 
égal  au  nombre  des  racines  positives  en  y-  et  que 
l'on  ne  peut  que  perdre  des  variations  dans  la  suite  de 
Sturm. 

Pour    x  =  x2,   — — ; —  =  0    une    seconde    lois, 

x  allant  en  croissant.  La  suite  des  coefficients  perd, 
une  seconde  variation. 

L'équation  en  y2  perd  donc  une  racine  positive  qui 
devient  négative  [tour  x^>x-j.  Celte  racine  ne  peut 
redevenir  positive,  puisqu'on  ne  peut  regagner  de 
variations.  On  peut  continuel'  ce  raisonnement  de 
proche    en     proche.    Les    valeurs    réelles    de  y    sont 


toujours  comprises  en  Ire  — y/ i — x-  el  -4-y1 —  x-;\a 
Mute  des  coefficients  ne  présente  plus  de  variations 
pour  x  >  i ,  la  courbe  est  donc  entièrement  située  à 
l'intérieur  du  cercle  x-  -h y-  —  i  =  o.  Ceci  est  vrai  en 
particulier  pour  k  =  n  et  par  conséquent  pour 


dm-hn  (  x2  _|_  yï  _  i^m+n 

dxm  dyn 


En 
tro 


En  calculant  successivement  Q0,  Qt,  Q2,  . . .,  Q„,on 
uve  pour  ternie  indépendant  dey 


d'"(xi —  i)m+n— s 
dx'" 

et  pour  terme  en  y 


n  =  is, 


y 


dxm 


à  un  facteur  constant  près. 

x  =  zL  i  sont  donc  des  zéros  d'ordre  n  —  s  de  ces 
expressions.  La  courbe  peut  donc  présenter  un  point 
multiple  en  ces  points  de  O^. 

Transportons  l'origine  au  point  x  =  —  i ,  y  =  o.  La 
courbe  étant  symétrique  par  rapport  aux  axes  de  coor- 
données, l'élude  faite  pour  les  valeurs  positives  de  x 
s'applique  immédiatement  au  cas  de  x  négatif. 

_  d'"+n  [yi-hx(x  —  i  )]'"+" 

[(y*— 2a7)  +  x*]mr*n 

m  ■+■  n 

=  {y1—  2x)m+n-\ z!(/1-2j)"'-t-"-1+. . . 

i  m  -+-  n  )  (  m  -+-  n  —  i) . . . (m  ■+■  n  —  p  ■+•  i) 


/' 


x  x-Pi  y'-—  ix)m+"-P-\-.. .  ; 
en  dérivant  m   fois  en    x   on    oblienl    comme    terme 


(   "o) 
général 
dm 

—  xip^yi_  ■xx)n-i'{—  i)"l(m  -f-  n  —  p)  ...  (n  —  p  -+-  \)ip 

m 
h a?*/»-1  (y—  t.x)*-P-* 

X  (—  2)'"-'(m  -|-  rt  —  /?)...  (/l— /7-(-2)2/)(2/?-+-l) 

m(//i —  i)    .     ..    . 
H : i  x*P~*  (  v2  —  2  #  )"  -/;-  2 

1.3  ^ 

X  (—  2 )'"-*( m  -4-  n  —  />).  .  .(n  —  p  -+-  3) 

x  ip("?.p  —  i)  (ip  —  ï) 

-+- 

■+-  2/>!(y2—  3ar  )"-♦■*(—  2)2/\ 

Faisons  la  substitution 

y  =  tsfx, 
en  remarquant  que 

d!  =  dl  El  =  J-  dl. 

dr     dt  dy     sfx  dt' 

Dans  le  développement  ci-dessus  nous  aurons  xn+P 
en  facteur.  Il  vient 

dm 

\x*P(  yî—2x)»<+»-/>] 

dxm 

=  x»+i>[(t*  —  i)"-p (—■>)"> (m  +  n  —  p)...(n  —p-+- i)]-4-... 

-I-  2/>!(*2  —  2 )n+P(—  ï )2/']; 


dérivons  n  fois  par  rapport  à  y,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  par  rapport  à  t  en  multipliant  par  — 


ï 

n 
X* 


dm+n[x*P(y* —  o,x)m+n-P  ] 
àx"1  èp> 

xn~*~P 
=  — ~  [(t*  —  ->.)"~P (—  -ï)'" (m  -4- n  —p) . . . (n—p  -+-  i)-k .. 

x1 

-+-  2/>!(«!—  2 )"+/'(—  2)2/,]("' 
(/>  =  0,  1,2,  ...), 
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l'indice  (n)  indiquant  les  n  dérivations  par  rapporta  t 

à  L'intérieur  du  crochet. 

n 

Apres  la  substitution  nous  pouvons  mettre  x*  en 
facteur  dans  l'équation  Qw  =  o.  Supprimons  ce  fac- 
teur et  posons  x  =  o,  nous  obtiendrons  des  termes  en  t 
qui  proviennent  du  cas  où  p  =  o  dans  la  dernière 
formule.  Ce  sont  les  termes  provenant  de 

O2  — *  x) >"+n; 
on  a  en  effet 

dm+n^yî —  ix)"l+'1 
à.r'"  à  y'1 
=  (  m  -+-  n )  (  m  -+-  n  —  i  ) .  .  .  (  n  -t-  i  )  (  —  2  )'"  — vy        i- • 

Faisons  la  substitution  y  =  t  yx; 

àn(y2—-2r)n  _  xn  àn(t2 — i)'1  _     \dn{t* —  i)n 
dy"  ~  dt'1  dt" 

d"  (t2—i  )" 

; =  O 

dt'1 

est  l'équation  définissant  la  décomposition  en  cycles 
dans  le  voisinage  du  point  x  =  o,  y  =  o.  On  a  donc 
dans  le  voisinage  de  ce  point  y  =  tyx,  t  étant  une 
série  entière  eu  x  prenant  pour  x  =  o  la  valeur  d'une 
racine  de  l'équation  en  t. 

La  surface  de  Ricmann  de  la  fonction  Um>n  =  o  pré- 
sente donc  dans  le  voisinage  de  x  =  — i:  y  =  o  une 
série  de  points  de  ramification  simples.  La  racine£  =  o 
que  l'on  obtient  dans  le  cas  de  n  impair,  correspond  à 
l'axe  Ox  qui  dans  ce  cas  fait  partie  de  la  courbe. 

Posons  t  =  H  y/2, 

d"  (  /*  —  2  )"   _   2"   d"  (6»— I  Y*  _ 

TIF'  ""»         dô» 
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La  décomposition   en   systèmes    circulaires  dépend 
donc  de  la  recherche  des  racines  d'un  polynôme  de 


Legendre. 

x  tendant  vers  zéro,  on  a 

x        \fx 

et  la  série  t  prenant  une  valeur  finie  pour  x  =  o,  il  en 
résulte  que  toutes  les  branches  de  courbe  ont  une  tan- 
gente commune  parallèle  à  Oy. 

Si  n  =  2s  ou  n  =  is —  i,  le  point  multiple  est 
d'ordre  s. 

Le  point  x  =  o,  y  =  — i  est  un  point  multiple 
d'ordre  r  si  m  =  2/'  ou  ni  —  zr  —  1.  On  aurait 

x  =  g  Jy, 

g  représentant  une  série  entière  en  y  prenant  pour  r=o 
la  valeur  d'une  racine  non  nulle  de 

d"l(gi — %)'n 

; =  O 

dg» 

en  supposant  l'origine  transportée  en  ce  point. 

Il  en  résulte  donc  que  y  est  développable  en  série 
suivant  les  puissances  de  x-,  comme  l'indique  la 
théorie  des  fonctions  inverses.  Le  point  x  =  o,  y  =  —  1 
n'est  donc  pas  un  point  de  ramification  de  la  fonction 
algébrique  \]m^(x^y)  —  o. 

Une  racine  y\  est  réelle  pour  a?  =  -j-e  et  nulle 
pour  x  =  Xi.  On  a  donc 

y'i(  £  )  —  »*£  >  o 

(m  >  o). 
yt(vi)—  mxfC  o 

On  a  donc  pour  chaque  branche  de  courbe  un  point 
d'intersection  avec   une   droite   du    premier   quadrant 


(      ■•.'»     ) 

passant  par  l'origine.  En  tenant  compte  de  ce  que  les 
axes  peuvent  faire  partie  de  la  courbe,  on  trouve  que 
la  courbe  peut  avoir  (m  -f-  n)  points  d'intersection 
réels  avec  une  droite. 

La  courbe  est  donc  située  à  l'intérieur  du  cercle  de 
rayon  i,  sauf  si  les  axes  de  coordonnées  en  font  partie. 
Elle  se  compose  d'une  série  de  branches  enveloppant 
l'origine  et  s'enveloppant  mutuellement.  Elle  ne  peut 
admettre  de  points  multiples  réels  que  pour  x  =  o, 
y  =  ±  i  et  x  =  ±  i ,  y  =  o. 

Posons 

m  -f-  n  =  p. 

On  vérifie  facilement,  comme  le  montre  M.  Tramm('), 

(jue  l'on  ne  peut  obtenir  de  point  multiple  sur  Cr  que 

pour 

rri'gp  —  4, 

et  sur  Qy  que  pour 

par  conséquent  si 

m-\-  n  ^  ïp  —  8 
ou 

pour  avoir  des  points  singuliers  sur  les  deux  axes. 

Ces  résultats  sont  confirmés  par  l'étude  des  équa- 
tions développées.  La  Thèse  de  M.  Tramm  contient 
un  Tableau  complet  de  ces  équations  pour  toutes  les 

valeurs  jusqu'à 

p  =  m  -+-  n  =  î  o . 

Exemple.  —  Construisons  par  exemple  la  courbe 

Uït4=0. 

(')  Tramm,  Dissertation,  p.    >4  et  suiv. 

A/n.  de  Mathémat.,  \*  série,  t.  XI.  (Mars  igu.)  o 


(  "4  ) 

L'équation  développée  est  (Tràmm,  p.  12) 

x['i-.yy6-h  5.jy!,(5xi  —  3) 

-4-  3.5y2(a:2 — 1)  (;.r2 —  3)  -+-  (x- —  i)-(9a-"2—  3)]  =  0. 

Nous  voyons  que  l'axe  Oyfait  partie  de  la  courbe. 
Les  coefficients  de  l'équation  en  y-  sont,  à  des  fac- 
teurs constants  près, 

(**  — 1)8(9»*— 3),     O1"2—  i)(;.r2  —  3),     (5.r2— 3),     1. 
Leurs  racines  positives  autres  que  t  sont 


I-  v4  \/\- 


x  prenant  une  valeur  voisine  de  zéro.  On  voit  que  la 
suite  des  coefficients  ne  présente  que  des  variations,  et 
qu'elle  en  perd  une  seulement  lorsque  x  croissant  prend 

la  valeur  1 /-• 

V    9  .  .  .      .       ... 

Ils  forment  donc  bien  une  suite  de  Sturm,  ainsi  qu  il 

a  été  montré  dans  le  cas  général. 

On  voit  de  plus  que  pour  y  =  o,  x  =  ±i  sont  des 
racines  doubles.  Dans  ce  cas  nous  aurons  donc  deux 
points  doubles  sur  Ox. 

La  courbe  a  l'aspect  indique  par  la  figure. 

Nous  avons 

(x*-\-jr*—  i)7=  Yv*-h  7jl2(ar2— 1)  -4-  2iy10('.r2—  i)2 
-+-  35j8  (a?2—  i)3—  35 jk6  (x-— îi1 
+  21^''  (x2 — l)s-f-    -y"-  (x'-  —  i)6 

-+-(372-l)', 
>.  I   V      7—z r-  )  ',)'s ; — " 


0|3(^î_f.^2_  ,,7 


Ox'1 


dx* 


dx1 


d*(xn-—\y*  ,  dUxi  —  i) 


:r 


dx3 

</»(3*— l)« 

dx3 


dx3 
d*(x*-~  ip 


dx* 


(  "5  ) 
celte     dernière    équation    représente    quatre     fois    le 

X* 

cercle  x-  -\-y-  —  i  =  o,  l'ellipse  y  -t-  y2  —  i  =  o   et 

73 
l'axe  Oy. 

Si  nous  la  dérivons  en  y,  nous  pouvons,  pour  une 


valeur  donnée  de  x  entre  zéro  et  i,  dire  un  nombre  de 
racines  qui  sont  certainement  réelles. 
Dérivons  quatre  fois  en  y. 


-     \.    y  2 ,  ,7 


Ox3  l)/11 


M0.9-8.7j*     '  +3S.8.7.6.Sj4-L_i 


dx 

4-  ...   (..  >.,.3j- -r- 


2  1.4.3.2.1 


dx* 

d  1  /-'—  1 18 


(  "6) 

pour  x  positif  et  très  petit,  toutes  les  racines  en  y  sont 
réelles.  La  branche  de  courbe  qui  correspond  à  la 
racine  que  nous  avons  désignée  par^*',  vient  couper  Ox 

pour  x  =  —rrt  les  autres  branches  correspondant  à  des 
valeurs  positives  dey  vont  passer  par  le  point 


L'équation  de  la  courbe  dans  ce  cas  a  la  forme  qui  a 
été  utilisée  dans  l'étude  du  cas  général. 
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CONTINUANTS  :  APPLICATIONS  A  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES; 

Pau  M.  A.  DELTOUR. 

{Suite  et  fin)  («). 


TROISIEME  PARTIE. 

95.  La  considération  des  continuants  fournit  de 
nouvelles  démonstrations  de  certains  théorèmes  relatifs 
à  la  décomposition  des  nombres  entiers  en  somme  de 
carrés. 

Cet  article  contient  deux  de  ces  démonstrations  :  la 
première  se  rapporte  à  la  décomposition  d'un  nombre 
premier  de  la  l'orme  ^h-\-i  en  une  somme  de  deux 
carrés  (théorème  de  Fermai);  la  seconde  est  celle  de  la 
formule  de  Liouville  qui  sert  à  déterminer  dans  cer- 


(')  Voir  Nouv.  Ann.,   \<  série,  t.  I  et  VIII,   190S,  p.  ',<,.  172,  264, 
',^i   et  535. 
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lains  cas  le  nombre  des  décompositions  d'un  nombre 
donné  en  une  somme  de  carrés. 

96.  Démonstration  du  théorème  de  Fermât  relatif 
à  la  décomposition  d'un  nombre  premier p  =  ^h-\-  i 
en  une  somme  de  deux  carrés.  —  Les  formules  indi- 
quées au  n°  il  montrent  que  : 

i"  Un  continuant  symétrique  (  a,  a  )  ayant  un  nombre 
pair  d'éléments  entiers  représente  un  nombre  entier  de 
la  forme  x-  -\-y-  (x,  v  premiers  entre  eux)  et  vice 
versa  ; 

2°  Un  continuant  symétrique  positif  réduit  (  0L,m,x  ) 
iv.int  un  nombre  impair  d'éléments  r?  3  représente  un 
produit  xy  dont  les  facteurs  sont  >>  i  et  ne  peut  pas 
représenter  un  nombre  premier. 

Cela  posé,  on  sait  que  pour  un  nombre  premier 
p  =  \h  -\-  i ,  le  nombre  des  continuants  positifs  réduits 

de  valeur  p  est (50,  Remarque  i°)  et  par  consé- 
quent pair. 

Ces  continuants  sont  symétriques  ou  non. 

Dans  ce  dernier  cas,  l'un  d'eux  ((3)  et  son  in- 
verse (  8)  sont  différents. 

Les  continuants  non  symétriques  se  correspondent 
ainsi  deux  à  deux.  Il  y  a  donc  un  nombre  pair  de  con- 
tinuants symétriques. 

Or,  le  continuant  (p)  de  résidu  i  est  symétrique. 
D  ailleurs,  c'est  évidemment  le  seul  n'ayant  qu'un 
élément. 

Il  y  a  donc  au  moins  un  continuant  symétrique  de 
valeur  p  dont  le  nombre  d'éléments  est  ^2  et  par 
conséquent  pair. 

D'où  résulte 

p  =  X*->r  y2. 


(  "S  ) 

Il  ne  peut  pas  v  en  avoir  deux.  Car,  soient  R,,  R2 
leurs  résidus.  Ceux-ci  satisferaient,  d'après  la  rela- 
tion (VI)  (n°  19),  aux  congrueuces 

Rj-t-i  =  o  (mocl/>), 

R;-i-i  =  o  (mod/>). 
d'où 

Rf — R|  =  o  (mod/>), 

ce  qui  est  impossible  puisque  R|R2  sont  ^  — - — 

97.  Le  théorème  de  Liouville,  dont  on  trouvera  plus 
loin  l'énoncé,  se  présentera  comme  une  conséquence 
de  la  formule  (f)  du  n°  o  : 

M)  («,  P)  =  («)(?)  + («o.i)  (Pi,o)- 

Pour  le  démontrer,  il  faut  d'abord  comparer  celle-ci 
aux  diverses  expressions  d'un  nombre  positif  donné  N 
de  la  forme 
(i.)  N  =  ab  -+-  a'b', 

où  a,  a'  sont  premiers  entre  eux,  ainsi  que  b,  V ',  tous 
ces  nombres  étant  entiers  positifs  et  différents  de  zéro. 
V  cet  eflèt,  nous  supposerons  que  dans  la  for- 
mule (I)  tous  les  éléments  sont  positifs,  le  dernier 
de  (a)  ou  le  premier  de  (  [i)  pouvant  seuls  être  nuls. 

98.  Il  s'agit  de  montrer  que  toute  expression  (i) 
de  N  est  identique  à  l'une  de  celles  qui  résultent  de 
l'application  de  la  formule  (1)  à  chacun  des  conti- 
nuants réduits  (a,  p)  de  valeur  N  ainsi  définis  et  vice 
versa. 

En  eflèt,  considérons  d'abord  l'ensemble  de  celles 
où«>  rt'eloù,  pourles  valeurs  particulières  a  =  a'=i, 
on  ;i  b<  b'. 

Comme  a,  a'  sont  premiers  entre  eux,  ainsi  que  b,  b', 


(  I",  ) 

imite  égalité  in  esl  susceptible  de  s'identifier  avec  la 
formule  »  I  i  en  posant 

(«o,i)  =  «',         (Pi,o)  =  6') 

d'où  l'on  déduit 

(^,  P)  =  N. 

On  satisfait  à  ces  égalités  en  prenant  pour  (a)  le 
continuant  positif   court    correspondant    à  la  fraction 

i  n    50  i  ;  de  même  pour  (  B  )  celui  de  T,  si  b  >»  6',  ou 

a    v  i  \i  .  ^ 

pour   i .  ji,o)   celui   de   t-    si    b  <i  b' ,    en    faisant   alors 

2        (o,Pi,o). 

I  tans  le  premier  cas  (&  >>  6'),  le  continuant  (a,  (3)  est 
positif  réduit.  Dans  le  second,  le  premier  élément  de 
(j  est  zéro. 

L'égalité  (i)  est  donc  toujours  représentée,  et  d'une 
seule  façon,  par  la  formule  (I)  dans  laquelle  (a,  j3)  est 
un  continuant  réduit  de  valeur  N  où  le  premier  élé- 
ment de  ({3)  peut  seul  être  nul. 

D'ailleurs,  à  deux  systèmes  différents  de  valeurs  de 
'/.  a  :  h,  b'  correspondent  deux  systèmes  distincts  de 
suites  a.  p. 

Inversement,  en  mettant  un  continuant  positif  réduit 
de  N  sons  l'une  des  formes  (a,  (3),  (a,  o,(3,)0),  dans 
lesquelles  <  a),  i  3),  (jïii,o)  sont  des  continuants  positifs, 
la  formule  (li  représente  évidemment  une  certaine 
décomposition  (i)  de  N . 

Lu  outre,  quel  que  soit  le  continuant  de  N  consi- 
déré, à  deux  systèmes  différents  de  suites  ot,  [3  ou 
x,  j1)0  correspondent  deux  systèmes  distincts  de  va- 
leurs de  a,  et1  ;  6,  //. 

On  reproduit  donc  ces  systèmes  de  valeurs,  c'est-à- 
dire    toutes    les  expressions  (i)  au    moyen    de    la    for- 


(    »30    ) 

mule  (I)  appliquée  de  toutes  les  manières  possibles  à 
chacun  des  continuants  positifs  réduits  de  N. 

Remarque.  —    Pour   formel'  les   différentes   suites 

partielles  a  qui  correspondent  à  un  continuant  donné 

de  N,  si  /*,  nK  désignent  respectivement  la  somme  des 

éléments  de  (a)  et  celle  des  éléments  du  continuant,  il 

faut  donner  à  n  successivement  toutes  les  valeurs  de 

i  à  n ,  —  i . 

Exemple  : 

N  =  (2,1,3), 

(a)  =  (I),    {■!),   (?.,   l),   (2,   I,    I),   (2,    1,2). 

Dans  les  conditions  admises,  le  nombre  des  décom- 
position s  de  N  sous  la  forme  ab  -\-  a'  b'  est  donc£(/*,  —  i), 
X  se  rapportant  à   tous  les  continuants  positifs  réduits 

de  N. 

1)9.  Lorsqu'on  prend  l'ensemble  des  expressions  (i) 
pour  lesquelles  on  a  a  <  a!  et  b  ^>  b'  pour  a  =  a'  =  i 
au  lieu  de  a^>a'  et  b<Cb'  pour  a  =  a'  =  i ,  on 
trouve  un  mode  de  représentation  semblable. 

11  suffit  de  remplacer  (a)  par  (a,  o)  dans  les  formules. 
Chacune  des  nouvelles  expressions  s'obtient,  en  effet, 
en  permutant  dans  chacune  des  précédentes  a  avec  a! 
et  b  avec  b'. 

Ainsi  (a)  (o,  (3)  deviennent  (a,  o),  (|i$);  (a),  ([3)  de- 
viennent (a,  o),  (o,  [3). 

On  voit  d'ailleurs  que  le  premier  continuant  (a)  est 
(î)  pour  la  série  «^>  a'  et  (i,  o)  pour  la  série  «<<«'; 
dans  les  deux  cas,  on  a 

a  =  a'  =  î 
et 

N  =  b    -b'. 

Pour(a)=(i),onaen  effet  b  <  Z/el  pour(a)  =  (i,o), 
b  >  b'. 


(  I»1  ) 

100.  Représentation  des  expressions  (  i  )  du  n"  97. 
dans  lesquelles  on   a 

\  =  >m,  ab  =  m',  a' b' =  m", 

m.  m' .  ni  étant   des  nombres  impairs. 

En  conservant  la  notation  déjà  employée,  l'ensemble 
de  ces  expressions  est  représenté  de  la  même  manière 
qu'aux  nos  98,  99;  seulement,  de  tons  les  systèmes  de 
suites  x,  i,  on  ne  relient  que  ceux  dans  lesquels  (a), 
i  x0  t  ),  c'est-à-dire  a  et  a'  sont  impairs.  Cette  dernière 
condition  suffit  d'ailleurs  pour  que  (J3),  ^(,o)5  c'est-à- 
dire  li.  I>  ,  soient  aussi  impairs,  puisque  ces  nombres 
sont   premiers  entre  eux  et  que  (a,  [3)  est  pair. 

l((l.  Dans  ce  mode  de  représentation,  les  nombres 
impairs  «,  a'  jouissent  des  trois  propriétés  suivantes  : 

i"  Si  a,  a'  et  at,  a\  sont  deux  couples  consécutifs 
i li-  rai- tirs  impaires, 

a  =  (a),  at  =  (a,  <p), 

«'='20,,),         a'i  =  (a,  »o,i), 

correspondant  à  deux  suites  a,  a©,  rf'/m  continuant 
donné  N  =  (or,  p)  =  (a,  o,  3')  (n°  98,  Remarque)  et 
tels  que  (a  —  «')  e/  (a,  —  «',)  soient  de  même  signe, 
on  a 

a  —  a' '  =  [a|  —  a'j  |. 

2°  6'/ a,  rt'  correspondent  à  la  première  suite  x  de 
ce  continuant,  on  a 

a  —  a'  =  o. 

3°  Si  rt,  a'  correspondent  à  la  dernière  suite  y., 
on  a 

(4)  a  —  a'=N. 


(   >*a  ) 
Pour    démontrer  la    première,     supposons    d'abord 
(a  —  a'),  («,  —  «',  )  positifs. 
Puisqu'on  a 

a\  =  (*i«Po,l)i 

le  dernier  élément  de  es  est  différent  de  zéro;  autre- 
ment  on  aurait  a{  <<  a\ . 

Cette  suite  peut  donc  s'écrire 

<p  =  ([,'},  i)         ou         <p  =  (o,  1,4»,  i), 

suivant  qu'elle  commence  ou  non  par  un  terme  dif- 
férent de  zéro,  la  suite  '|  contenant  ou  non  des  élé- 
ments nuls. 

On  a  ainsi  dans  le  premier  cas 

«i  =  (a,  i,  ty,  i)  =  a(i,  ty,  i)-+-  a'(«J;,  Oi 
a'i=    («,  »,  4*)    =    «C^)    -+-a'(*10 

et,  dans  le  second  cas,  des  expressions  analogues. 

Pour  que  les  deux  couples  a,  a'  et  a.,a\  soient 
consécutifs,  il  faut  prendre  pour  >l  la  suite  la  plus 
réduite  qui  donne  pour  aiia\  des  valeurs  impaires. 
Comme  on  le  voit  facilement,  c'est  celle  où  >l  ne  con- 
tient qu'un  seul  élément  Â^o. 

On  a  alors  soit 

?  =  (',*,  O 
et 

«i  =  a{k  4-  a)  -4-  a' (A  -f-  i), 

a',  =  a(k  ■+■  i  )  -h  «'A-; 
sp  =  (  o,  i,  /-,  i) 

«',  =        a/y        -+-  a'(k  -+-  i  ), 
relations  d'où  résulte 

a  -h  a'  =  at  —  a',. 


soit 
et 


(  ia3  ) 

En   particulier,   lorsque  /.  =  o,    (»)  devient  (2)  ou 

(o,a). 

Démonstration  analogue  lorsqu'on  suppose  (<7  —  a') 
et  (a  —  «',  )  négatifs,  en  remplaçant  dans  les  expres- 
sions précédentes 

(1.  ty,  i)        par         (1,  '^,  1.0) 
ou 

(o,  1,  d*,  1)     par     (o,  1,  •]/,  1,  o). 

On  a  donc,  dans  tous  les  cas, 

a  -4-  a'=  [ai  —  a',]. 

La  seconde  proposition  est  évidente  si  l'on  remarque 
que  le  premier  continuant  partiel  (a)  est  (1)  ou  (1,  o) 

pour  lequel  on  a 

a  =    (a  )    =  1 , 

a'=  f  ao,i)  =  1. 

Pour  démontrer  la  troisième,  mettons  le  continuant 
donné  de  N  sous  la  forme  (A,  o,  1). 

Les  nombres  (X)  et(A0j,  )  =  (A,  o)  sont  premiers  avec 
N  =  ■>. m  =  1  X,  o,  1  >,  par  conséquent  impairs,  et  repré- 
sentenl  le  dernier  couple  de  valeurs  a,  a'  puisque  X  est 
la  dernière  suite  pouvant  être  prise  pour  a. 

On  a  dans  l'expression  de  N  correspondante 

b  =  b'  =  iy 
el  par  suite 

N  =  a  -+-  a'. 

102.  Théorème  de  Liovville  (').  —  Soit  m  un 
nombre  positif  impair  tel  que  2  m  =  m'  -h  m"  (  m\  /n" 
positifs  impairs)  ;  si  F  on  pose 

S  =  2[/(<*'—  d*)—  f(cF-hd")], 

(')  Journal   de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  a*  9érie, 

1.  III.  i858,  [>.  1  il. 


(  '24  ) 
où    f  est    une    fonction    paire    quelconque,    ci'    un 
diviseur  de   m\    d1   un  diviseur    de    m",    et    où    ï 
s'étend,  pour  toutes  les  valeurs  de  m'  et  de  m",  à  tous 
les  couples  de  diviseurs  d\  d",  on  trouve 

S  =  2rf[/(p)-/(2rf)], 

où  d  parcourt  tous  les  diviseurs  de  m. 

En  posant 

ni  =  d' e' ,         ni'  =  d"  e", 
on  a 

2?n  =  d' e  -+-  d'e", 

où  d' ' ,d" ',  e',  e"  |)euvent  avoir  des  facteurs  communs. 

Pour  ramener  ces  expressions  au  cas  du  n"  100,  dé- 
composons S  en  parties  et  désignons  par  S^  ^  la  somme 
relative  à  tous  les  couples  cl\  cl'  pour  lesquels  p  et  q 
sont  respectivement  les  plus  grands  communs  diviseurs 
i\ed',d"  eldee',e". 

Occupons-nous  d'abord  de  S|  ,.  Les  égalités 
%rn  =  d'e'  +  d'e"  peuvent  être  représentées,  dans  la 
notation  du  n°  98,  au  moyen  des  continuants  (a,  [3)  de 
:>,m<  puisque  d',d"  sont  premiers  entre  eux,  ainsi 
que  e\  e". 

Groupons  les  termes  de  S,)t  dont  les  couples  d',  d" 
proviennent  d'un  même  continuant  (a,  [j)  et  rangeons 
ces  termes  dans  l'ordre  des  suites  a  correspondantes, 
comme  au  n"  98  (Remarque). 

Soit  T  l'un  de  ces  groupes. 

Posons  enlin  T  =  T'  +  T",  les  termes  de  T  qui 
composent  chacune  des  parties  T',  T"  étant  caractérisés 
par  le  signe  de  (d'  —  d")  ou  par  celui  de  e'  —  e\ 
lorsque  d'  =  d"  =  i  f  n"  99). 

Puis  cherchons  séparément  les  expressions  de  T' 
etT". 

La  somme 

T=-[f(d'-d")-/(d'-r-d")]\ 


(     »"    ) 

des   termes  de  T  correspondant   aux    expressions  (i), 
pour  lesquelles  on  a 

d!  >  d" 
ou 

d' =  d"  =  i  et         e'<e", 

se  réduit  à 

T'=/(o)-/(>m). 

Soient,  en  effet,  r/',  d"  et  r/', ,  r/,'  deux  couples  consé- 
cutifs quelconques  provenant  des  deux  continuants 
partiels  (a),  (a)  =  (a,  »). 

Le  terme  — f{d'  -\-d")  est  détruit  par  le  suivant 
f(d\  —  d\)  à  cause  de  la  relation  (2)  (  n°  101).  Restent 
donc  seulement  les  deux  termes  extrêmes  où  figurent 
la  différence  des  premières  valeurs  de  d',d''  et  la 
somme  des  dernières  qui  sont  connues  par  les  rela- 
tions (3)  et  (4)  (n°  KM). 

On  trouve  donc 

T'  =  /(o)-/(am). 

La  somme  T"  est  l'ensemble  des  termes  de  T  corres- 
pondant aux  expressions  (1)  pour  lesquelles  on  a 

d'  <  d" 
ou 

d  =  d"  =  i         et         e'>  e". 

Or,  celles-ci  se  déduisent  des  précédentes,  relatives 
au  groupe  T',  en  permutant  les  nombres  d'  et  d"  et, 
pour  les  premiers  termes  où  d'  =  d"  =  1 ,  en  permu- 
tant e'  et  e". 

Par  suite,  la  somme  T"  s'obtient  en  permutant  dans 
T'  les  nombres  d'  et  d' .  Comme  f est  une  fonction 
paire,  l'expression  ne  change  pas. 

On  a  donc 

T"=  T'. 


(     «2f3    ) 

La  valeur  de  T  est,  par  conséquent, 

T  =  aT'=2[/(o)-/(2m)]. 

Cette  formule  est  indépendante  du  continuant  (a,  fi) 
auquel  se  rapporte  le  groupe  T. 

Valeur  de  S(>,.  —  Pour  trouver  S,)(,  il  faut  tota- 
liser les  sommes  T  relatives  à  tous  les  continuants  ré- 
duits (a,  [i)  de  j.m. 

t-mi                    *              i                 i                  i                <p(2»i) 
biles  ont  même    valeur,  et  leur  nombre  est  1 

(n°o0,  Remarque). 
On  a  donc 


SM  =  o{im)  [f(o)—f(im)\. 


Valeur  de  S 


/'•T 


Pour  un  couple  de  diviseurs  d',d" 
appartenant  à  Sp,q,  légalité  im  =  aPe'-f-  d'!e",  où  p<j 
est  facteur  commun  dans  le  second  membre,  et  par 
conséquent  diviseur  de  /;?,  peut  s'écrire 

m         d'  e'        d"  e" 
pq  ~  p    q         p    q' 

d      d"  .  .      .  e'       e" 

—  >    —    sont    premiers    entre    eux,    ainsi    que   —,    —  • 
p       p  K  i        g       g 

On   est  donc  ramené  au  cas  de  S(i)  lorsqu'on  rem- 

place  ni  par   — • 
1  '        PI 

On  trouve  encore  les  relations 
(■>!)  d'-hd"=\d\-  d'[], 

pour  deux  couples  consécutifs  de  diviseurs  et 
(3')  d'—d"=o, 

(4  )  d  +  d"=  — , 


pour  les  couples  extrêmes. 


(    '2;  ) 
On  déduit  tic  là,  comme  pour  S|î(, 

»«-'(£)  H-'(t)1- 

Valeur  de  S.  —  En  faisant  parcourir  à  p  tous  les 

diviseurs  de  — >  q  restant  constant,  on  a  pour  total 

'/      '  l 

MS,,H^)1H-'(t)]- 

Or,  ou  sait  que 

(2  m  \        /M 


(  )n  a  donc 


Puis,  faisant  parcourir  à  q  ou  à  —  tous  les   diviseurs 
1  '  9 

d  de  ni  et  ajoutant,  on  a  finalement 

S  =  Zrf[/(o)-/(2rf)]. 

Remarque.  —  Les  raisonnements  qui  précèdent 
s'appliquent  encore  si,  au  lieu  de  N  =  2/h,  on  fait 
N  =  :>.h  m . 

On  trouve  dans  ce  cas 

S  =  a*-tSrf[jF(o)— /(a*rf)]. 

103.  Rappelons  maintenant  comment  la  formule 
de  Liouville  permet  de  déterminer  le  nombre  de  dé- 
compositions d'un  nombre  donné  [m,  m  «'tant  impair, 
en  une  somme  de  quatre  carrés  impairs  et  de  H  m  en 

une  somme  de  huit  carrés  impairs. 

r/-i 

On  sait  d'abord  que  S( —  i)  -  ,  où  le  signe  S  s'ap- 
plique à  tous  les  diviseurs  d  de  m,  est  égal  au  nombre 
de  décompositions  dé  im  en  une  somme  de  deux  car- 


(   i*8  ) 
rés  impairs,  en  comptant  comme  distinctes  celles   qui 
ne  diffèrent  que  par  l'ordre  des  termes. 
Cela  posé,  soit 

\m  =  X*+-  Y*-*-Z*h-T*. 

Ces  carrés  étant  impairs,  on  peut  écrire 

im  =  X2-f-  Y2, 

>m"=  Z*-±-  T*, 
d'où 

.j  m  =  am'-f-  iiri\ 

où  m,  m',  m"  sont  impairs. 

Pour  avoir  toutes  les  décompositions  de  4w?i  i'  suf- 
fit d'avoir  toutes  celles  de  2 m'  et  de  2m"  pour  toutes 
les  valeurs  de  m1  et  de  m". 

Or,  si  dans  la  formule  de  Liouville  on  pose 
J\x)  =  cosxt,  t  étant  une  constante  quelconque,  on 
trouve  l'égalité 

S[2  *\nd'fZs\nd"t]  =  2[rfsin*cfrJ, 
et  pour  t  =  -^ 

s|is(-i)~r"s(-i)^~j  =  srf. 

Dans  celle-ci,  -( — 1)  2  ,  où  le  signe  S  s'applique  à 
tous  les  diviseurs  d!  de  m',  est  égal  au  nombre  de  dé- 
compositions de  •! m'  en   une  somme  de  deux  carrés 

d"-i 

impairs.  De  même  S( — 1)    s     pour  im". 

La  somme  de  leurs  produits  pour  toutes  les  valeurs  de 
m'  et  de  m"  qui  forme  le  premier  membre  est  donc  égal 
au  nombre  de  décompositions  de  /\m  en  une  somme  de 
quatre  carrés  impairs. 

En  désignant  par  r/Jp(m)  la  somme  des  puissances/) 
de  tous  les  diviseurs  de  m,  ce  nombre  est  Y.d  ou  Z,  (m). 


(  i29  ) 
Faisant  ensuite  successivement/(a?)  =  x-  et  #*,  on 
trouve 

Zjim)  =  XZ,i«  >Z,  (■>/»  —  «) 
el 

Z,  (  m)  =  2  Z,  (  n\'Lz(  ■>.  m  —  /i), 

//  variant,  sous  le  signe  ï,  de  i  à  -?/» —  i. 

I  )r  la  première  de  ces  égalités,  on  déduit,  par  un  rai- 
sonnement analogue  au  précédent,  que  le  nombre  8/W 
se  décompose  en  une  somme  de  huit  carrés  impairs 
de  Z3(  ///  )  façons. 


[O'Bj] 

SUR  LES  LIGNES  ASUII'TOTIQUES 
DE  CERTAINES  SURFACES  DE  RÉVOLUTION; 

Pau   M.    V.  JAMET. 


1.  Dans  un  récent  article  sur  les  lignes  a sy m p to- 
uques [Sur  les  surfaces  dont  les  lignes  asymptotiques 
te  déterminent  par  des  quadratures  (.Y.  A.,  sep- 
tembre 1910)],  M.  Bubl  constate  que  la  recherche  des 
lignes  asymptotiques  du  tore  dépend  des  fonctions 
elliptiques.  Je  dis  qu'il  en  est  de  même  pour  toute 
surface  de  révolution  dont  la  méridienne  est  une 
conique.  Je  suppose  connue  l'équation  différentielle 
des  lignes  asymptotiques  (Vunc  surface  sur  laquelle 
les  coordonnées  homogènes  \.  Y,  /,,  T  d'un  point 
courant  sont  exprimées  en  fonction  de  deux  para- 
mètres //,  v.  D'autre  part,  si  l'équation  de  la  méridienne 
d  une  surface  de  révolution,  rapportée  à  son  axe  pris 
pour  axe  des  s,  el  à  une  droite  Or,  perpendiculaire 
à  O;,  tracée  dans  le  plan  du  méridien,  résulte  de 
Afin.  de  Mathémat.,  \  série,  t.  XI.  (Mars  1911.)  9 


(    «3o  ) 
l'élimination    d'un   paramètre  u  entré  les  deux  équa- 


tion! 


?(«) 


f\  u  ) 


8  (  u  )  0  (  u  | 

on  pourra  représenter  la  surface  par  les  équations 

X  ==  <p(«)  cosp,       Y  =  <p(«)  sint>,       Z  —  f(u),       T  =  ô(a), 

et  l'équation  différentielle   dont  il  a   été  question  ci- 
dessus  deviendra 

"<  «  icose rf«2 — ao'i  u)  sine  <ia  <fp — cp(«)cosf  rfp8     ç>'(hjcos(>     — :p(«)sinr     tc(a)cosp 
"i  n  rsinprfit2-4-2o'{  n )coiv duch- — çpl  »  isiiiff/r2     c;'(«)siiH>         01  'H)cost>     <p(u)sinc 
f'(u)du*  /'(«)  o  /(a) 


puis,  après  réduction. 


cp"(M)     <p'(a)     -("» 

./"'<«>    ./"(«.)    /(") 
h"un     9' (m)     8(k) 

Dans  le  problème  qui  nous  occupe,  on  peut  rem- 
placer les  fonctions  tp5  f.  h,  par  trois  trinômes  i\u 
second  degré,  savoir  : 

œ  =  an2  -+-  2&w  -+-  '', 
/"  s=  a.'  Ms  -+-  2  b'  u  +  c', 
8  =  au*  -+-  ?.  ^«  -+■  Yj 

et  l'on  constate  que  le  déterminant  qui  figure  dans 
celle  dernière  équation  se  réduit  à  une  constante, 
égalé  à 

a       h 
a'     b' 

■j.      [i 

Nous  désignerons  celte  constante  par  A;  nous  ('(li- 
rons   l'équation    différentielle    qui    précède    sous    la 


(  <3i  ) 
forme 

,,,  \,.lti*-—  <p|  '•/'  —  fH')dv*=o. 

Observant  alors  que  la  fonction 

?(e/'-/o') 

se  réduit  à  un  polynôme  entier  du  quatrième  degré, 
nous  en  concluons  que  la  fonction  //,  de  la  variable  r. 
es!  une  fonction  elliptique  de  cette  variable,  el  nous 
nous  proposons  de  rechercher  tout  d'abord  les  cas 
particuliers  où  cette  fonction  dégénère  en  une  transcen- 
dante  plus  élémentaire.  Ces  cas  particuliers  sont  les 
suivants  : 

h .    L'équation  .;  =  o  a  une  racine  double. 
I>.    L'équation  h  /'  —  ■  J'b'  =  o  a  une  racine  double. 
c.   Les  deux  équations  -s.  =  o,  0/'  —  /^  =  °  ont  une 
racine  commune. 

Ces  trois  hypothèses  s'interprètent  géométriquement 
comme  il  suit  : 

<i.  La  conique  méridienne  est  tangente  à  l  axe 
de  révolution. 

h.  Supposons  tout  d'abord  que  l'équation  0  =  o  ait 
deux  racines  distinctes,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

0  —  (h  —  U\  i  (  u  —  ii-,  i 

el  déplaçons  le  plan  des  xy  parallèlement  à  lui-même, 
de  telle  sorte  (pion  ait  aussi 


/  _.       v               '• 

h          u  —  it\          u  —  a. 

et, 

pu-  conséquent, 

v    fy-    •>■>(      A              ,;      ) 

J                  \(  u  —  »,  )•       (a—  us)1/ 

|  A  i  u  —  Et]  )-  -•    \>{  u  —  iii  i- 


(   '32  ) 
Pour  que  l'équation 

e/'-/8'=o 

ait  deux  racines  égales,  il  faudra  qu'on  ail 

(  A  «2  —  B  ut  )«  —  (  A  -+-  B  )  (  A  u\  -+-  B  u\  )  =  o 

ou  bien 

2AB(»,-  iii)-=  o. 

Supposant  u,  —  u.2^é.o,  nous  concluons  que  l'un 
des  coefficients  A  ou  B  doit  être  nul,  et  par  consé- 
quent 

/  A 


0  u  —  Il  . 


La  méridienne  est  donc  représentée  par  les  équations 
paramétriques 


(fit-  -f-  >.bu 


{u—  Ut)  (  u  —  u.2) 
Y 


et  l'on  reconnaît  qu'elle  a  une  asymptote  perpendi- 
culaire à  t'axe  de  révolution. 

Si  Ton  avait  supposé  u ,  =  u-,,  on  aurait  trouvé 

V— /8'=  <"  —  ")  >[(«—  "O./"—  »/]• 

Dans  ce  cas,  les  deux  racines  de  l'équation   consi- 
dérée   ne    peuvent  être  égales    «pie   si  f  est    divisible 

par   u  —  u,.   Par  une    translation  du  plan  des  xy,  on 

f 
ramènerait  alors  l  expression  de  g  à  la  forme 

A 

> 

et  la  conclusion  serait  la  même  que  précédemment. 

c.  Dans  ce  cas  particulier,  la  cote  z  maximum   ou 
minimum  d'un  point  de  la  méridienne  est  aussi  la  cote 


I 

d'un  point  commun  à  la  méridienne  et  à  l'axe  de  i 

la  lion.  L'axe  de  révolution  est  normal  à  la  conique 

méridienne. 

"1.  Revenons  maintenant  à  1  équation  (i),  et  suppo- 
sons >|ue  nous  avons  effectué  une  substitution  liomo- 
graphique  permettant  de  remplacer  le  poljnome  biqua- 

d  m  lique 

- 

par  un  poljnome  du  troisième  degré,  de  telle  sotie  que 
l'équation  transformée  soit 

ç  désignant  la  nouvelle  variable,  G.  ;,.  :.  :  de> 
constantes.  <  >n  pourra  exprimer  ;  en  fonction  dee.au 
moyen  dune  des  deux  formules  suivantes,  choisie  à 
volonté  : 

le  module  A  des  fonctions  sn.  en.  étant  défini  par 
l'équation 

h    ~   :   _  : 
<>u  bien 


V 


B 


«-«        \  rî-)-Mp^ 


la  fonction  p  étant  choisie  de  telle  sorte  que.  >i  1  on 
ippelle  >es  périodes   •  w  et  jio'.  on  ail 

Dans    ces   deux   formules,  la  lettre   C   désigne    une 


(  -34  ) 
constante  arbitraire.,  et  Ton  peut  les  remplacer  par  dos 
formules  analogues  obtenues  en  permutant  de  toutes 
les  manières  possibles  ;,,  £2,  ;.,. 

]\I a i s  je  dis  qu'on  peul  arriver  à  la  forme  (2),  anté- 
rieurement à  toute  substitution,  à  condition  de  choisir 
convenablement  la  représentation  paramétrique  de  la 
conique  méridienne. 

D'abord,  si  celte  conique  est  une  parabole,  elle  sera 
représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(M  /•  -+-  N z  -+-  P)«  =  Q  r  -+-  S z  -+-  T, 


et  si  l'on  pose 


Q/-H-S^-4-T=  a*, 

Mr+N«+  P  =  », 


on  exprimera  /•  et  ;  au  moyen  de  deux  trinômes  du 
second  degré  en  il]  el  l'on  sera  conduit  simplement  à 
faire  H  =  1  dans  l'équalion  (1).  On  trouvera 

21  ab' —  a'b)  du-  —  (att*-+-  2  6m  ■+-  c)  (a'i*  -+-  è')  c/c2  =  o, 

et  la  construction  des  formules  analogues  à  (A)  et  (B), 
où  ;  sera  remplacé  par  m, n'offrira  plus  de  difficulté. 

Si  la  méridienne  a  un  centre  à  distance  finie,  on  fera 
passer  l'axe  des  /'  par  ce  centre,  et  l'on  ramènera  son 
équation  à  la  forme 

i  M(r-./-0)H-  \;r;,-  P**=i, 

ce  qui  conduit  à  faire 

Mi/-  —  /,,  I  ■      N  ;  —  sin/, 

]'  Z  =  COSl, 

pui-; 

/  =  t.  arc  lani; 11. 

Les  polynômes  y  et  0  prennent  alors  la  forme 

/=  c'(i—  »i), 
0  =  1  -4-  a» 


(  «35  ) 
[c'  désignant  une  constante),  et  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  asvmptotiques  prend  une  forme  ana- 
logue à  la  forme  (2),  où  ç  est  remplacé  par  11.  Eu 
effet,  si  l'on  joint  aux  deux  formules  ci-dessus  la  for- 
mule 

ce  =  au1-  >.bu  =  c, 

l'équation  (i)  devient 

2  bc'  du--\-  c'(au'2  -+-  -ibu  4-  c  )«  rfc2  =  o. 

On  écrira  cette  dernière  équation  sous  la  forme 
■i.  b  du-  -\-  a(u  —  lit  )  (  u  —  u2  )  u  d\-  —  o 

et  Ton   appliquera   la   formule  (A),   par   exemple,  en 
supposant 


?i  — 

«ti         ,2  = 

«2 

1             Ç3  = 

o 

Ou  trouvera 

u  = 

ua  en2  (  G 

± 

2  V     6 

V 

-+-  «0  sn2 1  C 

± 

1  /ôïï] 

2  V      6 

V 

avec 

*»="' 

— 

"2 

ou  tout  autre  formule  analogue  obtenue  en  permutant 
d'une  manière  quelconque  les  trois  racines  ui7  u>,  o. 
Si  c'est,  au  contraire,  la  formule  (B)  qu'on  veut  appli- 
quer, on  trouvera 


bien 


/       ,     i      /a     \         u,  ■+■  u* 

u==p\c±Wbv)^-i- 

(_    ,     i      /a     \        -ib 


avec 

>.  «2 "l 


pu) 


IXO    = 


[D2b] 


(   |36  ) 
NOTE  SUIl  LES  SÉRIES  ALTERNÉES  ; 

Par  M.  G.  YALIRON. 


Considérons  une  série  alternée 

dont  les  ternies  décroissent  en  valeur  absolue  à  partir 
d'un  certain  ran»,  et  supposons  que  lim  — —  =  i . 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  série 
converge  est  que  lim  an=  o.  Ecrivons  alors 


an+\ 


(a„  >  o  d'après  ce  qui  précède). 


La  série  alternée  converge  ou  diverge  suivant  que 
la  série  dont  le  terme  général  est  y.n  diverge  ou 
converge. 

En  effet,  on  a 


d'oi 


i  —  st„  >(I  -^  a„  +  |).  .  .(  i  —  a„+/,    ,  ) 


an+i,  < 


i  -+-.  3t«  -+-  an+i  -h . 


el  par  conséquent,    si   -'/„   diverge,    le  dénominateur 
croit  indéfiniment  a/l+p  tend  vers  zéro. 
De  même,  on  peut  écrire 


(  '•>:  ) 

Si  la  série  y.„  converge,  la  série  — — — converge  a  for- 
/ion'  et  par  conséquent  on  peut  trouver  n  assez  grand 
pour  que 


<e, 


quel  que  soit/J,  et  z  étant  arbitrairement  petit.   Il   suit 

de  là 

<(„.,,  >  a„(  r—  s), 


quel  que  soit  p.  C(n+p  ne  tend   pas  vers  zéro,  la  série 
verge. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 


diverge. 


Cas  particuliers.  — Si  l'on  a 

"/;  Àll  —  S„l 


lilll    l„  =  O,    X 


„), 


la  série  converge  (eile  est  absolument  convergente 
pour  À  >>  i  d'après  la  règle  de  Duhamel,  et  diverge 
pour  A  <^  o). 

Si 

a„  X  m  —  ■-„) 


/il  lo<r/i  l1"1-* 


/     lilll    Z„  =  O,    À  >  O  )  : 


la  série  converge   pour  o<<a^i  (non  absolument)  et 
diverge  pour  a  >  i,  elc. 


[D2aa] 


NO  II   SUIt  \À  REGLE  IIH  DUHAiELj 
Pab  M.  G.  VALIRON. 


1.   Considérons     une    série    à    termes    positifs    <lan-; 
laquelle   le   rapport   d'un   terme  au    précédent    a    pour 


(  '38  ) 
limite  un,  et  posons 


t/W-l 


La  quantité  x„  a   pour  limite  zéro   lorsque  n  croît 
indéfiniment.  iNoiis  aurons 


(î-t- *„„)...  (i-+-an)' 


et  l'on  voit  que  si  la  série  S  |  a„  |  converge,  le  produit 
qui  est  un  dénominateur  reste  fini,  u„  ne  tend  pas 
vers  zéro,  la  série  un  est  divergente. 

Supposons  donc  que  la  série  S]art|  diverge,  mais  que 
la  série  Sa*  converge  ;  nous  pourrons  écrire  en 
posant  e(x')  =ex 


■il")  II 


e[  2.'*"  '    I (  l  +  a")ra" 


L'hypothèse  faite    sur  Sa2,   entraine  la  convergence 
du  produit  infini  qui  est  en  dénominateur  et  par  suite 

les  séries  de  termes  généraux  un  et  et  —7    a.R  j  con- 
vergent ou  divergent  en  même  temps.  Si  l'on  remarque 
('        n        \ 
—  7    rjn  I  diverge  lorsque  la  série  S  |  rJ-n  \ 
\       "0        / 
converge  (puisque  le  terme  général  reste  fini),  on  a  le 

résultat  suivant  : 

La  série  un  converge  ou  diverge  suivant  r/i/e  la 

série  v,e  =el   — 7   a.,,  \converge  ou  diverge  (lonles  les 

\  «0  / 

Ibis  que  la  série  Sa*  converge). 

2.  Supposons  en  particulier  toutes  les  quantités  <xn 


(   '39  ) 
positives,   cl  décroissantes,  et  soit  y.(x)  une  fonction 
continue  décroissante  égale  à  y.„   pour  x  —  n.  On  sait 
qu'on  a 

n  n  —  1 

^  *n  <  f     *(#)  dx  <  J^  ot„, 

et,  par  conséquent,  en  posant  wn  =  e  I  —  /  <*(#)  d#  ) , 

t'«-i  <  w„<  r„  ea»„, 

ce  qui  montre  que  les  séries  de  termes  \v„  et  pn  conver- 
gent ou  divergent  en  même  temps,  donc  aussi  Jes 
séries  wn  et  vn. 

On  a  ainsi  la  proposition  suivante  : 

En  supposant  que  la  série  Sa*  soit  convergente,  la 
série  u„  converge  ou  diverge  suivant  que  la  série  de 

ter/ne  général  wn  =  e  I  —  /     y(x)dx\ 

\         *  "o  / 

diverse- 


converge  ou 


On     retrouve     ainsi    la    règle    de    Duhamel    et    les 
critères  de  deuxième  espèce  de  Bertrand. 
i°  Si  y.,,  =-  y  on  aura 

A 

•  «•«  =  —t.; 

la  série  M;1  converge  si  /r>>  i ,  diverge  si  A :<  i .  A  fortiori, 

si  ny.„>  /x  >  i ,  la  série  converge  et  diverge  si  /ia„^  i . 
2°   Prenons 


i 


/ 


n    '    n  logn  ttlogn  . . .  I  logprt  i 

on  aura 

A 

u"~  /i(logn)...(logp/t)*' 

série  qui  converge  pour  k  >  i ,  diverge  pour  Abi.  On 
obtient  les  critères  de  Bertrand. 


(    ifo   ) 
3°  Le  résultat  du  n°  1  montre  que  si  l'on  a 

a 
la  série  ua  diverge  si  la  série  ^,—  converge. 


CERTIFICATS  DE  MATHEMATIQUES  GENÉIULES. 


Montpellier. 

Epreuve  écrite.  —  i"  Déterminer  l'intégrale  générale 
de  l'équation 

d2y 

—r—,  ■+-  ày  =  sin  ax. 

dx1         J 

où 

a1—  4  ;;o; 

2°  En  considérant  cette  intégrale  comme  l'équation 
d'une  courbe,  déterminer  les  constantes  arbitraires  de 
façon  que  la  courbe  passe  par  l'origine  et  soit  tangente  à 
l'axe  OX  en  0  : 

3"  En  supposant  a  =  !,  et  x  compris  entre  o  et  t..  étudier 
la  forme  de  la  courbe  ;  montrer  qu'elle  a  un  point  d'in- 
flexion. Calculer  l'aire  comprise  entre  cette  courbe  et  <J\: 

4°  Que  devient  l'intégrale  générale  de  l'équation 
donnée,  si  a  =  2  ? 

Epreuve  PRATIQUE.  —  Une  courbe  est  représentée,  en 
coordonnées  polaires,  par  l'équation 

p  =  a{\  -:-  cosco). 

Déterminer  le  centre  de  gravité  de  l'arc  obtenu  en 
faisant  varier  ta  de  o  à  -..  (Novembre   1909.  1 

Nancy. 

Analyse.  —  I.  Exposer  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes  pour  l'intégration  des  équations  différentielles 
linéaires   du   second  ordre,  en  prenant  comme   exemple 


(  i4«  ) 

L'équation 

d*  Y 

dx-       J 

II.  Dans  un  système  d'axes  rectangulaires  Ox,  O  r,  on 
considère  une  courbe  G;  on  désigne  par  M  un  point  quel- 
conque de  cette  courbe,  par  P  sa  projection  sur  Ox  et  par 
\  le  point  di'  rencontre  avec  Ox  de  la  normale  à  la  courbe 
au  point  M.  Déterminer  la  courbe  G  par  la  condition  que 
la  somme  des  deux  longueurs  MN  et  MP  soit  égale  à  une 
longueur  donnée  ia.  Construire  la  courbe  G. 

GÉOMÉTRIE  ET  MÉCANIQUE.  —  On  donne  un  cône  de  révo- 
lution ayant  pour  sommet  l'origine  O  des  coordonnées, 
pour  axe  l'axe  des  z  et  pour  demi-angle  au  sommet  un 

angle  égal  à a.    On  trace  sur  ce  cône  une    courbe  G 

définie  par  une  relation  entre  les  coordonnées  polaires  de 
sa  projection  sur  le  plan  des  xy. 

i"  Déterminer  cette  relation  par  la  condition  que  la 
tangente  à  la  courbe  G  en  chacun  de  ses  points  M  fasse  un 
angle  constant  Y  avec  le  rayon  du  parallèle  du  cône 
passant  par  ce  point  ; 

i"  Montrer  que  la  tangente  à  la  courbe  G  au  point  M 
fait  un  angle  constant  avec  l'axe  des  z  et  calculer  l'arc 
de  la  courbe  G  ; 

3"  Un  point  matériel  est  assujetti  à  se  déplacer  sur  cette 
courbe  en  restant  soumis  à  l'action  dune  seule  force 
attractive,  perpendiculaire  à  l'axe  Oz  et  inversement 
proportionnelle  à  la  distance  du  point  à  cet  axe;  calculer 
le  travail  de  cette  force  lorsque  le  plan  passant  par-  l'axe 
des  z  et  le  point  a  tourné  d'un  angle  donné. 

(Juin   1909. ) 

Analyse.  —  I.  Etant  donnée  l'intégrale  curviligne 

P(x,y)dx-hQ(x,y)dy, 


f 


énoncer  et  démontrer  la  condition  nécessaire  et  sujjisuntc 
pour  (pie  cette  intégrale  ne  dépende  que  des  deux  extré- 
mités du  contour  d'intégration  et  pour  que  l'expression 

V 1  x,  y)dx  -T-  Q(x,  y )dy 
soit  une  différentielle  totale  exacte. 


(  '  fa  ) 

II.  Etant  donnée  une  courbe  rapportée  à  deux  ares  de 
coordonnées  rectangulaires  Ox,  Or,  former  l'équation 
différentielle  exprimant  que  l 'angle  fait  avec  O  x  par  la 
tangente  en  un  point  quelconque  M  est  le  trijde  de  l'angle 
fait  avec  Qx  par  le  rayon  vecteur  OM. 

Intégrer  cette  équation  différentielle  et  construire  les 
tourbes  intégrales. 

GÉOMÉTRIE  ET  MÉCANIQUE.  —  Un  considère  la  surface 
réglée  représentée  par  les  équations 

x  =  (a  -+-  s)cost,        y  =  (a  —  -)sin/. 

où  a  est  une  constante  et  t  un  paramètre  variable. 

i"  Trouver  sur  la  surface  le  lieu  des  points  où  le  plan 
tangent  est  parallèle  à  Os. 

7."  Un  point  mobile  sur  la  surface  est  soumis  à  une  force 
représentée  à  chaque  instant  par  un  vecteur  dirigé  suivant 
la  génératrice  passant  par  ce  point  et  ayant  pour  projec- 
tion sur  l'axe  des  z  l'expression  z  -hf(t  »,  fi  t  i  étant  une 
fonction  de  la  seule  variable  t. 

Déterminer  la  fonction  f[  t)  de  telle  sorte  que  le  travail 
de  la  force  pour  un  déplacement  que/conque  du  point  sut- 
la  surface  ne  dépende  que  de  l'origine  et  de  l'extrémité 
de  ce  déplacement  et  évaluer  ce  travail. 

{ Octobre   190g.  ) 

Poitiers. 

Épreuve  thkoriquk.  —  On  considère  deux  courbes  C  et  G' 
dont  les  équations,   en  coordonnées  rectangulaires,  sont  : 

ic>  x*y-  —  x  4-  1  =  o  ; 

1  '•'  1  .?■•')•''  —  x  +1  =  0. 

i°  Construire  ces  courbes.  Déterminer  les  points  en 
lesquels  les  tangentes  sont  parallèles  aux  axes  de  coor-- 
données,  les  points  d'inflexion  et  les  tangentes  en  ces 
points. 

■>."  Démontrer  qu'une  hyperbole  asymptote  aux  deux 
a/es  de  coordonnées  coupe  toujours  chacune  des  courbes  <! 
et  0  en  un  seul  point.  En  déduire  qu'on  peut  exprimer 
rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre  les  coor- 
données des  //oints  de  C  et  de  C  . 

3"  Chacune  des  deur  courbes  C  et  C  partage  en  d'eux 


(  "43  ) 

régions  le  demi-plan  x>oet  le  quadrant  x  <o.  y  >  o. 
Dire  si  ces  régions  ont  ou  non  des  aires  finies:  calculer 
celles  de  ces  (tires  qui  sont  finies. 

Un  arc  de  la  courbe  C  et  la  corde  de  cette  courbe  qui 
joint  les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  O x 
limite  une  aire  fi nie  S.  Calculer  cette  aire  et  l'aire  ana- 
togue  S'. 

Monti-er  que  ces  questions  peuvent  être  traitées  soit  en  se 
servant  des  équations  cartésiennes,  soit  en  se  sériant  des 
expressions  paramétriques  des  coordonnées  de  G  et  de  C. 

4"  Forme/-  l'équation  différentielle  qui  admit  pour 
courbes  intégrales  celles  qui  ont  pour  équation 

x{  xy  )' —  x  ■+- i  =  o, 

/.  étant  un  paramètre. 

Cette  équation  différentielle  étant  donnée,  comment 
l'intégrerait-on?  Y  a-t-il  des  intégrales  singulières? 

Épreuve  pratique.  —  I.  Combien  l'équation 

1  Xz  —   J  X 2  —  I  2  X  -f-  2  =  O 

a -/-elle  de  racines  réelles?  Calculez  à  ,'„  près  la  plus 
grande  de  ces  racines. 

II.  I  ii  point  pesant  se  déplace  sans  frottement  sur  la 
parabole  dont  l'équation  est  x-=-iy.  les  axes  étant 
rectangulaires,  l'axe  des  y  étant  vertical  et  dirigé  vers 
le  haut. 

Calculer  la  durée  des  oscillations  du  point,  sachant 
qu'on  l'a  abandonné  sans  vitesse  initiale  en  l'un  des 
deux  points  de  la  parabole  qui  sont  dans  le  même  plan 
horizontal  que  le  foyer.  (Juillet   1908.) 

Épreuve  théorique.  —  i°  Construire  la  courbe  C,  donnée 

en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

x{  x-  -+■  y*  )  =  x"-  —  y-  : 

■»"  Quel  que  soit  m,  la  droite  issue  de  l'origine  et  faisant 

avec  Ox  un  angle  dont  la  tangente  est  égale  à  un  ren- 
contre *'.  en  un  seul  point  en  dehors  de  l'origine  O. 
Exprimer  les  coordonnées  de  ce  point  en  fonction  de  m  et 
former  l'équation  de  la  tangente  en  ce  point  ; 


(  «44  ) 

>"  Combien  passe-t-il  de  tangentes  réelles  à  la  courbe  G 
par  un  point  donné  (x,  °)  du  planxOy.  Partager  le  plan 
en  régions  d'après  le  nombre  de  tangentes  passant  par  les 
points  de  chaque  région; 

4°  Calculer  l'aire  de  la  région  dans  laquelle  ne  passe 
diiciine  tangente  à  G  : 

V  Soit  M  un  point  de  G,  trouver  l'enveloppe  de  la  per- 
pendiculaire MN  à  OM,  quand  M  parcourt  G; 

Ci"  Oy  étant  vertical  et  dirigé  vers  le  haut,  étudier  le 
mouvement  d'un  point  pesant  M  glissant  sans  frottement 
sur  la  courbe  G. 

<in  supposera  qu'au  temps  t  =  o  le  point  M  est  à  l'origine 
sans  vitesse  initiale  et  l'on  examinera  ce  qui  se  passe  sui- 
vant que  M  est  placé  sur  l'une  ou  l'autre  des  deux  branches 
de  C  passant  en  O. 

Épreuve  pratique. —  I.  i°  Déterminer  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation 

(i)  y"'  —  y—y'  +  y  =  eQU:m 

Cette  forme  de  l'intégrale  générale  convient-elle  au 
cas  où  a  =  î  ? 

■2°  En  supposant  a  j^zfci,  déterminer  celle  des  intégrales 
de  l'équation  |  i  i  qui  s'annule  ainsi  que  ses  deux  premières 
dérivées  pour  x  =  o. 

!°  Fers  quelle  limite  tend  cette  intégrale  quand  a  tend 
vers  i?  Vérifier  que  cette  limite  satisfait  à  l'équation 

1 2  )  y  —f—y'-+-y  =  e*. 

En  déduire  l'intégrale  générale  de  cette  équation. 
4°  Déterminer  par    analogie    l'intégrale    générale   de 
l'équation 

('))  y" '  —  y"  —  y' -+■  y  =  xîex. 

II.  Déterminer  les  fonctions  z(x,  y)  satisfaisant,  à 
I  équation 

ôz  dz 

x —  =  y  -  ;  H 

Ox       J  ()y 

Vérifier  que  les  surfaces  z  =  z(x,  y)  définies  à  l'aide 
de  ces  fonctions  sont  engendrées  par  des  droites  parallèles 
au  plan  des  xz  <t  rencontrant  une  droite  fixe. 

(Novembre  i<)o8.) 


(  I  p  ) 

[D4b] 

LE  THÉORÈME  DE  M  PICARD 
POUR  LES  FOXCTIOXS  EXTIÈRES  D'ORDRE  ML; 

Par  M.  G.  YALIRON. 


Considérons  une  fonction  entière  d'ordre  nul  f(z), 
le  fait  que  |/(v)|  croît  indéfiniment  sur  certains  cercles 
[théorème  de  M.  Wiman(')],  a  conduit  ML  Matlson(a) 
à  penser  que,  si  l'on  prend  la  fonction  f(z)  H-  «,  a  étant 
une  constante,  le  rapport  des  nombres  des  zéros  des 
deux  fonctions,  contenus  dans  un  cercle  de  rayon  /•, 
tend  vers  un,  lorsque  r  croît  indéfiniment.  Dans 
mon  Mémoire  des  Mathematische  Annalen  j'avais 
indiqué  la  fonclion 


/00  = 


[©"1 


[où  El  x  \  désigne  la  partie  entière  du  nombre  a;], comme 
échappant  à  la  proposition  précédente.  Je  vais  consi- 
dérer ici  la  fonclion 


F(*>=n(' 


qui  donne  des  résultats  plus  nets. 

I.  Je  vais   d'abord   calculer  une  valeur  approchée 


(')   Voir  mon   Mémoire:  Sur  les /onctions  entières  d'ordre  nul 
{Mathematische    innalen,  B.  70). 
(  -  )   Voir  Ruben  Mattson,  Thèse,  Upsal,  igo5,  p.   {7. 
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(  «46  ) 

de  F(; )  pour  /•  voisin  de  e-  .  Soit 


où  h  vérifie  l'inégalité 


-<h<  2, 

2 


et  où  0  est  l'argument  de  ;.  On  peut  écrire 

(2)  F(-z)  =  A.B.C(i  —  he**)?, 

en  posant 

;— « 
W 

=TT7.- 


n 


v.,.  ,      V         he®e* 

ke*e*rVr 


C  = 


ni 


^2r 
p  +  i 


On  a  immédiatement 


A  = 


ou 


(3)  A  =  e:i  */l*',-2ert(j',-î). 

Calculons  une  valeur  approchée  de  B.  On  a 


logB  =  V  r/\„iil  i — 


Mais 


lo?l  '  ~  T-3T3  )  =  -  T-T-^C1  +  **). 


où   ay  est   un   nombre  ayant  pour  limite  zéro  pour  p 


(  '47  ) 

infini.  Il  vient  donc 

IogB= y^le**,  l'un  a  =  o. 

he'^e-   ^^  »  =  *> 

1 

Or 

p-i  p-i 

i  i 

de  sorle  que 

(«)  |logB|<- — <r„ 

/;e2 

quelque  petit  que  soit  rh  pourvu  que/?  soit  assez  grand. 
De  même  on  aura 

i*c-2»'io«(«-^)--<«+.>**.'2;s* 


Y  —  <  —prAi  +  k), 

Jmàe'-  /.2' 


2p-H 

^< 

où  A"  est  très  petit,  car  le  rapport  d'un  terme  au  précé- 
dent dans  2_.  est  lrès  peLÎt . 
p+t 
On  obtient  donc  encore  ici 

(  -3)  |  log  G  |<  (i  +  «  )he*  ¥±l(i  +  k)<  *,', 

e2 

■/)'  étant  arbitrairement  petit,  et/?  suffisamment  grand. 
Les  inégalités  (4)  et  (5)  donnent 

B.G  =(i  +  e), 

e  étant  un  nombre  complexe  tendant  vers  zéro  avec  — • 
1  P 

En  portant  cette  valeur  et  celle  de  A  dans  l'exprès- 


(   «48) 
sion  (2),  on  aura 

(6)  F(*)  =  (n-e)e3  "       +iA«p-»«rt("p-»>(i  — *««)', 

égalité  valable  pour  -  <^  h  <  2  (et  même  dans  de  beau- 
coup plus  larges  limites). 

2.   Soit  alors  l'équation 

(7)  F(~)—  «e'w=  o. 

Il  résulte  tout  d'abord  de  l'égalité  (6)  que  les  deux 
fonctions  F (2)  et  F (z)  —  «e'wont  le  même  nombre  de 
zéros  dans  les  cercles  de  rayons 

—         et         ac!. 


En  effet,  la  différence  des  nombres  des  zéros  des 
deux  fonctions  contenus  dans  le  cercle  de  rayon  r 
est 

J     désignant   l'intégrale    prise   le   long  du   cercle    de 
c 

rayon  /■;  or  l'expression  précédente  s'écrit 

no~na=^-fj\los[l~W)]\'' 

pour  /•  =  —  l'égalité  (6)  montre  que 


donc 


F(i)|>« 
aeita 


F  (a) 


<i, 


pourvu  que  />  soit  assez  grand,  c'est-à-dire  qu'on  a 


(  i49  ) 
On    aura    le    résultat     analogue    pour    le    cercle    de 
rayon  ae-  . 

Comme  conséquence  on  voit  que  l'équation  (7)  a  2.P 
racines  comprises  entre  les  deux  cercles  considérés. 

Nous  allons  calculer  des  valeurs  approchées  de  ces 
racines. 

3.   En  remplaçant  dans  (7)  F  (s)  par  l'expression  (6), 
nous  aurons 

(H-e)e3  ,ft«p-»ertW,-»)(i  — *««)»' =0*'», 

ou  encore,  z'  tendant  vers  zéro  avec  -, 

P 

2,p 

et  par  suite 

(1  — /<e'9>-  =  = , 


d'où 

1 


(8)  1  —  Àe*=- — e 


avec  A-  =  (o,  1 ,  2,  .  .  . ,  iP  —  1). 

11  résulte  de   cette  égalité  que   8   est    d'ordre  infé- 
1 

rieur  a  -s ,  et  que  nous  aurons  en  première  ap- 

proximation  iP  valeurs  pour  Ae'°, 

j_ 

•n                    a~  '  ~ZF 

hke^  —  1 e     -    . 

er 
Les  racines  correspondantes  de  l'équation  (7)  sont 


(  i5o  ) 

Par  suite  : 

Les  iP  racines;  de  l'équation  (-)  comprises  entre 

e*f  v 

les  cercles  de  rayons  —  et  2  e2  ont  sensiblement  pour 

points   représentatifs    les   sommets   d'un  polygone 

régulier   ayant  pour   centre    le  point   e-    et  pour 

T<i-e') 
rayon  e' 

Prenons  alors  le  rapport  des  nombres  des  zéros  des 

Jonctions  F(z)  et  F(c)  —  «e"0,  ce  rapport  est  é^al  à  un 

pour  le  cercle  de  rayon 

,,         —  (i— e'j 


e 


puis  il  va  en  décroissant  jusqu'à  une  valeur  voisine  de  - 

pour  le  cercle  e-  —  e,  il  saute  à  la  valeur  -  pour  c-  -h  s, 
puis  décroît  jusqu'à  un  pour  le  cercle 


(Je  rapport  n'a  donc  pas  de  limite. 
Il  importe  de  remarquer  que,  pour  les  deux  fonc- 
tions 

F(s)-f-rt,,         F(-s)-t-a2, 

le  rapport  eu  question  aura  bien  pour  limite  un,  quels 
que  soient  les  nombres  a{  et  a%  différents  de  zéro, 
parmi  les  fonctions  F(;)-f-«  une  seule  présente  donc 
un  cas  d'exception. 

i.   La  démonstration  précédente  met  aussi  en  évi- 
dence l'inexactitude  d'une  proposition  de  M.Zôllich('  ), 


(')  ZôLLlCH,  Jieitrdge  zur  Théorie  der  ganzen  Iranszendenten 
Funktionen  (1er  Ordnung  Null  {Inaugural  Dissertation, 
Halle.  1008). 


(  '5i  ) 
d'après  laquelle  les  zéros  des  fondions  f{z)-\-a, 
f(z)  étant  une  fonction  entière  d'ordre  nul,  sont 
situés  à  l'intérieur  de  cercles  ayant  pour  centre  les 
zéros  de  f{z)  et  dont  les  rayons  sont  de  V ordre  de 
l'inverse  des  modules  des  zéros. 

En  terminant  je  remarquerai  que  la  fonction/"^),  qui 
est  certainement  très  spéciale,  est  pourtant  très  régu- 
lière puisque  rn  étant  le  /?"""'  zéro,  on  a 


avec 


<  h  <  2(1-1-  1). 


[Cla] 


NOTE  SIH  LES  DETERMINANTS  DE  WROXSKY; 

Par  M.  G.  VALIRON. 


Désignons  par  la  notation 

F»(7i,.r«,  ..-,yn) 
le  déterminant  de  Wrônski   relatif  aux  fonctions  >',, 

y-. —  j/o 


F«(^i,^î,  ••■,y«> 


y\ 


yi 
y'i 


yn 
y'» 


y  \  J  1  •  ■  •      J  n. 

On  sait  qu'étant  donné  un  déterminant  D  de  degré  n, 

si  l'on  désigne  par  D(  )  le  déterminant  obtenu 

0       *  \n  —  1     n  J 

en  supprimant  les  colonnes  de  rang  1  et  2,  et  les  lignes 
de  rang  n  —  1  et  n,  et  par  A  f  \  le  déterminant 


(  i5a  ) 
obtenu    en   prenant    les    termes  de   la   7i,eme    et    de    la 
(n  —  i  )ième,  ligne  et  ceux  de  la  première  et  deuxième 
colonnes  du  déterminant  adjoint,  on  a  la  relation 

\(     !         2N)=-DxD 
\n — i     n / 

Prenons 

v  =  F„ (yi «7-2,  •••,/«); 

on  aura 

d(    '       '2)=F„_2(r3;...,r«) 

\n  —  i      n ) 
et 

<  '     2) 

\n  —  i      ni 

=  —  F2[F„_,(jK2,73.  ••-,yn),  F«-i(ri,jK3,  •••,r»)]i 

comme  on  le  constate  aisément  [le  mineur  de  y"{~~  dans 
F„  est  égal  à  la  dérivée  de  F„_,  (y*,  •  •  •  ?JK//)]- 
On  obtient  ainsi  la  relation 

Ff[FJI^i(j'i,iy,J  .  ..,^n),  F»-i(^i,7s,  •••,J«)1 

=  F„(,Kl,r2»    •••0'«)F„-2(j3,   •••,.?'«), 

qui  s'écrit  encore  en  supposant  que  la  fonction 

F«-g(jK3,  •  •  .,/«) 
n'est  pas  identiquement  nulle, 


[F„-î(jki,  y»,  ...,  jk«)]2    d 


F„-î(jK3,  ...,JK„) 


dx  LF„_i(^j,7s,  •  ..,J«)J 


(Test  cette  relation  que  je  voulais  établir.  On  peut 
en  déduire  que  lorsque  F„  (yK ,  j'2>  ...,y„)  est  identi- 
quement nul  il  existe  entre  les  fonctions yt,y-2-,  •••iXn 
une  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  cons- 
tants. Car,  en  supposant  F„_,  [y{  ,y-i,  . .  .,ylt) |10|)  iden- 


(   '53  ) 
liquement  nul,  on  aura 

Fn-\(yt,  •  •  -,,)'«)     _  G 
F»-i(^ii  jks,  ...,yn)  ~    " 
d'où 

F/1-1  [(r«—  Ci^i),  J3,  ■■•O'n]  =  o, 

et  ainsi  de  suite. 


[0*51,  0'6h] 

SlIH  LES  LIGNES  GÉODÉSIQUES  ET  LES  SURFACES  HUMA; 

Par  M.  M.  FOUCHÉ. 


Je  me  propose  d'indiquer  un  procédé  de  démonstra- 
tion qui  donne  très  rapidement  et  d'une  manière 
analogue  la  condition  pour  qu'une  ligne  tracée  sur  une 
surface  ait  le  minimum  de  longueur  entre  deux  points, 
ou  pour  qu'une  surface  ait  une  aire  minimum  à  l'in- 
térieur d'un  contour  fermé.  Ce  procédé  repose  sur 
l'emploi  des  formules  de  Codazzi,  et  fournit  en  même 
temps  la  démonstration  .d'un  théorème  qui  parait  pré- 
senter quelque  importance. 

I.   Lignes   géodésiques.   —  Je    suppose  la  surface 

rapportée  à  un  réseau  rectangulaire,  l'élément  linéaire 

étant 

ds*  =  A*rfa*-t-  B*rft>!. 

La  longueur  d'une  ligne  allant  du  point  u0v0  au 
point  //,r,  est  donnée  par  l'intégrale 


/X*dû*  +  B*  dv*, 


(  i54  ) 

où  v  est  une  fonction  de  M,  qui  prend  la  valeur  r0  pour 
// =  i/0  el  la  valeur  <>,  pour  11  =  11^ 
On  peut  encore  écrire  cette  intégrale 


en  désignant  par  e'  la  dérivée  de  V  par  rapport  à  //. 
Si  l'on  change  la  l'onction  <>,  la  variation  de  l'élément 


de  l'intégrale  sera 

dc  dt>  ot>  ^      , 

— ot>  a«. 

v/A*-t-B»i;'* 

Pour  trouver  la  ligne  minimum,  il  faut  trouver  une 
fonction  de  v  pour  laquelle  cette  variation  soit  nulle,  et 
qui  prenne  les  valeurs  r0  et  vt  respectivement  pour 
u  =  «0  et  «  =  «,. 

Cherchons  la  condition  pour  que  la  ligne  v  =  const. 
soit  minimum.  Alors  r0  =  c,  ;  mais  il  faut  que  la  varia- 
tion soit  nulle.  Comme  v'=  o,  il  faut  qu'on  ait 

Ad^=°' 


et,  puisque  A  ne  peut  être  nul, 


ÔX 


A  ne  doit  être  fonction  que  de  u,  et  l'on  obtient  ainsi 
un  résultat  bien  connu. 

D'autre  part,  l'une  des  formules  de  Codazzi  donne 


£— rB, 

dv 


el  puisque  l>  ne  peut  être  nul,  il  faut  que  /•  =  o  ;  ce 
qui  veut  dire  que  quand  11  varie  seule,  le  trièdre  mobile 


(  '55  ) 
ne  tourne  pas  autour  de  la  normale  à  la  surface.  L'axe 
instantané  de  ce  trièdre  est  donc  dans  le  plan  tangent  à 
la  surface.  Mais  le  plan  oscillateur  à  la  courbe  où  u  varie 
seule  est  perpendiculaire  au  plan  passant  par  la  tangente 
et  l'axe  de  rotation.  Il  est  donc  perpendiculaire  au  plan 
tangent.  Finalement,  le  plan  oscillateur  d'une  ligne 
géodésique  est  normal  à  la  surface.  c.  o.  f.  n. 

II.  Surfaces  ininirna.  —  Toute  surface  peut  faire 
partie  d'un  système  triple  orthogonal,  et  cela  d'une 
infinité  de  manières.  Il  suffit  de  lui  adjoindre  par 
exemple  ses  surfaces  parallèles  et  ses  normalies  déve- 
loppables. 

Si  l'on  rapporte  tous  les  points  de  l'espace  à  un 
réseau  formé  de  surfaces  triplement  orthogonales, 
l'élément  linéaire  de  l'espace  prend  la  forme 

ds1  =  A2  du*-  -h  B2  dv"-  -+-  G2  dw*, 

où  du.  r/r.  dw  désignent  les  éléments  d'arc  des  nor- 
males aux  trois  surfaces. 

Une  surface  quelconque  sera  définie  si  l'on  donne  w 
en  fonction  de  //  et  de  v. 

Si  l'on  considère  trois. axes  0.r,  Or.  O  z  coïncidant 
au  point  considéré  avec  les  trois  normales,  on  aura 

dx  =  A  du,         dy  =  B  dv,         dz  =  C  dw, 

ri  le  plan  tangent  à  la  surface  sera  défini  pur  le  système 
d  équations 

\— x _ Y— y _ Z- 
A  du  B  dv  i  \dw 

dw  Ow 

dw  =  — —  du  h dv 

ou  ôv 

OU 

7.  —  z        dw  X  —  x        dw  Y  —  y 


Ou       A  cA' 
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ou  encore 

BG^(X  —  X)  +  C\  —  (Y  —  y)  —  AB(Z—  z)  =  o. 

du^  dv  J 

Le  cosinus  de  l'angle  que  fait  ce  plan  avec  le  plan 
xOy  sera  donc 

AB 


^/b,c.(£/+c.a.(£)Va.b. 

Alors  l'élément  de  surface  correspondant  aux  varia- 
tions t/«  et  dv  des  paramètres  u  et  v  se  projettera  sur 
le  plan  xOy  suivant  un  rectangle  ayant  pour  aire 

AB  du  dv, 
et  cet  élément  lui-même  aura  pour  valeur 


/ 


ci(f£y+(W£Y 


L'aire  comprise  à  l'intérieur  d'un  contour  (C)  sera 


HV 


.(£)■+ C«  A"  (£Y 


Pour  avoir  l'aire  minimum  à  l'intérieur  du  con- 
tour (C),  il  faudra  trouver  une  fonction  w  de  u  et  9 
ayant  en  chaque  point  de  ce  contour  une  valeur  bien 
déterminée  et  telle  que  la  variation  de  l'intégrale  soit 
nulle.  Or  cette  variation  a  pour  expression,  en  se 
bornant  à  l'élément  de  l'intégrale 

AB  (  A h  B —  )  5w 

ÛiV  ow 


\/ A*  B» -+-... 

plus  des  termes  qui  contiennent  tous  une  des  dérivées 
de  w. 
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Si  donc  on  veut  que  la  surface  où  w  est  constante 
soit  minimum,  il  faudra  que  la  partie  écrite  plus  haut 
soit  nulle,  ce  qui  donne,  puisque  ni  A  ni  B  ne  peuvent 

être  nuls, 

.  dB       _  à\ 
A- h  B  —  =  o. 

Si  l'on  désigne  les  rotations  du  trièdre  par/?,  q,  r  ; 
/?,,  c/|,  /•,  ;  p2,  q-2-,  J'2,  suivant  que  la  seule  variable 
esl   u.  v  ou  Vf,  les  formules  de  Codazzi 

d\  dB 

—  =—,]>.       -_  =  n  A 

ov  au 

donnent  par  permutation  tournante 

dB  ô\ 

aw  aw 

et  l'équation  précédente  devient,  en  supprimant  le 
facteur  commun  C  : 

/>!  A  —  </B  =  o 
ou 

_  — —  -r 

q     pt  ~ 

ce  qui  exprime  que  les  deux  rayons  tic  courbure  prin- 
cipaux ont  la  même  valeur  absolue,  mais  des  signes 
contraires.    C'est     la     propriété    caractéristique    bien 
connue  des  surfaces  minima. 
Si  l'équation 

v  dB        d  ^v 

V h  B  —  =  o 

on»  aw 

est  vérifier  non  seulement  pour  la  valeur  initiale  de  W, 
mais  pour  toute  valeur  de  celte  variable,  c'est  que  le 
produit  AU  est  indépendant  de  w.  Alors  toutes  les  sur- 
face- de  la  première  famille  sont  des  surfaces  minima. 
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Considérons  sur  Tune  d'elles  un  contour  fermé  quel- 
conque (C).  Par  chacun  des  points  de  (C)  faisons  passer 
la  trajectoire  orthogonale  des  surfaces  mi  ni  ma;  toutes 
ces  trajectoires  orthogonales  forment  une  surface  nor- 
male aux  surfaces  minima,  et  qui  découpe  sur  chacune 
d'elles  une  aire  constante  puisque  l'expression  de  celte 
aire 


Si 


AB  tiudv 


est  indépendante  de  w. 

Cette  conclusion  ne  s'applique  pas  seulement  aux 
surfaces  minima  faisant  partie  d'un  système  triplement 
orthogonal  :  elle  s'applique  également  à  une  suite 
quelconque  de  surlaces  minima  et  à  leurs  trajectoires 
orthogonales.  Dans  le  langage  de  la  Mécanique  on  dira 
que  : 

Si  les  surfaces  de  niveau  sont  des  surfaces  minima, 
un  tube  de  force  quelconque  découpe  des  aires  égales 
sur  toutes  ces  surfaces. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  reprendre  le  raison- 
nement précédent  avec  des  coordonnées  obliques. 
Soient  w  le  paramètre  définissant  chacune  des  surfaces 
minima,  u  et  ç  deux  variables  définissant  sur  l'une 
d'elles  un  réseau  quelconque.  Par  chaque  courbe  de  ce 
réseau  on  peut  faire  passer  une  surface  orthogonale  à 
toutes  les  surfaces  minima,  et  l'on  a  ainsi  un  système 
de  trois  familles  de  surfaces  correspondant  aux  varia- 
bles m,  p,  w.  Les  courbes  définies,  pour  une  valeur 
particulière  de  w,  par  la  variation  de  u  seule  ou  de  v 
seule,  font  entre  elles  un  angle  0  qui  dépend  des  valeurs 
des  trois  variables  au  point  d'intersection  ;  mais  les 
courbes  où  w  varie  seule  sont  les   trajectoires  orlho- 


(  ,59  ) 
gonales   des  surfaces    minima.   L'élément    linéaire    de 
l'espace  peut  alors  se  niellre  sous  la  forme 

,/.sî  =  A*  dut  -r-  -2  E  du  dv  -+-  B*  dv1  4-  C2  dw . 

Eu  raisonnant  comme  précédemment,  on  verra  que 
le  cosinus  de  l'angle  du    plan   tangent  à  une  surface 
quelconque  avec  le  plan  tangent  à  la  surface  <v=  const. 
sera 
AB 

|A.B^B«G*/r^lV+C*A*(r^V-H2ABC«^^cosO. 

y  \  du  i  \  dv  }  Ou  dw 

L'élément  de  surface  chv  s'ol)liendra  en  multipliant 

sa  projection 

AB  sin  0  du  dv 

par  l'inverse  de  ce  cosinus,  ce  qui  donnera 


dw  =  y/A2  B*  sin2  0  +  M  du  dv, 

M  étant  une  somme  de  termes  contenant  les  carrés  et 
le  produit  des  deux  dérivées  de  w. 

Pour  que  les  surfaces  w  =  const.  soient  minima,  il 
faut  que  la  variation  de  cet  élément  de  surface  soit  nulle 
quand  w  reste  constante.  Or,  la  variation  de  M  con- 
tenant les  dérivées  de  w  ne  donnera  que  des  termes 
nuls,  et  il  faudra  que  ABsinO  soit  indépendant  de  »•, 
ce  qui  montre  que  l'aire 


I    f  AB  sin6  du  dv 


est  indépendante  de  w  comme  on  l'a  annoncé. 

Cette  propriété  des  surfaces  minima  est  à  rapprocher 
de  la  propriété  analogue  des  lignes  géodésiques. 


(   «6o  ) 
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UNE  APPLICATION  DU  THÉORÈME  l)K  MALUS 
Al  PROKLÈ1IË  UE  TRANSON; 

Par  M.  Emile  TURRIÈRE. 


Soit  un  complexe  de  droites  (G)  tel  que  tout  cône 
du  complexe  admette  un  axe  de  symétrie  binaire  :  il 
en  est  ainsi  en  particulier  pour  les  complexes  quadra- 
tiques, puisque  chaque  cône  du  complexe  étant  du 
second  degré  admet  trois  axes  de  symétrie.  De  chaque 
point  de  l'espace  partent  ainsi  une  ou  plusieurs  droites, 
en  nombre  très  limité,  qui  sont  les  axes  des  cônes  du 
complexe  (G);  ces  axes  définissent  donc,  en  général, 
un  nouveau  complexe  (G').  Je  me  propose  de  montrer 
que  la  considération  du  complexe  (G;)  peut  avoir  parfois 
de  l'intérêt.  Toutd'abord  je  donnerai  quelques  exemples 
de  complexes  (G'). 

1.  Si  le  complexe  (C)  est  le  complexe  linéaire,  tout 
rayon  du  complexe  passant  par  un  point  est  axe  de 
symétrie  du  plan  focal  de  ce  point  :  dans  le  cas  où  le 
complexe  (C)  est  le  complexe  linéaire,  il  existe  donc 
une  infinité  de  complexes  (G')  qui  sont  tous  identiques 
entre  eux  et  au  complexe  (C). 

La  perpendiculaire  au  plan  focal  au  foyer  est  un  axe 
de  symétrie  pour  le  cône  dégénéré  en  un  plan.  Dans 
le  cas  du  complexe  linéaire,  il  cxisle  donc  un  autre 
complexe  (G'),  distinct  de  (C),  qui  est  le  complexe 
des  perpendiculaires  aux  plans  focaux  aux  foyers 
correspondants. 
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Considérons  Je  complexe  linéaire  dont  l'équation 
réduite  à  sa  forme  canonique  est,  en  coordonnées 
pliickériennes, 

/',-,  -  ap3=  o; 

le  plan  focal  du  point  de  coordonnées  {x,y,  z)  a  pour 

équation 

Xy  —  Y.r-T-a(Z  —  ^)  =  o; 

les  axes  coordonnés  étant  rectangulaires,  il  résulte  de 
celle  équation  que  les  cosinus  directeurs  du  rayon  de(C') 
issu  de  (x,y,  z)  sont,  en  posant  /•  =  \/x2  -\-y'2, 

y  x  a 

P\  =     r—=>  P2  = ,  »  />3  = 


y/«2  -+-  r2  /a2  -+-  r1  \/ai^-  r* 

el  que  l'équation  de  ce  même  complexe  est 
PsPe—  a{p\-*~pl)  =  o. 

Ce  complexe  est  donc  un  complexe  quadratique, 
admettant  pour  transformations  infinitésimales  celles 
du  complexe  linéaire  lui-même,  c'est-à-dire  la  rotation 
autour  de  l'axe  de  révolution  Os  et  la  translation 
parallèlement  à  ce  même  axe. 

La  détermination  des  congruences  de  normales  qui 
appartiennent  à  ce  complexe  est  aisée.  D'après  ce  qui 
précède,  il  est  défini  à  l'aide  de  points  de  départ  et  il 
suffit  de  chercher  les  surfaces  de  tourbillon  du  champ 
de  vecteurs  (X,  Y,  Z)  : 


x=   .  -'      ,       y  =  -     ;      ,      z=— = 

\J  a"- —  r-  \'  <>-      r-  \Za2- 

les  projections  du  vecteur  tourbillon  sont  : 
a  y  ax  2  a2  -t-  r- 


(  a*-  +  r"- )■-  (aa-+-r*)»         (a2-l-r2)2 

les    équations  dififérentielles  des   lignes   de   tourbillon 

Ann.  de  Malkémat.,  4*  série,  t.   \I.  (Avril  191 1.)  '  ' 


(   i6a  ) 

dx 

dy           a  dz 

y 

.'■           2fl!+  l- 

étant 


ces  lignes  sont  des  hélices  circulaires 

?. a-—  r!  . 

/•  =  const.,         z  =  'j  —  const .  ; 

a 

les    surfaces   résolvantes  de   Transon,   identiques  aux 

surfaces    de    tourbillon,    sont    donc    représentées   par 
l'équation  générale 

i  a-  -h  x-  -+-  y2  y       „,    „ 

g  =  —  arc  lane  : -ri  .r-  -  v   >• 

«  a: 

dans  laquelle  F  est  une  fonction  arbitraire  de  x-  -\-y*. 
Si  l'on  désire  avoir  non  pas  les  surfaces  résolvantes, 
mais  les  surfaces  dont  les  normales  appartiennent  au 
complexe  envisagé,  il  suffit  de  considérer  celles-ci 
comme  enveloppées  par  des  plans 

X  COSO  COS'I/  -h  y  COSO  si  11  ty  -4-  Z  si  11  Ép  =  tti, 

où  tt5  est  l'intégrale  générale, 

cos*<»  .         ,  .    . 

ara  =  — : — -•li  —  <f>(©), 

si  11 'y  ' 

de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
particulièrement  simple 

f»RT  COS-'i 

O'I  5111  <P 

2.  Parmi  les  complexes  quadraliques  (C),  je  consi- 
dérerai en  premier  lieu  le  complexe  spécial  attaché  à 
une  quadrique  à  centre.  Les  axes  de  symétrie  d'un  cône 
du  complexe  (C)  sont  alors  les  normales  aux  surfaces 
homofocales  à  la  quadrique,  qui  passent  par  le  sommet 
du    cône.    Les    axes  constituent,   par    suite,   un    coin- 
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plexe  (C)  unique  el  qui  n'est  autre  que  le  complexe 
tétraédral  attaché  an  système  homofocal  auquel  appar- 
tient la  quadrique. 

<  iomme  second  el  dernier  exemple  de  complexe  qua- 
dratique |  <  i  associé  à  un  complexe i  ( .  simple, je  consi- 
dérerai le  complexe,  d 'équation 

des  droiti  -  équidistantes  de  deux  points  (cf.  ma  Noie  : 
Conséquences  de  deux  théorèmes  de  M.  Bricavd  sur 
les  tangentes  communes  à  deux  quadriques,  1910). 
Le  cône  issu  du  poinl  1./.  y.  z  1  est  parallèle  au  cùnc 
d'équation 

a    \  1  _  yi  1  -  x  XZ  —  y  YZ  =  o  ; 

les  trois  racines  de  son  équation  en  S  sont 

à    la   première   racine,   S  =  a,  correspond    un   axe   de 

dii  ection 

.>',     -r,     o, 

el  à  chacune  des  deux  autres  correspondent  deux  axes 
de  direction 


x,    y,     z  ±  \fxi-^-  y1—  z1  ; 

il  en  résulte  qu'au  complexe  (C)  des  droites  équi- 
distantes de  deux  points  correspondent  deux  com- 
plexes  C  :  l'un  est  le  complexe  linéaire  spécial 
attaché  à  la  droite  à  l'infini  du  plan  Oxy  el  l'autre  le 
complexe  Im. 'aire  spécial  attaché  à  l'axe  Os,  résultats 
dont  il  esl  possible  dé  se  rendre  compte  géométrique- 
ment. 

3.  Gela  étant,  considérons  un  complexe  (C)  quel- 


(  M  ) 

conque,  niais  qui  puisse  être  associé  à  un  complexe  (C), 
el  soit  (S)  une  surface,  supposée  réfléchissante,  dont 
les  normales  appartiennent  au  complexe  (G').  De  la 
définition  même  du  complexe  (C),  il  résulte  que  le 
complexe  (C)  est  invariant  par  réflexion  sur  la  sur- 
face (S). 

Une  congruence  de  normales  quelconque  de  (Ci)  se 
réfléchira,  dans  les  mêmes  conditions,  suivant  une 
congruence,  distincte  ou  non  de  la  congruence  primi- 
tive, mais  qui  sera  une  congruence  de  normales,  en 
vertu  du  théorème  de  Malus. 

Supposons  maintenant  que  le  problème  de  Transon 
soit  résolu  pour  le  complexe  (C)  et  que  l'on  connaisse 
une  solution  unique  du  même  problème  pour  le  com- 
plexe (C).  Le  théorème  fondamental  de  M.  Darboux 
qui  permet  d'obtenir  toutes  les  congruences  de  nor- 
males d'un  complexe  donné,  dès  qu'une  famille  de 
solutions  est  connue,  est  inapplicable,  en  général,  au 
cas  où  une  solution  unique  est  connue  a  priori.  Il  est 
remarquable  que,  dans  le  cas  actuel,  toutes  les  con- 
gruences de  normales  de  (C)  soient  déterminables 
lorsqu'une  d'elles  est  donnée. 

La  congruence  de  normales  donnée  ne  sera  certaine- 
ment pas,  en  effet,  invariante  dans  toutes  les  réllexions 
sur  les  diverses  surfaces  dont  les  normales  appartien- 
nent au  complexe  (C).  On  pourra  alors  déterminer 
ainsi  toutes  les  congruences  de  normales  de  (C)  ou 
tout  ou  moins  une  infinité  de  telles  congruences,  ce' 
qui  est  suffisant  pour  pouvoir  appliquer  le  théorème 
de  M.  Darboux.  Ainsi  donc  :  Lorsque,  le  problème  de 
Transon  étant  résolu  pour  le  complexe  (C),  on 
connaît  une  congruence  de  normales  du  com- 
plexe (C),  le  problème  de  Transon  est  résoluble 
pour  le  dernier  complexe. 


(  '65  ) 
Le  théorème  précédenl  met  en  évidence  l'intérêt 
qu'il  \  a u rail  à  connaître  ceux  des  complexes  quadra- 
tiques (G)qni  conduisent  à  des  complexes  (C)  simples 
on  remarquables,  et  à  chercher  si,  parmi  les  complexes 
d'ordre  supérieur,  il  existe  des  complexes  dont  tons  les 
cônes  soient  doués  d'axes  de  symétrie  binaire  on,  pins 
généralement,  d'axes  de  symétrie  quelconque. 
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SlIH  LES  COMMENCES  DE  DROITES  QUI  ADMETTENT 
U\  POINT  POUR  SURFACE  CENTRALE; 

Par  M.  Emile  TURRFÈRE. 


I.  Les  Nouvelles  Annales  de  1910  (p.  49  et  p.  029) 
ont  publié  deux  articles  très  intéressants  de  M.  E.  Ke- 
raval  sur  les  Surfaces  partiellement  cylindroïdes. 
Entre  autres  résultats  remarquables,  M.  Keraval  a 
établi  r | ne  la  congruence  formée  par  les  génératrices 
d'un  même  système  des  quadriques 

a* jk2  s2 

(  'i  +  cr  )  ( ;  T  -+-  * )  +  (  Y  -+-  ï )  ( a  -+-  a )  +  (a  -+-  a)  (  p  -4-  a)  ~*~  l  ~  ° ' 

signalées  par  M.  G.  Humberl,  en  1890,  jouit  de  la  pro- 
priété  suivante  :  la  surface  cent/aie  de  cette  con- 
gruence (c'est-à-dire  l'enveloppe  du  plan  équidistant 
des  points  focaux  de  chaque  rayon)  est  réduite  au 
centre  commun  0  des  quadriques  (p.  539  des  Nou- 
velles Annales  de  1910).  Je  me  propose  de  déterminer 
toutes  les  congruences  de  droites  qui  jouissent  de  la 
même  propriété,  de  donner  une  réciproque  du  théorème 
relatif  à  la  congruence  considérée  par  M.   Keraval  et, 


(  i66  ) 
enfin,  de  montrer  comment,  un  complexe  de  droites 
étant  donné,   il   est   possible   de  déterminer    les    con- 
gruences  de  ce  complexe  qui  jouissent  de  la  propriété 
en  question. 

1. 

2.  Soit  une  droite  de  coordonnées  plùckériennes 
p,,  p.2,  pi,  /?4,  />5,  po',  les  trois  premières  de  ces  six 
coordonnées  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  droite 
par  rapport  aux  axes  rectangulaires  0(x,y,  z)\  ces 
cosinus  directeurs  dépendent  de  deux  paramètres  u  et  v 
par  les  formules 

u  —  v  î(v  —  u) 


»1=    >  />-2=    J  Pi  =   , 

Uf  +  I  UV  —l  UV  -+-  I 

P*i  Psi  Pt  sont  des  fonctions  de  u  et  de  v\  dans  ces 
conditions,  la  droite  envisagée  engendre  une  con- 
gruence.  Soient  d'autre  part  .r0,  yu,  z0  les  coor- 
données de  la  projection  sur  cette  droite  de  l'origine 
des  coordonnées;  tout  point  de  la  droite  ajant  des 
coordonnées 

cc0-+-  -(i-f-  uv)*npu 

j-o-t-  -d  —  m>y-\>.p<L, 

l'équation  du  second  degré  en  u.  dont  dépendent  les 
points  focaux  est 

O^l  ^0        Q  t^i  d^  _  O  àp±  ^fn        nd/^d£o_     . 
kj  du    dp        U  dp    du       kj  du    du       ij  dv     dv 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  surface 
centrale  de  la  congrucnce  dégénère  tangentiellemenl  en 


(  i67  ) 
le  point  <  >  esl  celle 

Sdpi  dx^       <)ju_  àfo  _ 
du    Ov  dv     du 

qui  exprime  que  le  point  (x0,j'o,  ^o)  cst-  'e  milieu  du 
segment  local. 

En  vertu  des  relations 


§/'l.'-0=-O, 

O       àpi 

=  o, 

on 

peul  poser 

du 

.     'V'2 

Jo  =  L  -Tr- 
ou 

/'i  H —  =  o, 


il  résulte  alors  de  formules  remarquables  entre  les 
dérivées  des  cosinus  directeurs,  formules  qui  découlent 
(railleurs  de  la  théorie  générale  de  la  représentation 
sphérique  des  surfaces,  que  la  condition  précédente 
prend  la  forme 


ô 
Ou 


\.(\  +  uv)*\  +  dv  |_(i-+-««').1J       °; 


celte  dernière  forme  de  la  condition  conduit  immé- 
diatement à  la  solution  suivante  du  problème  que  je 
m'étais  proposé  :  soit  F  une  fonction  absolument 
quelconque  des  variables  u  et  v\  il  suffit,  dans  les 
expressions  ci-dessus  données  des  coordonnées  x0, 
yQ,  z0  de  la  projection  de  O  sur  le  rayon  («,*>)  de  la 

congruence,  de  poser 

àF 
L=      (i  +  iip)i™ 

dv 

M  =  -(i+  uv)*  v-. 
au 


(   «68  ) 
3.    La  détermination  analytique  de  la  congruence  la 

plus  générale  dont  la  surface  centrale  est  réduite  au 
point  O  est  ainsi  complètement  effectuée.  Voici  une 
définition  géométrique  fort  simple  qui  découle  i\f> 
considérations  que  j'ai  développées  dans  un  article 
Sur  une  transformation  de  droites,  publié  par  les 
Nouvelles  Annales  de  1909  (p.  ^ig),  et  dans  un 
article  qui  fait  suite  au  précédent,  Sur  les  surfaces 
de  M.  Appell  (  1910,  p.   ï 4 ^ ) - 

Il  résulte  des  expressions  précédentes  de  L  et  de  M 
que  celles  de  x0,  y0,  ;0  sont  susceptibles  d'être  mises 
sous  les  formes  suivantes  : 


}'l  d(u,  v)    '     à(u,  v)   '     d(u,  v)    | 


(#0,  Jo,  io)=  -(1+  uv) 


où  Ttr  désigne  une  fonction  quelconque  des  variables  u 
et  v. 

Appliquons  la  transformation  de  droites  :  x0,  y0,  z0 
se  changent  respectivement  en  les  coordonnées  pAl  p5 
/>G  de  la  droite  transformée;  u  est  changé  en et  c 

en ;  finalement/?,,  p5,  pG  se  présentent  sous  les 

formes  (analogues  à  celles  de  xu,  y0,  :-u) 

7.  d(u,v) 

caractéristiques  des  congruences  de  normales.  Ainsi 
donc  :  La  congruence  la  plus  générale  dont  la  sur- 
face centrale  est  réduite  au  point  O  est  transformée, 
par  rapport  à  ce  point,  de  la  congruence  de  nor- 
males la  plus  générale. 

Il  suffit  donc  d'appliquer  la  transformation  de  droites 
à  une  congruence  quelconque  de  normales  pour  obtenir 
une  congruence  de  droites  dont  les  milieux  des  segments 
focaux  sont  les  projections  du  point  fixe  O. 


(  »«9  ) 
Dan-  mes  articles  cités,  j'avais  étahli  la  propriété 
d'invariance,  dans  ta  transformation,  qui  caractérise  les 
congruences  de  normales  aux  surfaces  de  M.  Appel  1, 
congrueni  es  qui,  par  définition,  sont  des  cas  particu- 
liers de  celles  que  j'envisage  actuellement.  Le 
théorème  que  j'avais  signalé  relativement  aux  sur- 
faces de  M.  Appell  est  donc  complété  par  le  résultat 
précédent. 

i.    La  condition  trouvée  au  paragraphe  2 

S'V>i  >>■>•»  _  àpi  àx*  _ 
ou    ov         dv    du  ~    ' 

peut  être  mise  sous  une  autre  forme,  en  introduisant 
les  coordonnées  pliickénennes  par  les  formules 

y<>  =  pi/>6—p»pi, 

Z*  =  PiPk  —  PiPt, 

et  en  utilisant  les  relations  suivantes  : 

dp*  dp*        .api 

p3  -£-  —  Pl-L-  =  i-L—, 
du  du  du 

"/>3  àp,        .dpi 

il  vient  alors 

<">.•  P\  »  _  à(p3,  p,)       d(p6,p3)  _ 
<J{  u.  v  |  d(  u,  i>)  d(  u,  v) 

Celte  relation  entraîne  pour  la  congruence  transfor- 
mée celle 

d(x»,  Pi)        à(yo,  Pt)  _^_  d(z0,  p3)  _ 
d{  u,  P)  d\  u.  v)  d( u,  v)     ~ 

qui  caractérise  les  congruences  de  normales  (#„,  y0y 
z„  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  départ 
des  rayons). 


(  i7°  ) 

II. 

o.    Soit  maintenant  une  famille  dépendant  d'un  para- 
mètre i  de  quadriques  coaxiales  : 

x-         y2        z"- 

les  génératrices  définies  par  trois  complexes  linéaires 

,       BG 

P*—  l±i  Pu  ou  l±\  =  —  , 

,       CA 

Pi  =  \*-->Pl,  OU  jXj  =    -5-, 


Pc  =  PzPz, 


B 
AB 


engendrent  une  congruence.  Je  me  propose  de  déter- 
miner toutes  les  familles  de  quadriques  coaxiales  telles 
que  celte  congruence  soit  une  de  celles  que  je  viens  de 
considérer. 

D'après  le  paragraphe  4,  je  dois  écrire  que  l'expres- 
sion 

à(pi,  pi) 


Soi  Pi,  Pi 
o{u,  v) 


est  nulle,  en  vertu  des  équations  de  la  congruence  : 
7  doit  être  regardée  comme  une  certaine  fonction  de  u 
et  de  v  définie  par  la  relation 

lhp\+  PïPl+  f*s/>l=  o, 

qui  est  une  conséquence  des  équations  de  la  congruence 
et  de  l'identité  entre  les  six  coordonnées  pliické- 
riennes.  En  dérivant  cette  relation  et  désignant  les 
dérivées  de  u.( ,  u2,  u3  par  rapport  à  l'unique  variable  <r 

par  jj.,,  ij.2,  |jt.3,  on  obtient  des  expressions  de  -r->  — ; 


(  '7'  ) 
en  portant  ces  expressions  dans  ta  relation 

il  vient 

S,         ,  M  à(pu  pt) 


de  l'identité 


C>(  M,  f  ) 


(i-t-  M*')2 


et  des  identités  obtenues  par  permutations  circulaires 
des  indices,  il  résulte  que  les  fonctions  u.,,  u2,  [A3 
satisfont  à  L'équation 

^(,ui,u'2—  HîHi)  =  °. 
qui  prend  la  forme  d'une  équation  de  Pi'aff 

f*'l  I  f*l  —  f*3  )  +  f*î  (  1^3  —  f*l)  ■+■  \A  (>1  —  {*j)  =  o  ; 


ou  encore 


lA       'M       I 


=  o; 


la  signification  de  cette  équation  de  Pfaff  est  fort 
simple  :  si  ;j.t,  jj.2)  ;-»-3  sont  regardées  comme  les  coor- 
données ordinaires  d'un  point,  qui  décrit  une  courbe 
lorsque  1  varie,  cette  courbe  figurative  est  plane  et  son 
plan  passe  par  l'axe  de  symétrie  ternaire  du  trièdre 
coordonné. 

tX| ,   'j.2,  [J-3  ont  pour  expressions  générales 

:-m  =  *i/(<0-t-  #(<*)  ; 

^3=  X3/(cr)-+-é'(cr); 


/>(>    lin    k»    sont    trois    constantes    arbitraires;    /(s-) 


(  <72  ) 
et  ,^('3")  sont  deux  fonctions  quelconques  du  para- 
mètre i\  l'une  quelconque  de  ces  fonctions  pourra 
être  égale  à  <j,  sauf  dans  le  cas  exceptionnel  où  elle 
serait  constante;  dans  ce  cas,  l'autre  fonction  pourrait 
être  prise  égale  à  a\  Il  résulte  des  expressions  générales 
de  ii, ,  ulo,  u3  précédentes  que  la  famille  cherchée  la 
plus  générale  est  constituée  par  des  quadriques  con- 
centriques uniquement  assujetties  à  la  condition 
d'avoir  mêmes  directions  de  plans  cycliques.  Il  en 
est  ainsi  pour  les  quadriques  de  M.  Humberl,  pour  les- 
quelles on  a 

;jl!  =  a  •+■  a, 

a,  =  p  -h  <T, 

f*a  =  Y  ■+■  »• 

6.  Ce  même  résultat,  je  vais  l'établir  en  cherchant 
une  famille  de  Lamé  constituée  par  des  quadriques 
concentriques  et  à  axes  inégaux  (et  par  suite  néces- 
sairement coaxiales)  telles  que  leurs  génératrices  engen- 
drent une  congruence  dont  la  surface  centrale  soit 
réduite  au  centre  commun  de  ces  quadriques. 

u.2,  Ltj,  jj.3  sont  inversement  proportionnels  à  A2,B2, 
C2.  Posons 


n,  =  s, 


il  vient 

t*j l*a  —  Ps rt  =  A2]j2C2  A« ( CB 

et  par  suite,  d'après  la  relation 

on  a,  quel  que  soit  le  facteur  6, 
A'     A     Aï 


0 

-BC), 


B'     B     B* 

G'     G     C2 


C  A'BC(C  —  B)=o. 


(  '73  ) 
La  condition   formée  par  Maurice  Levy  pour  que  les 
quadriques  considérées  appartiennent  à    un    système 
triple  orthogonal  est  d'autre  part 

Y  A'.WB  — C)  =o; 

des  deux  conditions  il  résulte  que  A',  B',  C  sont  res- 
pectivement proportionnels  à 

A(B-t-C),         B(C  +  A),         G(A  +  B). 

A,  B,  C  sont  donc  trois  fonctions  intégrales  du  système 
d'équations  différentielles 

dx  dy  dz 


'■.>—-)  y(z-^-X)    ~  z(X-i-jr)' 

par  le  changement  de  variables  défini  par  les  formules 
x=\'L,        y  =  Z\,         z  =  X\, 

ce  système  se  transforme  en 

dS.  =  dX  =  dZ  ; 
on  a  donc 

X  =  a  -+-  a,         Y  =  p  -+-  <r,        Z  =  Y  ■+■  9 
et,  par  conséquent  : 

A  =  (p-+-(r)(Y-t-<r), 

B  =(y  +  i)(«  +  »), 
G  =(*4-ff)(P-Hff); 

on  reconnaît  là  les  expressions  désaxes  des  quadriques 
de  M.  Humbert;  X,  Y,  Z  sont  respectivement  iden- 
tiques à  ;jl(,  |xa  et  U8. 

7.  Les  équations  des  trois  complexes  linéaires  qui 
ont  en  commun  les  génératrices  d'un  même  système 
d'une   quelconque    des    quadriques    île    M.    Humbert 


(  i74  ) 
étant 

p6=  (y  -+-ff)/>3, 

il  est  possible  de  définir  la  congruence  de  ces  généra- 
trices, lorsque  t  est  variable,  par  les  équations 

(P-Y)£  +  (Y-«)f +(*-P)£=°, 

P\  Pi  Pi 

/>1  />2  ^3 

+  (a-p)(P-T)(Y-a)  =  o, 

qui  représentent  respectivement  deux  complexes  du 
troisième  ordre;  on  peut  encore  envisager  le  troisième 
complexe  du  troisième  ordre 

»  P  —  *()PlPiP6+  (Y  —  *)/>2/>6/>i 

—  (a  —  P)/>»/»tj»6-H(«  —  P)(p  —  y)(y~  *  '  /'■  /'iP-i  =  °; 

le  premier  complexe  est  celui  des  génératrices  des 
quadriques  polaires  réciproques,  par  rapport  à  une 
sphère  concentrique,  des  quadruples  d'un  système 
homofocal,  et  des  quadriques  homothéliques.  Le  com- 
plexe se  transforme  en  le  complexe  tétraédral  dans  la 
transformation  de  droites  (voir  mon  article,  1909, 
p.  256).  Le  troisième  complexe  est  celui,  considéré 
par  M.  Humberl,  que  forment  les  génératrices  des 
quadriques  de  M.  Humbert  et  de  leurs  surfaces  homo- 
focales(Co«?/;/''.v  rendus  de  V Académie  des  Sciences, 
1890,  ÇX'Ij  ]>.  964))  la  transformation  de  droites  le 
change  en  un  complexe  de  même  nature. 

Quant  aux  trois  complexes  linéaires,  la  transforma- 
tion de  droites  les  change  en  trois  complexes  qui  sont 
constitués  par  des  droites  sur  lesquelles  deux  des  trois 
plans  coordonnés  interceptent  des  segments  constants. 


(  <75  ) 

En  se  reportant  à  un  article  intitulé  :  Sur  un  complexe 
du  quatrième  ordre,  qui  paraîtra  prochainement  dans 
les  Nouvelles  Annales,  on  voit  que  la  congruence  de 
normales  transformée  de  la  congruence  des  généra- 
trices  des  quadriques  de  M.  Humbert  n'est  autre  (pie 
celle  des  droites  dont  trois  points  invariables  sont  assu- 
jettis à  rester  dans  les  trois  plans  coordonnés. 

<S.  l'o:ii  terminer,  j'indiquerai  comment  peut  être 
i'  solu  le  problème  suivant  :  Etant  donné  un  com- 
plexe  de  droites,  déterminer  celles  de  ses  con- 
gruences dont  les  surfaces  centrales  dégénèrent  en 
des  points. 

<  >n  se  donnera  le  point,  qui  pourra  être  quelconque; 
on  transformera  alors  le  complexe,  à  l'aide  de  la  trans- 
formation de  droites  définie  par  ce  point.  Les  con- 
gruences  cherchées  admettant  le  point  choisi  pour 
surface  centrale  seront  transformées  eu  les  congruences 
de  normales  du  nouveau  complexe,  et  le  problème  est 
doue  réductible  au  problème  de  Transon. 

M. us  le  problème  actuel  est  beaucoup  plus  général 
que  le  problème  de  Transon,  puisqu'il  faut  chercher 
les  congruences  de  normales  d'une  triple  infinité  de 
complexes. 


CERTIFICATS  D'ANALYSE  SUPERIEURE. 


Bordeaux. 


Épreuve  théorique.  -  I.  Démontrer  que  toute  fonction 
elliptique  aux  périodes  ><».  lut  est  une  Jonction  ndinnnelle 
de  pu  et  j>  u. 

II.  Soit  p  —  J\  8  i  l'équation    d'une  courbe  plane  G  en 


(  »;6) 
coordonnées  polaires.  Sur  le  rayon  vecteur  O.M  d'un  point 
quelconque  M  de  cette  courbe  on  porte  une  longueur 
constante  MP  égale  à  a  et  dans  le  sens  MO.  Déterminer 
y  (6)  de  façon  que,  lorsque  le  point  .M  parcourt  la  courbe  C, 
l'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  OP  soit  égale  à  l'arc 
que  décrit  le  point  M,  multiplié  par  une  longueur  con- 
stante b.  On  emploiera  les  fonctions  de  Jacobi  et  l'on 
supposera  2«  >  b. 

Epreuve  pratique.   —  La  fonction  pu  satisfaisant  à  la 
relation 

p'*u  =  4p"(p2«  —  1), 

trouver  la  fonction  primitive  de 

p«  u 


(pu-  i)s 


(Juin  1910.) 


Lille. 


Première  question.  —  Etude  des  valeurs  réelles  de  la 
fonction  pu  : 

1"  Lorsque,  l'une  des  périodes  étant  réelle,  l'autre  est 
purement  imaginaire; 

:i"  Lorsque  les  deux  périodes  sont  imaginaires  conju- 
guées. 

Calculer,  dans  les  deux  cas,  les  périodes  210,  2to',  en 
fonction  des  invariants  g\,  g%. 

Construire,  dans  les  deux  cas,  la  courbe 

&  =  pu,       r  =  p'u. 

Deuxikmic  question.  —  Etant  donnée  l'équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre 

0)  /(^^Ij^a,  ••-,  Xn,Pi,Pi>  ■■■iPn)  =  o  : 

i°  Définir  ce  qu'on  entend  par  une  intégrale  complète; 
faire  voir  comment  on  peut,  d'une  pareille  intégrale, 
déduire  toutes  les  autres; 

1"  Montrer  comment  l'intégrale  singulière  peut  être 
déduite  directement  de  l'équation  (1). 

(Juillet  1910.) 


(  177  ) 

i°  On  considère  la  série 


II  =  +   00 


A  quelle  condition  doit  satisfaire  la  constante  a  pour 
que  celle  série  soit  convergente  quel  que  soit  z? 

■i"  Cette  condition  étant  supposée  remplie,  démontrer 
que  la  somme  S(z)  de  cette  série  est  une  fonction  entière 
de  z  qui  'idmel  deux  périodes,  l'une  de  première,  l'autre 
de  troisième  espèce:  faire  voir  que  B(z)  s'annule  une  fois 
et  une  seule  dans  chaque  parallélogramme  construit  sur 
ces  deux  périodes;  donner  l'expression  générale  des  zéros 
de  6<  z  i. 

3°  Etablir  la  relation  qui  existe  entre  la  fonction  8  et 
la  fonction  rs  construite  avec  les  mêmes  périodes.  Décom- 
poser 6(  z  )  en  un  produit  de  facteurs  primaires. 

(  Novembre  1910.  ) 

Lyon. 
Épreuve  écrite.  —  I.  On  considère  l'équation 


§M 


où  h  est  une  constante  donnée  et  g  une  fonction  inconnue. 

i°  Dans  l' hypothèse  X  =  1,  donner  la  solution  de  cette 
équation,  en  se  servant  des  formules  de  Fredholm  ; 

i°  Comment  faut-il  choisir  X  pour  que  cette  équation 
cesse  d'avoir  une  xolution  unique?  Que  se  passe-t-il  alors? 

II.  Dans  un  plan,  rapporté  à  des  coordonnées  polaires 
d'origine  0  et  d'axe  polaire  Ou,  on  désigne  par  y 
(o^V^Sit)  l'angle  polaire  d'un  point  quelconque  du 
cercle  (C)  de  centre  0  et  de  rayon  i;  et  par  a,  x 
(a>o,  o^x-itz)  les  coordonnées  polaires  d'un  point  P 
quelconque.  Soit  alors  W  le  potentiel  en  P  de  la  double 
couche  de  moment  g(y)  disposée  sur  le  cercle  (C). 

Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  XI.  (Avril  1911.)  12 


(   '7?  ) 

i°  Mettre  W  sous  Informe 

/2Tt 
g(y)k(x,y\a)dy; 
■ 

et,  dans  l'hypothèse  «<i,  développer  A  et  W  suivant  les 
puissances  entières  de  a; 

2°  Montrer  que,  si  W  «'sJ  /?«/,  çj/e/  gr«e  soîV  x,  pour  une 
valeur  particulière  quelconque  de  a,  inférieure  à  i,  W  est 
identiquement  nul,  ainsi  que  la  fonction  g; 

3°  En  conclure  que,  pour  a  <  i,  le  noyau  A  est  fermé  et 
que  la  suite 

i,  cosa",  sin.r,  cosar,  sin  aa?,  . .  . ,  cos/i.r,  sin  /la?,  .  . . 

est  fermée; 

4°  Trouver  les  valeurs  et  les  fonctions  fondamentales  du 
noyau  A,  pour  a  <  i. 

Epreuve  pratique.  —  Epure  (données  en  centimètres)  : 
intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre.  —  Le  cône,  limité  à 
sa  base  et  à  son  sommet,  a  pour  base  dans  le  plan  hori- 
zontal une  circonférence  (centre  x  =  o,  y  —  jo,  .3  =  0; 
rayon  —  8).  Le  sommet  est  le  point  x  =  o,  y  =  10,  z  =  16. 
Le  cylindre  a  pour  base  un  cercle  de  front  (centre  x  =  3, 
y  =  10,  x  =  5;  rayon  =  5);  les  génératrices  sont  horizon- 
tales, et  inclinées  à  45°  sur  le  plan  vertical  de  gauche 
avant  à  droite  arrière.  Représenter  la  partie  solide  du 
cône  extérieure  au  cylindre.  (Juillet  1910.) 

Epreuve  écrite.  —  I.  Etablit-  les  formules  relatives  au 
passage  à  travers  la  couche  attirante  pour  les  dérivées 
premières  d'un  potentiel  de  double  couche. 

II.  On  imagine  les  opérations  de  Fredholm  fournies  par 
les  divers  noyaux  A.(x,  y)  qui  satisfont  à  un  même  système, 
supposé  donné,  d'équations  aux  dérivées  partielles  de  la 
forme 

à1  A  ,       d\        ,  ,     % 


(  J79  ) 

i"    Montrer  que  ces  opérations  forment  un  groupe; 

i°  Montrer  qu'à  une  opération  quelconque  de  ce  groupe 
correspond^  en  général,  une  opération  du  même  groupe 
qui  en  est  l'inverse; 

3"  Déduire  de  là  une  méthode  de  résolution  des  équations 
de  Fredholm  qui  correspondent  à  un  noyau  A  de  l'espèce 
considérée  :  et  comparer  les  formules  obtenues  à  celles  que 
donne  la  méthode  de  Fredholm  ; 

i  Examiner  le  cas  singulier,  dans  la  résolution  des 
équations  de  Fredholm  de  ce  même  type. 

Nota.  —  Toutes  les  intégrales  définies  correspondant 
aux  opérations  et  équations  de  Fredholm  considérées 
seront  supposées  prises  entre  les  mêmes  limites  constantes. 

ÉpRBUVfi   PRATIQUE.   —   Soit 

£  =  sin8,         /r1  =  sin01,         Â.>=sin62,         ...; 
i  l  i  l  i  r 

I      -  A"|  =    r  >  I  -I-  A-2  =   g-  >  I  -+-  K 


En  fin 


0'  '  8,  "  8,' 

cos2-  cos2 —  cos2  — - 

111 


.0         ,8,  e, 

— -  =  cos2  -•  cos*  —  •  cos2  — 
i  \\  iii 


Calculer  K  avec  l'approximation  que  comportent  les 
Tables  à  -  décimales,  sachant  que  k*=  -•  On  rappelle  que 
~  =  3,i4i5g*j65. . ..  (Novembre  1910.) 


CKKTIFICATS   DE  («EOMEÏÏIIE  SII'EMEUKE. 


Lille. 


On  considère,  en  chaque  /joint  M  d'une  ligne  <  L)  tracée 
sur  une  surface  donnée,  la  sphère  <r  qui  touche  la  surface 


(  *8o  ) 

et  qui  contient   le  cercle  oscillateur  de   (L);  on  désigne 
par  a,,  <r2  les  deux  sphères  a  relatives  aux  deux  lignes  de 

courbure  du  point  M,  par  -^- ,  —  les  courbures  principales 

Kj     K2 

correspondantes,  par  tu  l'angle  que  fait  la  tangente  à(L) 

avec  la  première  ligne  de  courbure;  on  représente  enfin 

par    les    mêmes    lettres    accentuées    les    mêmes    éléments 

relatifs  au  point  M'  de  (L),  infiniment  voisin  de  M. 

i°  Démontrer  les  formules  suivantes  : 

MM'(^-^)sin?  =  (05), 

{%-Wj- T7^f\ ' 


//\y      (s^\*      f^M5 

\ff|»/  V^lX/  \ff2,  <*2/ 


e/  £tre/*  de  ces  formules  les  conséquences  qu'elles  com- 
portent, au  point  de  vue  de  la  transformation  par 
inversion. 

2°  S  étant  la  sphère  osculatrice  de  (L)  au  point  M, 
6  l'angle  sous  lequel  cette  sphère  coupe  la  surface, 
démontrer  qu'on  a 

(2)  (sS'j  ±  (a,  cr')  ±  dS  =  o. 

Conséquences  de  la  relation  (2). 

N.  B.  —  Le  symbole  \S,  Ty  représente  l'angle  sous  lequel 
se  coupent  les  deux  surfaces  S  et  T. 

(Juillet   1910.) 

i°  Question  db  cours.  —  Détermination  des  lignes  de 
courbure  et  des  courbures  principales  d'une  surface 
quelconque,  en  coordonnées  curvilignes. 


(   «8.   ) 

i"  Application.  —  Calculer  la  courbure  totale  et  la 

Ri  n» 

courbure  moyenne  tt t-  •=—  de  l'hélicoïde  : 

H,        R, 

x  =  u  cos(U  -+-«»)> 
^  =  u  sin  (U  -4-  v), 
z  =  À"t>, 

Â  étant  une  constante,  U  une  fonction  de  u;  montrer 
que  l'on  peut,  par  des  quadratures,  déterminer  cette 
fonction  U  de  telle  sorte  qu'il  existe  une  relation  linéaire 
constante  entre  la  courbure  totale  et  la  courbure  moyenne . 

(Novembre  1910.) 


Rennes. 

Composition  écrite.  —  i°  Sur  deux  surfaces  S  et  Sj  non 
développables  on  fait  correspondre  les  points  M  et  Mi  où 
les  plans  tangents  sont  parallèles.  Soient  une  courbe  G 
située  sur  S  et  passant  par  M,  MT  la  tangente  en  M  à  C, 
M8  la  direction  conjuguée  ;  soient  C|,  MiT|,  MjOj  les 
éléments  correspondants  sur  Sf. 

Montrer  que  M  8  et  M|8|  sont  parallèles.  En  déduire 
que,  si  MT  tourne  autour  de  M  dans  le  plan  tangent, 
MT  et  M,T,  se  correspondent  homographiquement ;  définir 
cette  homographie  au  moyen  des  directions  asymptotiques 
en  M  et  Mj. 

i"  Il  y  a  deux  directions  MT  telles  que  M,Tt  soit  pa- 
rallèle à  MT;  il  existe  sur  S  deux  familles  de  courbes, 
à  savoir  les  courbes  (a)  et  les  courbes  (P)  telles  que  les 
courbes  correspondantes  de  S|,  à  savoir  (ol{  )  et  (  pj  )  admet- 
tant en  chaque  point  une  tangente  parallèle  à  la  tangente 
correspondante  de  (a;  ou  de  (£).  Les  courbes  (a)  e£((î) 
fo/il  conjuguées  sur  S;  /es  courbes  (at)  e£  (pi)  son<  conju- 
tur  S|. 

5a  Appliquer  ce  qui  précède  à  une  surface  quelconque  S 
et  à  une  sphère  Sj.  Montrer  que  l'on  retrouve  les  lignes  de 
courbure  de  S. 


(  i8*  ) 

4°    Vérifier  que  sur  les  deux  surfaces 

i    x  =  3a  -+-  3afis  —  a3, 
(S)      ^  =  33  +  3(^-8*, 
f    -  _  3a«— 3§2, 


(S,)     y, 


2p 


a-+  p3-t-  i 

a-  -+-  S2  —  r 


dont  la  seconde  (S])  est  une  sphère,  les  points  de  para- 
mètres a,  3  se  correspondent  d'après  la  règle  précédente 
et  que  les  courbes  a  =  const.  sur  S  =  const.  se  correspondent 
avec  parallélisme  des  tangentes. 


Epreuve  PRATIQUE.  —  I.  Soit  la  chaînette  y  =  —  \e"  -+-  e 

La   parallèle   à    Oy   menée  par   M   coupe    Ox  en   P.   La 
perpendiculaire  à  la  tangente  abaissée  de  P  coupe  celte 


tangente  en  N.  On  considère  le  lieu  du  point  N.  Construire 
cette  courbe  appelée  «  tract rice  ». 

II.  En  tournant  autour  de  Ox  la  chaînette  et  la  tractrice 
engendrent  deux  surfaces  de  révolution  dont  on  demande 
de  trouver  les  rayons  de  courbure  principaux  en  M  et  en  N. 

Vérifier  que  la  chaînette  engendre  une  surface  minima 
(R  -+-  R'=  o)  et  la  tractrice  une  surface  à  courbure  totale 
constante  (RR'  =  const.).  (Novembre  1910.) 


(  '83  ) 


solutions  de  questions  proposées. 


2084. 

(1907,  p.  327.) 


Étant  tlonnés  un  tétraèdre  orthocentrique  ABGD  et  un 
point  M  de  la  sphère  circonscrite,  les  parallèles  à  MA,  MB, 
MC,  MD  menées  par  Vorthocentre  H  rencontrent  les  plans 
des  faces  correspondantes  en  quatre  points  situés  dans  un 
même  plan  et  ce  plan  partage  le  segment  MH  dans  le 
rapport  de  a  à    \.  G.    FoNTENÉ. 

SOLUTION, 

Par  M.  R.  Bouvaist. 

Prenons  l'orthocentre  du   tétraèdre  donné   comme  origine 
d'un  système  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires. 
Soient 

xt-hy^-h  s*  —  p"-=  o 

la  sphère  conjuguée  au  tétraèdre  et 

x  cosa,-+-j  cos  3,-f-  z  cosy,—  />;=  o         (i  =  i,  2,  3,  4  ) 

les  faces  de  celui-ci. 
Les  coordonnées  des  sommets  seront 

osa/  cos  3,-  cos  y» 

Pi  Pi  '       />< 

et.  la  sphère  circonscrite  aura  pour  équation 

X  cos  a/ 


Xcos3,-  S  cos  y/      0    , 

Pi  Pi 


(  «84  ) 

La  quadrique  de  révolution  polaire  réciproque  de  cette 
sphère  par  rapport  à  la  sphère  conjuguée  sera 

p*(u2-+-P2-+-  W2) 

r   n  Scos  a/  ,  2  cos  3,-  2  cos  y,-  I 

-1-  .v    g2 !  u  -+-  o2 !-î  c  +  p! w  -+-  3  5    =  o. 

L'  />/  P*  />/  J 

Soit 

war  -+-  f ^  -H  WZ  -f-  5  =  o 

un  plan  tangent  à  cette  quadrique. 

Menons  par  chaque  sommet  du  tétraèdre  des  plans  parallèles 
aux  plans  déterminés  par  l'orthocentre  et  l'intersection  de  ce 
plan  tangent  avec  la  face  opposée.  Ces  plans  ont  pour  équa- 
tions 

(i)     x\p,u  -+-  s  cos  a,]  -+-y[piV  -+-  s  cosp,]  -+-z[/>,-w  -i-  scosvi] 
=  o2  \  u  cosa/-t-  c  cos  8/-+-  w  cos  Y/H • 

'  L  pi\ 

Considérons  maintenant  le  point  M  de  coordonnées 

,  u  .  2  cos  a,-  mv  .2  cos  S,- 

s  pi  b  pt 

aW  2  COS  Y,- 

s  =  o2 h  p2 1=: 

r     S  pi 

ce  point  est  le  point  d'intersection  des  quatre  plans  (i). 
Substituons  en  effet  les  coordonnées  de  ce  point  dans  l'équa- 
tion du  plan  i  =  i,  il  vient 

2  cosaA  .  , 

-\ I  (/>i  u  -\-  s  cos  ai  ) 

Pi       I 


I  v         2  cos  SA  , 

["H p~f~)^P'V   +SCOSl31) 

I  w         2  cosyA  .  . 

(  —   H —  )  (/?|W-»-SCOSYi) 

s  \ 

u  cos«i  -+-  r  cospi  -h  w  cosyiH ; 

Pi/ 


-H     - 


(  .8:,  ) 


d'où 


>--\-wi  Scos  a,-  S  cos  S,- 


r  u-  +  v 

\ 


Pi      J 


5  /><  Pi 

u  cos  a  i  -+-  v  cos  ^  -+-  w  cos  y  i 
["cos  a2  -+-  cos[32  -+-  cos  y? 
l  Pi 

cos  a!  cosao-f-  cos(3i  cosp2-f-  cos  y!  cosyi 

Pi 
cos  a!  cosa3-f-  cos^  cos|33-f-  cosyi  cosy3 

Ps 
cosoti  cosat-t-  cos^i  cos(34-l-  cosyi  cosy* 


Pk 


*] 


Or 
et 


=     m  cos  ai  •+-  v  cos  3i  -+-  w  cosyiH > 

L  pi\ 

cos  af  -+■  cos  [Jf  -+-  cos  y2  =  i 

cosaj  cosa2-f-  cos[3i  cos(32-|-  cosyi  cosy2 
Pi 
Pi  _  cosai  cosa3-f- cos[3i  cosp3-t- cosyi  cosy3 
pi  _  ~pT~ 

_  cosa,  cosa4-+-  cos(3i  cos^t-+-  cosyi  cosy4 
Pi 

ces    conditions    expriment    en   effet   que  le   sommet  i  =  i   est 
dans  les  plans 

x  cos  ol, --h  y  cos  [3/  -t-  z  cos  y/  —  pt  =  o         (t  =  a,  3,  4)î 

d'où  finalement 

p»(l**-f-  t>2+-  w*) 

[, -cosï,-  .ScosB/  S  cos  y/       „  1 

Pi  Pi  r        Pi  J 

condition  vérifiée  puisque  le  plan 


ux  -+-  p^  +  w  +  ;  =  o 

est  tancent  à  la  quadrique  dont  l'équation  est  la  précédente. 
On  vérifie  de  même  que  le  point  considéré  est  sur  la  sphère 


(   «86  ) 

circonscrite  au  tétraèdre  et  sur  le  plan 

ux  -+-  vy  -+-  ivz  -f  3s  =  o, 

Or  si  P  est  la  projection  de  l'origine  sur  le  plan 

ux  ■+-  «'/  +  «'  s  +  i  =  o 
le  plan 

Uy-rCJ  +  H'i  +  3î  =  o 


est  le  plan  parallèle  au  précédent  mené  par  le  point  P,  tel  que 
HP,       , 
HP    =3-' 
par  le  plan 


-rr-g!  =  3  ;  il  en  résulte  donc  que  la  droite  HM  est  partagée 


ux  -t-  v y  -+-  w  z  ■+-  s  =  o 
dans  le  rapport  de  2  à  i ,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Remarque.  —  Le  point  M  de  coordonnées 

.  u         .Scosa,-  p         „2cos3i 

*  r  Pi  '       5  '  pt 

H'  X  COSY/ 

z  =  o- H  oi l-  , 

1      s  pi 

est  le  point  de  la  sphère  ABCD  diamétralement  opposé  au  pôle 
du  plan  ux  -t-  vy  -+-  wz  -+- h  =  o  par  rapport  à  la  sphère 
conjuguée,  ce  qui  permet  de  compléter  l'énoncé  de  la  façon 
suivante  : 

Étant  donnés  un  tétraèdre  orthocentrique  ABCD  et  un 
point  M  de  la  sphère  circonscrite,  les  parallèles  à  MA. 
MB,  MO.  MD  menées  par  l'orthocentre  H  rencontrent  les 
plans  des  faces  correspondantes  en  quatre  points  situés 
dans  le  plan  polaire  du  point  M'  diamétralement  opposé 
au  point  M  dans  la  sphère  ABCD,  par  rapport  à  la  sphère 
conjuguée  au  tétraèdre  et  ce  plan  partage  le  segment  M  H 
dans  le  rapport  de  deux  à  un. 

2144. 

It910,  p.  95.1 

La  droite  d'Euler  d'un  triangle  ABC  (droite  qui  joint 
l'orthocentre  au    centre  du  cercle  circonscrit)  coupe   les 


(   «87  ) 

côtés  aux  points  D,  E,  F.  Les  trois  cercles  de  diamètres 
irespecti/s  AD,  BE,  CF  ont  en  commun  un  point  K  qui  appar- 
tient au  cercle  des  neuf  points  du  triangle.  Démontrer 
que  la  distance  du  point  K  au  pied  de  l'une  des  hauteurs 
est  cgale  à  la  somme  de  ses  distances  au  pied  des  deux 
autres  hauteurs.  V.  Tuébault. 

Solution, 
Par  M.  R.  P..  (  '  ). 

Soient  A',  B',  C  les  milieux,  des  côtés  du  triangle  ABC, 
0  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  H  son  ortho- 
centre.  L'orthocentre  du  triangle  A'B'C  est  sur  la  droite  OH, 
puisque  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C  sont  homothétiques 


par  rapport  à  leur  centre  de  gravité  commun  qui  est  sur  la 
droite  OH.  Il  existe  donc  une  parabole  (P)  inscrite  dans  le 
triangle  A'B'C  et  ayant  pour  directrice  la  droite  OH.  Soit  K 
le  foyer  de  cette  parabole. 

Le  triangle  ABC,  étant  le  triangle  diagonal  du  quadrilatère 
circonscrit  à  (P)  dont  les  côtés  sont  B'C,  C'A'  A'B'  et  la 
droite  <l<-  l'infini,  est  conjugué  par  rapport  à  la  parabole. 

Soit  E  le  point  de  rencontre  de  la  droite  d'EuIer  OH 
avec  CA.  Le  point  E  esl  à  la  fois  sur  la  polaire  de  K.  et  sur  la 
polaire   de    B    par    rapport    à    (P).    Le   point   E  a   donc  pour 


(')  Les  cléments  de  celte  solution   sont  empruntés  à  celles  que 
nous  ont  adressées  MM.  H.  Bouvaist  et  L.  Ki.ug. 


(  '88) 
polaire  BK:  KE  est  par  suite  perpendiculaire  à  BK,  en  vertu 
d'une  propriété  bien  connue  de  la  parabole.  Autrement  dit, 
le  point  K  appartient  au  cercle  de  diamètre  BE.  Il  appartient 
de  même  aux  cercles  analogues,  de  diamètres  AD  et  CF. 
Comme  le  point  K  appartient  au  cercle  circonscrit  à  A'B'C, 
c'est-à-dire  au  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC,  la 
première  partie  de  la  proposition  est  établie. 

Soit  maintenant  B,  la  projection  de  B  sur  OH.  La  droite 
BB,  étant  parallèle  à  l'axe  de  (P),  la  polaire  du  point  Bi  est 
parallèle  à  celle  du  point  B  :  c'est  donc  la  symétrique  du 
point  B[  par  rapport  à  C'A'.  D'autre  part,  cette  polaire  doit 
passer  par  le  foyer  K,  puisque  B!  est  sur  la  directrice.  On  voit 
donc,  en  appelant  jî  le  pied  de  la  hauteur  issue  du  point  B1( 
que  le  trapèze  BB,K3  est  isoscèle,  son  axe  de  symétrie 
étant  C'A'.  En  particulier,  on  a 

KP  =  BB,. 

On  a  de  même,  avec  des  notations  analogues, 

Ka  =  AA,,         Ky  =  CC,. 

Mais,  comme  la  droite  OH  passe  par  le  centre  de  gravité 
du  triangle  ABC,  l'une  des  distances  AA,,  BB,,  CC,  est  égale 
à  la  somme  des  deux  autres.  On  a  donc  la  même  relation  entre 
les  trois  longueurs  Ka,  Kjî,  Ky-  c.  q.  f.  d. 

Comme  on  l'a  dit  plus  haut,  MM.  R.  Bouvaist  et  L.  Klug  nous 
ont  adressé  deux  solutions.  Le  premier  introduit  la  considération 
de  la  parabole  (P).  Mais  la  remarque  que  Kot  =  A  A,,  ...  est  due 
à  M.  Klug. 

2149. 

{1910,  p.  144.) 

On  considère  un  point  P  situé  sur  une  normale  à  une 
ellipse  donnée  en  un  point  M  variable  et  partageant  le 
rayon  de  courbure  MC  en  deux  parties  ayant  un  rapport 
donné.  Montrer  que  l'aire  de  la  courbe  lieu  du  point  P 
est  une  Jonction  donnée  des  aires  de  l'ellipse  et  de  sa 
développée.  E.-N.  Barisien. 


(  i«9  ) 

SOLUTION, 
Par  M.  Thié. 

La  propriété  reste  vraie  si  l'on  remplace  l'ellipse  par  une 
courbe  fermée  quelconque. 

Je  désignerai  par  (M),  (G)  et  (P)  les  aires  respectives  des 
courbes  décrites  par  les  points  M,  C,  P. 

Soient  x,  y  les  coordonnées  du  point  M,  R  le  rayon  de 
courbure  en  M.  Les  coordonnées  du  point  C  sont,  avec  les 
notations  ordinaires, 

X  =  x-R±,  Y=r+R^-. 

ds  as 

Celles  du  point  P  sont 

t     x-hkx  r-+-*Y 

ç  =  ; —  '  '1  —  ; —  ' 

k  étant  une  constante.  On  a  donc 

P)=  f*lt*=  u  +  A->*   /V +  **)(<**  + A  rfX), 

l'intégrale  du  dernier  membre  pouvant  être  considérée  comme 
une  intégrale  curviligne  étendue  à  la  courbe  fermée  décrite 
par  le  point  M,  après  qu'on  y  a  remplacé  X  et  Y  par  leurs 
valeurs  en  fonction  de  x,  y.  On  trouve,  en  développant, 


dX  -  Y  d.r 


A2  /.       r 

(  M  )  -i- j-t  (C)  -H  ■ r—  / y  d\  -+-  Y  dx. 


Considérons  la  dernière  intégrale 


I  =   fy  dX  ■+-  Y  dx  ; 


(   '90  ) 
on  a 

I  =    CydX  —   fxdx, 

puis,  en  effectuant  une  intégration  par  parties  dans  la  seconde 
intégrale, 

fx  dx  =  Xx  —  fxdY. 

Le  terme  intégré  Yx  reprend  la  même  valeur  à  la  fin  et  au 
début  du  circuit  d'intégration,  on  a  donc  simplement 

Cy  dx=—  Çx  dX, 

=  I  y  dX  —  x 

=  Cy  dX  —  X  dX  ■+■  f(y  —  X)dX  —  (x  —  X)dX- 

mais  on  a 

{y  -  X)  dX  —  ( x  —  X)  dX  =  o; 

ceci  exprime  en  effet  que  la  tangente  au  point  C  passe  par  le 
point  M.  11  reste 


d'où 

I  =  !  ydX  —  xdX 


I  =  ÇxdX  —  XdX  =  a(G). 


On  trouve  donc  finalement 


ce  qui  établit  la  proposition. 

Autre  solution  par  M.  R.  Bouvaist. 

2150. 

On  considère  tous  les  triangles  circonscrits  à  une  para- 
bole P  et  tels  que  les  normales  aux  points  de  contact  soient 
concourantes.  Montrer  que  : 

i°  Les  perpendiculaires  élevées  aux  côtés  de  ce  triangle 


(   '9'   ) 

en  leurs  milieux  (  médiatrices)  sont  normales  à  une  para- 
bole Ji.re  P\ 

•2°  Les  m  il  leur  des  côtés  de  ces  triangles  sont  situés  sur 
une  parabole  P".  E.-N.  Barisikn. 

solution, 

Par  M.  R.  Bouvaist. 

Soit 

t1 
x  =  — ,  y  =  t. 

■2P 

la  parabole  P,  si  les  normales  en  trois  points  Éj,  t*,  t3  sont 
concourantes 

tt+tt-i-tt=  o. 

La  tangente  au  point  /  a  pour  équation 

T-,-,-$(.-i)-., 
le  point  T|T2  a  pour  coordonnées 

_    lit*  _    ty  -t-  t, 

ip  '  "^  ~           2 
l<-  point  T,  ï3 

Ma  'i~H*3 

2/7  ^                 2 

les  coordonnées  du   milieu   M   du   segment  joignant  ces  deux 
points  seront 


\[>  4  p 

_   2 1\  •+•  1 1  -+-  tt   _    t{ 

y  ~,         =  ~  > 

4  i 

ce  point  décrit  la  parabole 

4/2-h/>#  =  o. 
La  perpendiculaire  en  M  à  la  tangente  T,  sera 


<i  _,_  tt  t  t\  \ 

4  P\  4PJ 


(  i9»  ) 

elle  enveloppe  la  développée  de  parabole 

(  \x — />)3-t-  io8/>^2,=  o. 

2153. 

(  1910,  p.   24o.) 

La  normale  en  un  point  M  d'une  ellipse  de  centre  O 
rencontre  le  grand  axe  en  N.  La  parallèle  à  OM  menée 
par  N  ei'2  normale  à  une  ellipse  fixe,  dont  deux  des  som- 
mets coïncident  avec  les  sommets  du  petit  axe  de  l'ellipse 
donnée.  E.-N.  Barisikn. 

solution, 
Par  M.  L.  Klug. 

Abaissons  du  point  M  la  perpendiculaire  MQ  sur  le  petit 
axe,  et  menons  OP  parallèle  à  NM.  On  a,  avec  les  notations 
de  la  figure 

QP        QO        M\ 

QM  =  QL  =  ÂÏL  =  COnSt-' 

donc  le  point  P  décrit  une  ellipse  ayant  mêmes  sommets  du 
petit  axe  que  la  proposée.  Il  en  est  de  même  du  point  P', 
symétrique  du  point  P  par  rapport  au  point  O.  La  tangente 
en  P  est  la  droite  PT,  perpendiculaire  à  OM,  car  P  est  l'or- 
tbocentre  du  triangle  OMT.  La  tangente  en  P'  est  parallèle 
à  PT,  donc  la  normale  en  P'  n'est  autre  que  la  droite  P'N,  ce 
qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Autres  solutions  par  MM.  Bouvaist  et  Lez. 


[X6] 


(   19*  ) 


SIR  LE  PLANIIHÊTRE  M  PRITZ  ; 

Par    le    lieutenant    E.   DOUCET. 


But.  —  Le  but  tic  celte  étude  sommaire  est  de 
donner  une  théorie  complète  du  fonctionnement  de 
cet  appareil,  de  mettre  en  évidence  les  différentes 
approximations  à  faire  pour  établir  sa  théorie,  et  enfin 
d'établir  la  valeur  de  la  précision  de  l'appareil. 

Description  et  mode  d'emploi  du  planimèlre  de 
Pritz.  —  Le  planimèlre  de   Pritz  se  compose  essen- 

Fig.  1. 


Œt 


î: 


licitement  d'une  tige  métallique  HP  recourbée  à  ses 
deux  extrémités.  L'une  d'elles  1*651  une  pointe  mousse, 
l'autre  H  est  une  lame  dont  le  plan  est  le  plan  de  Taxe 
de  la  lige  cl  de  l'axe  de  la  pointe  P.  Sur  celte  lame,  eu 


>on  milieu,  se  trouve  un   Irait  de  repère   :   c'est  celui-ci 
<pie  nous  appellerons  plus  particulièrement  H. 

\\;inl  à  déterminer  l'aire  d'une  courbe  C  on  place  la 
Ann.  de  Afat/temat..  \'  sério.  t.  XI.  (Mai  ")''•)  '^ 


(  md  ) 

pointe  P  en  un  point  quelconque  de  C,  la  lame  H  en 
un  poinl  quelconque  de  la  feuille  d'Épuré  à  l'extérieur 
de  C.  On  marque  le  point  où  se  trouve  H.  Soit  h  ce 
point.  On  fait  décrire  la  courbe  G  au  point  P.  Quand 
la  pointe  P  est  revenue  à  son  poinl  de  départ,  la  lame  H 
occupe  une  certaine  position,  soit  //  le  point  où  se 
trouve  H,  l'aire  de  la  courbe  C  est  proportionnelle  à  la 
dislance  d  des  deux  points  //,  h'. 

Cette  propriété  se  vérifie  expérimentalement  d'une 
manière  aisée. 

En  partant  d'un  point  fixe  A  on  fait  plusieurs  me- 
sures :  on  trouve  des  points  h',  /t",  h'"  répartis,  aux 
erreurs  d'expérience  près,  sur  une  circonférence  de 
centre  //. 

Théorie  de  l'appareil.  —  Soit  C  la  courbe  décrite 
parle  point  P;  d'après  la  forme  de  la  lame  reposant 

Pis.  3. 


sur  le  papier,  la  droite  HP  restera  dans  son  mouvement 
constamment  tangente  au  lieu  de  H.  La  courbe  C  est 
la  courbe  obtenue  en  portant  sur  les  tangentes  à  TT, 
à  partir  des  points  de  contact,  des  longueurs  égales  à 
la  longueur  L  du  planimètre.  ÏT  est  la  trajectoire  ortho- 
gonale des  cercles  de  rayon  égala  L  et  dont  les  centres 
décrivent  C.  Une  application  de  la  théorie  des  trajec- 
toires orthogonales  de  cercles  ou  une  démonstration 
directe  très  simple  montre  que  si  la  tige  du  planimètre 
esl  tangente  à  C  le  point  correspondant  de  TT  est  poinl 


(  >95  ) 
d'inflexion,  et  si    la  tige   du  planimètre   est  normale 

à  (.  le  point  correspondant  do  TT  est  point  de  rebrous- 
sement. 

Élément  infinitésimal d 'aire.  — Soient  deux  posi- 
tions infiniment  voisines  HP,  H'P'  de  la  lige  dn  plani- 
mèlre.  l'évaluons  l'aire  balayée  par  la  tige  du  planimètre 
en  convenant  de  compter  les  variations  d'angle  posi- 
tivement quand  la  tige  du  planimèlre  tourne  dans  le 
sens  direct,  négativement  dans  le  cas  contraire.  La 
partie  principale  de  cette  aire  infinitésimale  HP,  H'P' 
esl  L-  du). 

tire  finie.  —  L'aire  balayée  par  la  tige  du  plani- 
mèlre entre  deux  positions  HP,  H,P(  faisant  enlre  elles 
un  angle  12  esl  donc 


L*rfo)  =  L*Q, 


ii  étanl  évalué  en  radiant.  Si  donc  nous  convenons  de 
compter  comme  positives  les  aires  balayées  par  la  tige 
du  planimètre  tournant  dans  le  sens  direct,  comme 
négatives  les  aires  balayées  par  la  lige  du  planimètre 
tournant  dans  le  sens  inverse,  nous  aurons  le  résultat  : 
La  somme  algébrique  des  aires  balayées  par  la  tige 
du  planimètre  est  égale  au  produit  du  carré  de  la 
longueur  de  la  tige  par  l'angle,  en  radiant,  des  deux 
positions  extrêmes  de  la  lige. 

Cas  d'une  courbe  fermée.  —  Soil  C  une  courbe 
fermée,  partons  de  la  position  initiale  du  planimètre  PH. 
Décrivons  la  courbe  C  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche.  \u  moment  où  la  lige  est  tangente  à  C  en  P,  le 
point  II  est  en  H,  qui  esl  un  point  d'inflexion. 


(   '96  ) 
Continuons    par    les    positions   successives    de    P    : 
P2PjP4.  Lorsque  la  pointe  P  est  revenue  en  P,  point 


Je  départ,  H  est  en  H.,.  Soil  Q,  l'angle,  en  radiant,  des 
deux  positions  extrêmes  de  la  tige  du  planimèlre.  La 
somme  algébrique  des  aires  balajées  par  la  tige  est 
égale  à  L2Q.  Evaluons  cette  somme  algébrique.  Soit  C 
l'aire  de  la  courbe  et  A  l'aire  du  secteur  du  centre  P  cl 
limité  par  la  courbe  TT.  Marquons  sur  la  figure  par  des 

Fis.  5. 


traits  horizontaux  sur  les  aires  négatives  des  traits 
verticaux  sur  les  aires  positives.  On  voit  que  la  somme 
algébrique  des  aires  balajées  par  la  tige  de  l'appareil 


(   M)7  ) 
est  <> —  A.  On  a  donc  la  relation 

G-  A  =  L*Q. 

Nécessité  cV approximations.  —  La  théorie  jusqu'à 
présent,  est  rigoureuse,  mais  elle  ne  donne  rien,  puisque  A 
n'est  pas  connu.  Ue  pins  A.  ne  peut  pas  être  facilement 
calculé  en  fonction  de  C  et  il  existe  de  nombreux  cas 
très  simples  où  A  ne  peut  pas  être  calculé  en  fonc- 
tion de  C. 

Pour  pousser  plus  loin  la  théorie,  il  est  nécessaire  de 
procéder  à  des  approximations,  quille  à  calculer  ensuite 
une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise. 

Première  approximation.  —  Nous  supposerons 
que  l'aire  A  est  égale  à  Taire  du  secteur  circulaire  de 
centre  P  et  de  rayon  L,  autrement  dit  nous  confondrons 
l'aire  du  secteur  curviligne  PH  H2H4  avec  l'aire  du 
-•rieur  circulaire  PH'H... 

A  =  \M1. 

D'où 

G  =  L2  il  -+■  l>2  O  =  2  L2  Q. 

Soit  o  la  dislance  des  deux  points  H,  H,,  dislance 
comptée  suivant  l'arc  de  circonférence  H  lîA 

8  =  Lu, 

d'où,  par  élimination  de  12, 

G  =  *L$. 

Deuxième  approximation.  —  Comptons  la  dis- 
tance  <l  des  deux  points  H,  ll4  suivant  la  droite  H  H  -,  et 
confondons  d  et  8,  nous  aurons  finalement 

G  =  aLrf. 


(  198  ) 
D'où  un  procédé  connaissant  L,  mesurant  d,  pour 
calculer  C. 

Etude  de  la  précision  de  V instrument.  Erreur 
provenant  de  la  première  approximation.  —  Soit  o 
la  dislance  au  point  P  du  point  de  la  courbe  C  le  plus 
éloigné  de  P,  soit  Q  ce  point;  disposons  l'instrument 
sensiblement  dans  la  direction  PQ.  Tous  les  points  de  la 
courbe  T  se  trouveront,  dans  ces  conditions,  en  dehors 
de  la  courbe  enveloppe  des  cercles  de  rayon  L  et  dont 
les  centres  sont  distribués  sur  le  cercle  de  centre  P  et 
de  rayon  o.  Ce  n'est  pas  là  une  condition  géométrique 
rigoureuse.  En  pratique  elle  est  toujours  satisfaite 
parce  que  L  est  grand  par  rapport  à  p.  Celte  courbe 
enveloppe  est  la  circonférence  de  centre  P  et  de 
ravon  L  —  o.  La  courbe  T  est  donc  comprise  entre  les 

Fis.  6. 


circonférences  de  centre  P  et  de  rayon  L  et  L  —  p. 
L'erreur  e  commise  en  remplaçant  l'aire  limitée  par  T 
par  l'aire  du  secteur  circulaire  est  inférieure  à  l'aire 
HH'H'.H,  dont  l'expression  est  L2Q  — (L  — p)2Q.  Pour- 
avoir  une  limite  supérieure  de  l'erreur  relative  —  rem- 


(   '99  ) 
plaçons  î  par  une  valeur  supérieure  [La  —  (L —  p)"]Q 
et  C  par  une  valeur  inférieure 

G  =  L»  £2  +  A  >  L2  Q  -4-  L2  Q  -h  (  L  —  p  >2  <  »  : 

comme  limite  supérieure  rt  de  l'erreur  relative  commise 
on  a  donc 

_    \J  _  (  L  _  p  )2 

''        L2+-(L-p)2' 
ou ,  en  niellant  en  évidence  le  rapport  j-  > 


0 


\vi'c  un  planimèlre  donné,  L  est  constant.  Il  faudra 
donc  prendre  p  de  telle  manière  que  v\  soit  aussi  voisin 
de  zéro  que  possible,  c'est-à-dire  p  tel  que 

o 
■j-  soit  aussi  faible  que  possible, 

ou  tel  que 

o       .  ... 

j-  soit  aussi  voisin  de  2  que  possible. 

Cette  dernière  condition  se  traduisant  par 

p 
Y  =  1  ou  p  =  2L, 

on  voit  qu'elle  est  incompatible  avec  la  ihéorie  précé- 
dente, supposant  L  grand  par  rapport  à  s. 

Heste  donc  la  première  condition  :  on  en  déduit  la 
règle  pratique  d'usage  : 

Prendre  comme  point  de  départ  P,  un  des  points 
tels  que  la  dislance,  à  ce  point  P.  du  point  Q  de  la 
courbe  C  le  plus  éloigné  de  P  soit  aussi  faible  que 
possible,  et  tel  que  la  courbe  C  soit  tout  entière  d'un 


(    200    ) 

même  côté  de  la  tangente  en  P  à  la  courbe.  Orienter 
la  tige  du  plani mètre  sensiblement  dans  la  direc- 
tion PQ. 

Dans  ces  conditions  en  désignant  par  o  la  distance  PQ. 
l'erreur  relative  commise  est  inférieure  à 


,-,,-j 


'  —  7 


Exemple  numérique.  —  Evaluer  l'aire  d'un  cercle 
de    5CIU  de  rayon  avec  un  planimètre  dont  la  tige  es! 


longue  de  ioocm.  7i  =  environ  -• 
°  9 

L'instrument,  s'il  est  très  simple,  est  très  peu  précis. 

Erreur  provenant  de  la  deuxième  approxima- 
tion. —  Elle  est  négligeable  devant  la  précédente, 
l'angle  ii  étant  toujours  faible  si  L  est  grand. 


[D2ba] 

M  II  QUELQUES  SÉRIES; 
Par  M.  E.-N.  BARISIEN. 


Le  but  de  cette  INote  est  de  déduire  des  séries  re- 
marquables comme  conséquences  des  développements 
en  séries  de  sin^c  et  cosa; 

(i)        sinr  =  x -h ______ 

1.2.3        i . 2 . 3 . 4 . 5 

x*  a?»  x6 

(A)        COS.T  =    1    —       -+-       7— .  •+- 

1.2  I  .  i. .  )  .   \  1.2.3.4.3.6 


(  2°l  ) 

I .   Ces  séries  deviennent  pour  x  =  - 

( -  \s  /-'\3 

u)         U) 


(3)  1=      - 


4)  i 


I . 2 . 3  1.2.3.4.5 

'lt\  *  /ir\  « 

2 


(?)!   (sV     (î)' 


1.2      1.2.0.4     1.2.0.4.3.0 

En   égalant  les  séries  (3)  et   (4),  on  a.  en  divisant 
par  —  > 


1.2.0       1.2.0.4.3 
—    1 


(;)' 


D'oi 


1.2  I  .2.3.4  [.2.3.4.5.b' 


(   J  )       I  = h 


\    .  (ÏÏ       ©' 


1.2      1 . 2 .  ;      1.2.3.  i 


G)'       (=)'        (ï)' 


1.2.3.4.5        1.2.3.4-5.6        1.2.3.4-5.G.7 
2.    En  faisant  a?='ïc,*(i)  et  (2)  deviennent 
(6)       1 


-         2  = 


1  . '2 .  i  1.2.3.4.5  1.2.3.4.5.6.7 

-•2  — ;  — o 


1.2.3.4  1.2. 3. 4 «5. 6 

lin  ajoutant  (6)  et  (7),  on  a 


(8) 


c>- 


■s-,; 


1.2.3        1.2.3.4.5       1 .2.3.4 .5.6.7 
En  ajoutant  (8)  et  (6),  on  a  encore 


(9) 


ait'  -t.'  ()-'• 

1 . •.'. .  I        [.2.3.4.5       i .2.3.4.5.6.7 


(    202    ) 

Eu    général,    on   a,    pour    un    nombre    entier  quel- 
conque A, 

,     ,    ,       (X-4-i)ita       (X-j-3)it*  (X-+-5)it« 

(10)     À= H „    .    .    ,, 

1.2.0  i .  ». .  o .  4 .  ■>        i .  i.  ■  î  .  4  •  -> .  o .  7 

3.   En  retranchant  (6)  et  (7),  on  a 

yyî  -Tri 

(il)  I    =     — 


I  .  O  I  .  2  .  j  .  > 


1 . 2 . 3 . 4 • 5 . 7        1.2.3.4.5.6.7.9 

4*.    Multiplions  (6)  par  (2),  il  vient 


TZ- 


(12)  2=—- 


[ .  3        1.3.4."»        1.3.4.5.6.7 
En  retranchant  (7)  et  (12),  on  obtient 


(i3)     o 


1.2.3        1.2.3.4.5 

5tt6 


1.2.3.4.5.6.7        1.2.3.4.5.6.7.8.9 

On  en  déduit  aussi 

3tI2  5  7TV  7TT6 

(i4)  i  =  -?-r  — 


4.5        4-5.6.7        4.5.6.7.8.9 
ou 

6.7        6.7.8.9 
En  ajoutant  (7)  et  (  1  2),  on  a  encore 

J7T2  77:*  9TT6 


(16)     4 


1 .  ».  .3       1 .  ■>. .  3 . 4 .  ">        1.2.3. 4 .5.6.7 


o.   En  faisant  x=  2iz  dans  (1),  on  a 

1.2.3        1.2.3.4.5        1 .  1 \.  3 . 4  •  5 . 6 . 7 


(  ao3  ) 
De  niènie,  pour  x=  aX-rc,  X  élanl  un  nombre  entier, 
on  a 

(ilic?         (2l-r  (-il- Y 

i .2.3         1.2.3.4.5        r. 2. 3. 4. 5. 6. 7 

La  valeur  X  =  :>,-  clans  (2)  donne 

(21C)1  (27C)*  (27l)G 

1  '!)  '  '=  -7-7 ^-7 


> .  1         3.4.5.6       3 . 4 • 5 .6 . 7 . 8 
On  a  aussi  pour  x  =  2X1:  (à  entier) 
l  >>.-  r2        (2X11)*  (?.X-)6 

20  )  I   = ; ; -!—    H .         ' .  . 

;.4        3.4.5.6      3.4.5.6.7.8 

0.  En  faisant  x  =  45°  dans  (1)  et  (2),  on  a 

5 


(2,)  -L  =  *      u/  v"' 


\  •»■ 


I  I  .  1  .  3  I  .  2  .   )  .   1  .    I 


,..,     ^.Jï)".  G)' 


y^  1.2  I    .    ».  .  3  .  1 

En  ajoutant  ces  deux  dernières   séries,   on   a   l'ex- 
pression  de  ^/â  en  fonction  de  it 


|  23  )  v/i  =  ,  -h  ï  -  AiZ-  -  Ai 


i  1.2  1 .  '2  . 3 

(i)'      (!) 


1.2.3.4        1.2.3.4. 5 

7.    Faisons  ^  =  3o°  dans  (1)  et  (2),  il  en  résulte 


6       1 .2.3       1 . 2 . .  ;.  i .  "• 


v/3       U)      UJ 

(25)  —  =    l    —   -i — - -     — ! 

2  1.2  1  .  ■>..  ! .  4 


(     20l     ) 

8.   La  valeur  x  =  6o°  donne  pour  (i)  el  (2) 


(16)        *5  = 


m 


(•27) 


2         3        1.2.3        1 . 2  ;  3 . 4 . 5 


1  .  2  I  .  :>. .  i .  î 


9.  En   ajoutant  (20)  et  (26),  on  a  l'expression    de 
y/3  en  fonction  de  it 

;)'  (£)' 


I  28  1  /3  =  1-4-  T 


1.2  I  .  >. .  3 


(r)' 


[.2.3.4        1.2.3.4-5 
10.    L'égalité  de  (24)  et  (27)  donne 


T  \  »  /  77  \  3 


7.) 


(  29  )  I  =    - 

b  1  .  ■>  1.2.3 


:i)'    (ï)-     G- 


1.2.3.4        1.2. 3.4 -5        1  .•>. 3.4  .  ">.<> 
11.  L'égalité  de  (25)  et  (26)  donne  de  même 

3  1.2'  1.2.0 


(S)1      (ï)'        (Î)' 


1.2.3.4        1.2.3.  i  .5        1 . 2 . 3 . 4  •  5 ■  *> 
12.    Pour#=i8°,  .sin.r  =  - — ; — •  Donc  (1)  devient 


•s- 


■20  /  \  20  / 


20  I .2.0  I . 2.  ).  1  .  ) 


(     20D    ) 

Il  en  résulte  le  développement   de  v'>  en  fonction 

de  u  ir 

-   ,r-  (=)* 


T.    \  5 

20, 


1.2. 3.4 -5        1.2.3.4.5.6.7 

13.  On  peut,  par  des  combinaisons  d'addition  ou 
soustraction  de  ces  diverses  séries,  en  obtenir  une  in- 
imité d'autres. 

Par  exemple,  l'addition  de  (>3)  et  (28)  donnera  la 
curieuse  série  suivante  du  développement  de  \jï  +  y/a 
en  fonction  de  -  : 

,.  r     -,  (!HiO"  (iMi 


(!);-(i)' .  (iMy 


1  .  2  .  J  .  4 


1.2.3.4.5 


(î)-(ï)'  (î)v(iy 


1.2.3.4.5.6     1.2.3.4.5.6.7 

Et  l'on  sait  que  y/a  4-  V7^  esl  une   valeur  aPProchée 


[N'ij] 

SUM\  COMPLEXE  M  QUATRIEME  ORDRE; 

Pak  M.  Emile  TURRIKRE. 


I.   Dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences  de  1881  (t.  KCII,  p-  i46)et  dans  les  Annales 


(  ao6  ) 
de  l'École  Normale  de  1889  (t.  VI,  p.  38i),  M.  Dar- 
boux a  été  amené,  à  propos  de  la  surface  des  ondes,  à 
étudier  une  congruence  de  droites  remarquable  :  celle 
qui  est  constituée  par  une  droite  dont  trois  points 
déterminés  sont  assujettis  à  rester  dans  trois  plans 
rectangulaires. 

A  la  suite  de  Dupin,  qui  avait  établi  que  tout  point 
de  la  droite  engendre  un  ellipsoïde,  diverses  recherches 
avaient  été  faites  relativement  au  déplacement  de  celle 
droite.  M.  Darboux  démontra  que  la  congruence  est 
une  congruence  de  normales;  l'une  des  surfaces  paral- 
lèles auxquelles  reste  constamment  normale  la  droite  a 
une  définition  géométrique  simple  :  c'est  le  lieu  du 
milieu  du  segment  formé  par  la  projection  du  sommet 
du  irièdre  trirectangle  et  par  la  trace  de  la  droite  sur 
une  des  trois  faces  de  ce  trièdre.  Les  lignes  de  cour- 
bure de  cette  surface  sont  algébriques. 

Plus  généralement,  s'il  existe  deux  relations  entre 
les  longueurs  des  trois  segments  de  la  normale  à  une 
surface  compris  entre  le  pied  de  cette  normale  et  les 
traces  sur  trois  plans  rectangulaires,  l'une  de  ces  rela- 
tions est  nécessairement  la  suivante  :  les  segments  de 
normale  compris  entre  les  trois  plans  ont  des  rapports 
invariables. 

Tels  sont  les  résultats  établis  par  M.  Darboux.  \  u 
l'importance  de  la  congruence  de  normales  précédente, 
je  me  suis  proposé  d'étudier  le  complexe  des  droites 
sur  lesquelles  deux  plans  rectangulaires  interceptent 
un  segment  de  longueur  constante . 

"1.  Je  prendrai  naturellement  les  deux  plans  pour 
plans  coordonnés  d'intersection  O^  ;  soit  ia  la  longueur 
constante  du  segment  qu'ils  interceptent  sur  les  rayons 
du    complexe.  En  prenant  les   équations  d'une  droite 


(  2°7  ) 
>ous  la  forme 


.r  —  ./•„  y—  y  a 


■  P  Y 

on  trouve  immédiatement  la  relation 

4  a2  =  (  3^0—  ty0  >*  (±  -+-  |p  -+-  ^ôjJ  ; 

l'équation  du  complexe  en  coordonnées  plùckériennes 
/'i  •  /Pâj  /':i-  /'•.  i  /'i  et />e  est  donc 

/'ï/'i 
pi  =  i"- 


Le  complexe  est  du  quatrième  ordre,  résultat  qu'il  est 
aisé  de  prévoir  géométriquement.  Les  courbes  planes 
du  complexe  sont,  en  effet,  des  enveloppes  de  droites 
sur  lesquelles  deux  droites  fixes,  rectangulaires  ou 
obliques,  interceptent  des  segments  constants  :  ces 
courbes  sont,  par  conséquent,  des  hvpocvcloïdes  à 
quatre  rebroussements  ou  des  courbes  parallèles  d'by- 
pocvcloïdes  à  quatre  rebroussements  {cf.  question  1391 
des  Nouvelles  Annales,  Laguerre).  Ces  courbes  étant 
de  la  quatrième  classe,  le  complexe  est  bien  du  qua- 
trième ordre. 

On  peut  d'ailleurs  envisager  les  cônes  du  complexe. 
Soi!  M  un  point  de  l'espace;  le  cône  du  complexe  de 
sommet  M  a  pour  base  dans  le  plan  y  =  o,  par  exemple, 
la  trace  sur  ce  plan  d'une  surface  conchoïdale  du 
plan  x  =  o;  cette  courbe  est  du  quatrième  degré  et, 
par  conséquent,  le  complexe  est  du  quatrième  ordre. 

3.  La  détermination  des  surfaces  dont  les  normales 
appartiennent  au  complexe  peut  cire  effectuée  de  plu- 
sieurs façons. 

Le  complexe  est  engendré  par  une  translation  arbi- 


(    2o8    ) 

traire  parallèle  à  O;  d'une  congruence  de  normales 
connue  :  on  se  trouve  donc  dans  le  cas  où  une  famille 
de  surfaces  non  parallèles  connue  a  pour  normales  des 
droites  du  complexe.  D'après  un  théorème  de  M.  Dar- 
boux,  on  peut  alors  déterminer  la  surface  la  plus  géné- 
rale dont  les  normales  appartiennent  au  complexe.  Il 
suffit  de  considérer  l'enveloppe  d'une  familleà  un  para- 
mètre de  surfaces  choisies  arbitrairement  parmi  les  sur- 
faces connues  et  leurs  surfaces  parallèles. 

Il  est  aisé  de  former  l'équation  générale  des  sur- 
faces précédentes  en  coordonnées  tangenlielles.  En 
considérant  une  surface  quelconque  comme  enveloppe 
du  plan 

x  cos<p  cos^  ■+-  y  coso  sin^-r--sincs  =  T!T, 

les  coordonnées  plùckériennes  de  la  normale  au  point 
de  contact  de  ce  plan  sont 


Pl  = 

cos©  cos% 

Pi  = 

costp  sin^, 

ps  = 

sin  o, 

!><.= 

dm    .     , 
-— sin'L   - 
d<p         ' 

dm         . 
-^co^tangcp, 

Pô  = 

dm         , 
—  —  cos  y  - 

dm    .     , 

Pe  = 

dm 

D'après  ces  relations,  les  surfaces  cherchées  ne  sont 
autres  que  les  surfaces  intégrales  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre 


— '—  =±  ia  cos2©  cos'i  sin^, 
d'il 


c'est-à-dire  les  surfaces  d'équation  générale 

m  =  qp  ce  cos2  cp  cos2  <b  -+-  4», 


(  aog  ) 
dans    laquelle    <I>    représente    une    fonction    arbitraire 
de  o. 

ï.  Comme  application  des  formules  précédentes  il 
est  possible  de  vérifier  le  théorème  de  M.  Darboux  sur 
la  congruence  des  droiles  dont  trois  points  décrivent 
les  trois  plans  de  coordonnées.  Considérons  les  trois 
complexes 

p\ip\  -+-PÎ  -•-  Pî  )  =  K'iPlph 

Pî(p\-+-PÎ-+-P*  )  =  KtPÎPh 

pKpÏ+pî+pî)  =  kIpîpI; 

écrivons  que  les  trois  équations 

p  sin-!/  —  q  cos'!/  tango  =  Kt  si  no  cosep  sin']/, 
—  p  cos'l*  —  q  sin'i  tango  =  Ko  sino  coso  cos^, 
q  =  K3  cos2o  sin  •{/  eosi, 

sont  compatibles  en  p  et  q]  la  condition  est 
Ki  -+-  K2—  K3=  o, 

et  elle  est  bien  remplie  actuellement  :  elle  n'est  autre 
que  la  relation  algébrique  entre  les  dislances  de  trois 
points   en    ligne    droite.    Moyennant    cette    condition 

on  a 

p  =  sino  coso(  Kj  sin2,I/  —  K2  cos2'!<), 

q  = —  (K[  -f-  K2)  sin'I/  cos'^  cos2cp  ; 

entre  ces  expressions  de  p  et  de  q  existe  la  relation 
supplémentaire 

On         Oq  I-  .  . 

^p  =  ■—-  =  —  (Ki-t-  K»)  sin  20  sin  5».<j/. 

06        '>o         2 

(nu  exprime  que  p  et  q  sont  les  dérivées  ---  et— p  d'une 
même  fonction  : 

73  =  g('  ■+■  cos/o)[(K,-+-  Kî)cos?.-i  -h(K2—  Ki)]  -f-  const. 
.t/i/i.  </e  Mathénint.,  \*  série,  t.  XI.  (Mai  1911. )  l4 


(   2»o  ) 
Telle   est   l'équation  des  surfaces  |)arallèles   orthogo- 
nales aux  droites  de  la  commience. 

5.    On   peut  encore  appliquer  au   complexe   précé- 
dent 

/),,—  >(i/>i/>-2. 

la    méthode  de    Transon.    Si    de    chaque   point  M   de 
I  espace  on  fait  partir  la  droite  de  cosinus  directeurs 


x  =  f,       ï=_£,       /.  =  ■/• 


V 


a3 


les  projections  du  tourbillon  du  vecteur  X,  Y,  Z  sont 

dX  _c/Y  _ 

cA'  <)Z  _  y 

Oz  ()y  a-Z 

o'L  dX  ./• 

ù.r  r)z  a'2Z' 

les  ligues  de  tourbillon  sont  donc  des  cerclesd'axe  O;  ; 
les  surfaces  de  tourbillon  sont  les  surfaces  de  révolu- 
tion autour  de  O:.  Pour  avoir  la  congruence  de  nor- 
males  la  plus  générale  du  complexe  considéré,  il 
suffit  donc  de  faire  partir  les  droites  (X,  Y,  Z)  des 
divers  points  d'une  surface  de  révolution,  autour 
de  Oz.  En  faisant  varier  arbitrairement  cette  dernière 
surface,  on  engendre  toutes  les  congruences  de  nor- 
males du  complexe. 

6.  La  transformation  de  droites  que  j'ai  étudiée  dans 
les  Nouvelles  Annales  de  1909  (p.  2.5 'j)  permet  de 
donner  une  autre  définition  géométrique  du  même  com- 
plexe. Appliquons-lui  la  transformation  de  droites; 
l'équation  du  complexe  transformé  est 


(*II    ) 

ce  complexe  esl    quadratique;   il  est   possible   de    lui 
donner  une  définition  remarquable  ('). 

Considérons  en  effet  deux  droites  A,  A'  de  l'espace. 
Nous  supposons  que  O;  soit  la  perpendiculaire  com- 
mune à  A  et  A',  que  Oxy  soit  le  plan  équidislant  de 
ces  droites  et  enfin  que  Ox  et  Oy  soient  bissectrices 
de  leurs  directions.  Cela  revient  à  dire  que  nous  pre- 
nons pour  équations  des  droites  A  et  A'  : 

(A)  3  =  1,  y  =      x  tan  g  a, 

(A  z—  —  i,         y  = —  .rtanga; 

considérons  le  complexe  linéaire 

A  ,/>,-+-  A2/>2—  A3/>3—  A^  —  ABp3~-  A6/>6=  o, 

le  plus  général  qui  passe  par  A  et  A'.  Les  coordonnées 
pluckériennes  de  ces  deux  droites  étant 


(A 
(A 


p{  =  C'i-Z. 

p,  =       sina, 

/>3  =  o, 

pt  =  si  11  7., 

/>s  =  —  cosa, 

p6=  0, 

p{  =  cosa, 

/>.>  =  —  sina, 

/>3  =  0, 

y>4  ==  sin  z. 

//,;  =       cosa, 

/>6=  O, 

011  Iroin  e  pour  conditions 


i  \  |  ■-  A-,  i  cosa  -+-(As-f-  A4)  sina  =  o, 
C  A 1  -1-  A.5  )  cosa  -1-  <  A-,  —  Ag)  sina  =  o  ; 


(')  La  détermination  îles  congmences  de  normales  du  complexe 
transformé  esl  immédiate  :  l'équation  à  intégrer 

dm 

—  =  acoscs  s  m  lui 

idmel  pour  intégrale  générale 

□      a  sin  y  -m  a  -y  -4-  »i*(  •!<  ), 

'I*  étant  la  Fonction  arbitraire  d'intégration. 


(212    ) 

on  peui  donc  poser 


A,=       psina.  Ao=7COsa, 

A4  =  —  ocosa,         AK  =  ffsina, 


o  et  g-  étant  arbitraires;  As  et  AG  restent  arbitraires. 
Les  équations  de  l'axe  du  complexe  linéaire  étant 

Ai-t-A6jk — Ag*  _  A.2-i-  Avs —  A6.r  _  A3 -+-  A5.r —  A;r 


Av  A 5  Ae 

les  coordonnées  plûckériennes  p,.p>,  p3,  p.,,  />5,  pr,  de 
l'axe  sont  liées  par  les  relations 

A|  —  /?y  _   kj  —  pT,  _  A3  —  pt, 
Pi  Pi  Ps 

et  des  relations 

A.i  =  —  pt  tangot. 

A -,  =       p-i  cola; 
il  résulte  que  Taxe  engendre  le  complexe 

/ Pi        Pa\    ■ 
- —  J  sin  a  cos  a  -f- 1  =  o  ; 

\/>i        Pi! 

d'où  le  théorème  suivant  :  Le  complexe  des  droites 
su/-  lesquelles  deux  plans  rectangulaires  interceptent 
des  segments  de  longueur  constante  peut  être,  consi- 
déré comme  correspondant  au  complexe  lieu  des  axes 
des  complexes  linéaires  assujettis  à  passer  par  deux 
droites  données  ({), 

7.    La  congrûence  des  droites  dont  trois  points  sont 

(')  Dans  le  cas  où  a  esl  nul,  les  complexes  considérés  dégé- 
nèrent respectivement  en  le  complexe  linéaire  spécial  et  en  le  com- 
plexe des  droites  équidistantes  des  deux  points  [cf.  mes  articles 
Sur  une  transformation  de  droites  (1909),  et  Conséquences  de 
<icux  théorèmes  de  M.  Bricard  sur  les  tan  sentes  communes  à 
deux  quadriques  (1910)]. 


(  2»3  ) 
assujettis  à  rester  dans  trois  plans   rectangulaires   est 
représentée  par  le*  équations 

pi=Kipip3,       pi=K*pzPu       />6=K3/>i/>2, 

compatibles  pour  K ,  -J-  K2  4-  K3  =  o.  IMultiplions  res- 
pectivement les  trois  équations  précédentes  par  yp(, 
l>i-  p»i  puis  par  trois  constantes  A,  B,  C  et  ajoutons;  il 
vient 

\.ptpi+  B/>2/>5—  Cp3p6  =  pip*p3( ,  AKj-h  BK2-f-  GK3); 

il  résulte  de  l'équation  précédente  que  la  congruence 
de  normales  considérée  au  paragraphe  1  appartient  aussi 
à  i\n  complexe  létraédral;  on  peut  prendre  pour  équa- 
tion de  ce  complexe 

|  K;—  K3)P\p<~-  <K3—  Ki)/>2/>5-H.Ki—  Kt)p3p6  =  o. 

La  surface  envisagée  par  M.  Darboux  jouit  donc  des 
propriétés  âe>  surfaces  dont  les  normales  sont  des 
lavons  du  complexe  tétraédral;  elle  peut,  en  particu- 
lier, être  considérée  comme  une  surface  telle  que,  sur 
chacune  des  faces  du  trièdre  trirectangle,  les  traces  de 
la  normale  et  du  plan  langent  correspondant  sont  pôle 
el  polaire  par  rapport  à-  une  certaine  conique. 


[R4aoJ 

SLR    LA   POULIE   FIXE; 

Par  M.  L.  ZORETTI. 


Un  passe  d'habitude  avec  une  grande  rapidité  dan» 
les  cours  de  statique  sur  les  conditions  d'équilibre  de 
la   poulie    fixe.    Pourtant,   précisément  à  cause   de  sa> 


(     «4     ) 

grande  simplicité,  celte  machine  simple  fournit  un 
excellent  exemple  à  propos  duquel  on  peut  aisément 
expliquer  un  certain  nombre  de  phénomènes  :  raideur, 
frottement,  adhérence  qui  sont,  pour  les  élèves,  et  pour 
tous  les  élèves,  parmi  les  plus  difficiles  à  saisir.  Elle  se 
prèle  également  à  des  expériences  d'une  grande  sim- 
plicité. 

I.  On  néglige  les  frottements.  —  1.  Négligeons  éga- 
lement la  raideur  et  le  poids  de  la  poulie,  de  la  corde  et 
de  la  chape  01.  Nous  sommes  donc  dans  les  conditions 
de  l'élude  élémentaire.  On  se  contente  d'habitude  de 

Fig.  t. 


dire  :  prenons  les  moments  par  rapport  à  O  sans  expli- 
quer de  quel  système  matériel  il  est  question.  Nous 
avons  ici  trois  systèmes  :  deux  solides,  la  chape  et  la 
poulie,  et  un  déformable,  la  corde.  Nous  pourrons  à  vo- 
lonté appliquer  à  l'un  quelconque  d'entre  eux  ou  à 
leur  réunion  les  conditions  d'équilibre  du  corps  solide, 
qui  sont  toujours  des  conditions  nécessaires  si  elles  ne 
sont  pas  suffisantes. 

Prenons  par  exemple  le  système  :  corde-poulie.  Les 
forces  extérieures  sont  :  i°  les  forces  P  et  Q  appliquées 
aux  extrémités  de  la  corde  (et  non  transportées  aux 
points  de  contact  comme  on  le  fait  sans  nécessité)  ;  2°  la 
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réaction  «le  la  chape  sur  la  poulie.  D'où  l'équation  des 
moments  qui  donne  P  =  Q.  Remarquons  tout  de  suite 
(|ue  les  frottements  de  la  corde  sur  la  poulie,  forces 
intérieures,  n'ont  pas  à  intervenir.  Dans  le  raisonne- 
ment c|iii  précède  il  n'est  donc  pas  nécessaire  de  les 
négliger. 

La  réaction  est  dirigée  suivant  la  bissectrice  des  deux 
directions  P,  Q,  et  a  pour  valeur  aPcosoc. 

Si  nous  considérons  maintenant  la  chape  01,  elle  est 
«ii  équilibre  sous  l'action  de  la  force  précédente  appli- 
quée en  O  et  de  la  réaction  du  crochet  I.  Ces  deux  forces 
sont  opposées.  Donc  la  chape  est  dirigée  suivant  la 
bissectrice  des  deux  directions  P  et  Q. 

2.  En  négligeant  toujours  les  frottements,  essayons 
de  faire  une  théorie  plus  complète  en  introduisant  les 
poids  de  la  poulie  et  de  la  chape.  Supposons  même  que 
la  poulie  ne  soit  pas  exactement  centrée  au  point  de 
vue  des  masses.  Son  poids  p(  est  appliqué  au  centre 
de  gravité  G  distinct  de  O.  On  ne  manque  pas  de  faire 
observer  que  ce  poids  agit  alors  comme  moteur  pen- 
dant un  demi-tour,  comme  poids  résistant  pendant  un 
demi-tour.  Or,  considérons  la  poulie  seule,  et  écrivons 
qu'elle  est  en  équilibre.  Les  forces  extérieures  sont  les 
réactions  de  la  corde  sur  la  poulie,  de  la  chape  sur  la 
poulie  el  le  poids  de  la  poulie.  Comme  on  néglige  les 
frottements,  les  réactions  sont  normales  à  la  surface  de 
li  gorge  qui  est  de  révolution;  elles  rencontrent  donc 
Taxe  O.  Donc,  le  moment  du  poids  par  rapport  à  O 
doit  éire  nul,  c'est-à-dire  que  le  point  G  est  sur  la 
verticale  «le  ().  Cela  paraît  assez  ('-tonnant  à  première 
vue  el  je  conseille  de  faire  réfléchir  les  élèves  à  ce  para- 
doxe. L'explication  en  est  d'ailleurs  aisée:  puisqu'on 
néglige  le   frottement,    la    corde   n'adhère   pas    sur  la 
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poulie;  celle-ci  tend  à  placer  son  centre  de  gravité  sur 
la  verticale  du   point  O,  et  ne  rencontre  de  la  part  de 
la  corde  aucun  obstacle  à  ce  déplacement. 

Le  raisonnement  du  paragraphe  7  subsiste.  On  a 
encore  P=Q.  Leur  résultante  dirigée  suivant  leur 
bissectrice  est  égale  à  2Pcos«,  et  ajoutée  au  poids  de 
la  poulie  elle  fait  connaître  la  réaction  Rdu  point  O. 

Considérons  maintenant  la  chape.  Elle  est  en  équi- 
libre sous  l'action  de  trois  forces  :  les  deux  réactions  K 
au  point  O,  IV  au  point  fixe  I  et  sou  poids  p2.  La  dé- 
termination soit  géométrique,  soit  par  le  calcul  de  sa 
position  d'équilibre  (en  considérant  comme  les  données 
du  problème  les  directions  des  forces  P  et  Q),  est  très 
aisée  :  dans  la  figure  OHGI,  on  connaît  les  direc- 
tions HG,  Hl,  HO  et  les  longueurs  OG,  GI.  La  figure 
est  donc  connue  en  grandeur,  et  par  suite  en  position 
puisque  la  droite  indéfinie  OH  est  donnée.  Le  calcul 
est  intéressant  à  faire  ;  je  me  contente  de  le  signaler. 

3.  On  peut  également  calculer  facilement  la  pression 
normale  de  la  corde  sur  la  poulie,  en  la  supposant  uni- 
formément répartie.  Si  l'on  appelle  p  la  pression  par 
unité  d'angle  au  centre,  on  trouve  qu'elle  est  égale  à  P. 

II.  On  tient  compte  des  frottements.  —  A.  Comme 
je  l'ai  fait  remarquer,  pourvu  qu'on  suppose  le  centre 
de  gravité  de  la  poulie  placéau  point  O,  rien  dansée  qui 
précède  ne  suppose  qu'il  faille  négliger  le  frottement 
de  la  corde  sur  la  poulie;  c'est-à-dire  que,  tout  en 
tenant  compte  de  ce  frottement,  la  condition  d'équi- 
libre reste  P  =  Q.  Or,  l'expérience  montre  qu'il  n'y  a 
pas  égalité  entre  la  puissance  et  la  résistance.  Il  est 
donc  intéressant  de  chercher  à  se  rendre  compte  de  la 
véritable  cause  de  ce  fait. 


(  2i7  ) 

Supposons,  pour  simplifier,  la  chape  supprimée  et 
l'axe  de  la  poulie  fixé  par  deux  tourillons  O  mobiles 
dans  deux  coussinets.  J'ai  déjà  remarqué  que,  pra- 
tiquement, si  le  mouvement  a  lieu,  la  poulie  tourne, 
entraînée  par  la  corde,  tandis  cpie,  si  nous  négligions 
le  frottement,  la  corde  devrait  glisser  sur  la  poulie  et 
celle-ci  resterait  immobile.  Donc,  pratiquement,  il  \  a 
glissement  des  tourillons  dans  les  coussinets;  et  il  se 
produit  ià  un  frottement  dont  nous  allons  lâcher  d'ap- 
précier l'importance. 

Supposons  que,  le  coussinet  étant  légèrement  plus 
grand  que  le  tourillon,  le  contact  entre  ces  deux  cy- 
lindres ait  lieu  suivant  une  seule  génératrice,  d'ailleurs 
inconnue.  Les  réactions  de  la  poulie  sur  les  appuis 
pourront  donc  se  réduire  à  une  force  unique  R  (s'il 
\  a  symétrie)  appliquée  au  point  de  rencontre  de  cette 
génératrice  et  du  plan  de  symétrie.  Supposons  que 
nous  soyons  dans  les  conditions  ordinaires,  c'est-à-dire 
considérons  Q  comme  donné,  et  augmentons  progres- 
sivement P  jusqu'au  moment  où  l'équilibre  va  cesser, 
en  supposant  qu'il  v  a  adhérence  de  la  corde;  par  suite 
la  cessation  de  l'équilibre  sur  les  tourillons  exige  que 
laforce  unique  R  précédente  ait  une  composante  lan- 
gentielle  «'gale  à  K/ et  opposée  au  mouvement  futur, 
f  étant  le  coefficient  de  frottement  statique  tourillon— 
coussinet.  Il  est  alors  facile  de  faire  le  calcul.  Soit  aa 
l'angle  de  P  avec  Q,  Jj  l'angle  de  R  avec  la  bissectrice 
de  l'angle  P,  Q.  Ecrivons  les  conditions  d'équilibre  du 
système  corde-poulie;  en  projetant  sur  cette  bissectrice 
nous  aurons 

,  |»  +  <>  l(.„sa  ~  |;  ,.,„;;       |;/,in3. 

Et)  projetant  sur  la  perpendiculaire 

I  P  -Q)sina=  Rsinp  —  Ft/cosp. 
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Et  en  prenant  les  moments  par  rapport  à  l'axe  O 

(P._Q)#.=  R/p. 


Fia.  2. 


2Pcos 


On  résont  facilement  ce  système  par  rapport  à  P,  [3 

et  R.  Posons 

f  =  tang© 


el  introduisons  l'inconnue 


nous  aurons 


(O 
Puis 


5-». 


P  ,:. 


sin(  ji  —  ©)  =  —  sin©  sin  a  . 


^  —  I  /  n  s 

: =  tane(  a  —  ©  )  cota, 

d'où  l'on  tire 

(  (  |  }  =  tanga  +  tang(ft  — ©^ 

tanga  —  tang(  p  —  ©)' 

Demandons-nous  maintenant  si,  dans  les  mêmes  con- 
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dirions  :   Q    donné,    V   croissant.    L'équilibre    pourrait 

être  rompu  par  un  glissement  delà  corde.  La  poulie  est 

alors   fixe.     Nous   sommes   dans    un   cas    bien    connu. 

I> 
l'équilibre  est    rompu   quand  -^-  =  A  atteint    la    valeur 

suivante 

,  ;,  X'=  e/'<*  2*  . 

/"  désignant  le  coefficient  de  frottement  corde-poulie. 
On  voit  donc  qu'il  v   aura   rotation  de  la  poulie  et 
;i(lli(;rence  de  la  corde  si 

tanga  +  tang(S-?)        e/,(1(_la, 
tanga  —  tang(  j3  —  o) 

et,  au  contraire,  il  y  aurait  glissement  de  la  corde  si 

t  a  ni;  a  —  tang(3 —  es)  ,,,      .   , 

■ 2J_l l_  >  ef  (n-Jai. 

tanga  —  tang(p  —  co) 

Il  est  facile  de  montrer  que  dans  les  cas  usuels  c'est 
la  première  inégalité  qui  est  satisfaite. 
Prenons  par  exemple 

/•  =  IOcl",  0  =    '."",  '), 

donc 


r         À 

et         lang'j  =  0.1 


(métaux  lubrifiés). 

On   trouve  aisément  m  =  V'43'  et  è3  —  cp  =  43',  pui; 

.        sin(a-H  fi  —  9) 

5in<  y.  —  '',    -  ïi  '   H' 

/    esl    donc    liés    \ oi sin   de  l'unité.    Calculons   au  con- 
traire /.  .   (  )n  a 

logX'=/'(ir  — 2«)loge, 
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d'où  l'on  tire 

/. '  =  3 , 7  environ. 

11  est  intéressant   de   faire  l'expérience  et  de  déter- 
p 
miner  le  rapport  ^-  dans    les  deux  cas.  On  se  placera 

dans  le  second  en  calant  la  poulie  de  façon  à  empêcher 

sa  rotation. 

Il  est  intéressant  de  montrer  également  que  le  rap- 

P 

port  -r-  qui  produit  le  roulement  est  supérieur  au  nombre 

trouvé,  ce  qui  montre  l'influence  de  la  raideur  de  la 
corde  qu'on  a  négligée. 

Il  est  facile  de  se  placer  dans  des  conditions  expéri- 
mentales telles  que  l'inégalité  (5)  ait  lieu,  au  lieu  de 
l'inégalité  (4).  Il  suffira  de  diminuer  le  second  membre, 
en  remplaçant  la  corde  par  une  courroie  avec  un  enduil 
pour  diminuer  /'.  On  augmentera  le  premier  membre 
au  contraire  en  prenant  un  gros  tourillon  avec  bande 
de  roulement  en  cuir,  en  corde  ou  en  bois  (ce  qui  aug- 
mente f  et  ^  U  Le  coussinet  sera   également  en  bois, 

mouillé  de  préférence.  On  peut  prendre  o  =  r.  Le  coef- 
ficient f  atteint  o,b"8.  Dans  ces  conditions,  les  deux 
membres  de  l'inégalité  sont  sensiblement  égaux  pour 
y.  =  oo°.  En  augmentant  a,  on  modifiera  peu  le  pre- 
mier membre  et  notablement  le  second  au  contraire. 
On  pourra  donc  voir  se  produire  les  deux  faits  et,  en 
variant  les  conditions,  montrer  l'influence  des  diffé- 
rents facteurs  sur  le  rapport  A. 

Remarquons  que  le  premier  membre  (comme  le 
second)  diminue  quand  a  augmente.  Sa  dérivée  a,  en 
effet,  le  signe  de  p2sin2œ —  r-  (')  qui  est  négatif  (au 

(  '  ;   l'osons  [3  —  ç  =  8  et  ■:  sin  »  =  ra;  on  a  donc 
si n  0  —a  sin  a, 


■■'•'  ) 

moins  si  l'on  vent  que  s/).  Mais  le  second  membre 
diminue  pins  vile. 

démarquons  encore  que  pour  x  =  o,  on  a  [3  =  ce. 
L'expression  (2)  de  À  n'a  plus  de  sens.  Mais  on  a  di- 
rectement 

X  —  1  siivj 

X  -+- 1  —  '      /•    ' 

ce  qui  permet  encore  de  calculer  a. 


CORRESPONDANCE. 


M.  E.-N.  Barisien.  —  Sur  un  problème  de  progressions. 
Connaissant  les  sommes  S|,  S2,  S3  des  termes,  des  carrés 
des  termes  et  des  cubes  des  termes  d'une  progression  aritlt- 
mé tique,  reconstituer  la  progression. 

On  sait  que  si  a  est  le  premier  terme  de  la  progression,  r  la 
raison  et  n  le  nombre  des  terme»,  on  a 

e            .             .        n  (  n  -+■  1  ) 
in      :>,=  /*(#  —  r)-\ ■ /•, 

Hi  =  n(a  —  /•)*-+-«( n -+■  i)r(a  —  r)+  -^  ri(h-+-  i)(a/n-i), 

..      3«(n+i) 
(3;     S3=  n(a—  r)3-\ ; -ri  a—  !•)» 

nfn  +  i)l2n-i-ii     ,  .        n2  (  n  •+■  1  )2    , 

H /•*'(  a  —  /•)  -i ; '• 


l.i  dérn ée  a  le  ~i^ne  de 

0'  sin  2  a  —  sin  2  6  ; 
or  on  a 

cos  0.0'  =  a  COS  a, 

<•(  la  dérivée  a  le  signe  île 

«  cos  a  sin  22.  —  eus  ';  sin  2  0, 
(  1 1 1  de 

a  sin  a  cos:a —  sin  0  COS3 G  —a  (rt2  —  1)  sin3  a. 
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Si  l'on  éliminait  a  et  /•  ou  plutôt  (a  —  r)  et  /•  entre  ces  trois 
équations,  on  aurait  une  équation  en  n  du  16e  degré. 

Le  problème  parait  donc  insoluble. 

Voici  cependant  des  formules  que  nous  croyons  inédites  et  qui 
ramènent  le  problème  au  second  degré.  On  trouve  les  relations 

i  i  »  n*S3— 3/iStSi^-aSf  =  o, 

•  5  i  r*n*(n*  —  t)  =  ia(/iSs—  S|), 

(6)  „=S*-r(n-l\ 

n  a 

L'équation  (4)  qui  est  du  second  degré  en  n  a  ses  deux  racines 
positives,  mais  on  ne  prendra  que  celle  qui  numériquement 
donnera  un  entier.  Connaissant  n,  on  aura  la  raison /*  par  (5),. 
c'est-à-dire 

2  v/3(  n  S-)  —  S'j) 
n  \/n 2  —  i 

El  ensuite  la  relation  (6  )  donnera  a  en  fonction  de  n  et  /•. 

M.  L.  Klug.  —  Le  théorème  de  la  question  2183  (1910, 
p.  Ï28)  a  déjà  été  publié  par  Steiner.  Voir  Journal  de  Crelle, 
t.  30,  p.  271-272,  ou  Gesamnielte  Werke,  t.  II,  p.  342. 
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Épreuve  théorique.  ■ —  Une  tige  homogène  AB  de  lon- 
gueur xa  se  meut  dans  un  plan  horizontal  et  tous  ses 
éléments  sont  attirés  proportionnellement  à  la  masse  et  à 
la  distance  par  un  point  fixe  O  de  ce  plan.  L'extrémité  A 
est  assujettie  à  décrire  un  cercle  fixe  de  centre  O  et  de 
rayon  R  tracé  dans  le  même  plan. 

1"  Mouvement  de  la  barre  quand  le  point  A  peut  décrire 
Utilement  le  cercle.  Cas  particulier  du  repos  initial  avec 
\\  =  a.  Construire  la  trajectoire  du  milieu  de  la  barre 
ditits  ce  cas. 
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>'    Mouvement    de    la    barre    en    supposant   que    \  soit 

assujettie    à   de, -rire   le  cercle  avec  une  vitesse  angulaire 
constante  o<  donnée. 

Il  n'y  a  pas  de  frottements. 

ÉPREUVE  PRATIQUE.  —  A.OB  est  une  ti^e  pesante  homogène 
pliée  en  smi  milieu  de  façon  à  former  l'angle  6. 

A  l'instant  initial,  le  plan  AOB  est  vertical,  le  point  O 
est  immobile  et  les  deux  points  A  et  B  ont  des  vitesses  x  et  3 
perpendiculaires  à  ce  plan. 

Le  solidt  étant  ainsi  lancé,  calculer  sa  force  vue,  une 
sec  onde  après  l'instant  initial.  (Juin    1910.  ) 

Caen. 

Épreuve  théobique.  —  Un  gyroscope  est  constitué  à  l'aide 
d'un  solide  de  révolution  homogène  pesant,  S,  dont  l'axe  A 
est  supporté  à  l'aide  d'une  chape  G.  La  chape  G  est  un 
solide  homogène  pesant  constitué  par  trois  grands  cercles 
identiques  Ci,  C2,  G3,  orthogonaux  deux  à  deux  et  appar- 
tenant a  une  même  sphère;  l'axe  A  est  l'intersection  des 
plans  des  deux  cercles  Ci  et  G2,  et  le  centre  de  gravité  de 
la  chape  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  du  gyroscope. 

On  imprime  au  solide  S  une  rotation  initiale  w  autour 
de  son  axe  et  par  rapport  à  la  chape  ;  on  pose  le  gyroscope 
sans  autres  vitesses  initiales  su/-  un  plan  horizontal  fixe  : 
le  contact  avec  le  plan  est  un  point  du  cercle  G3,  et  ce 
cercle  est  maintenu  dans  un  plan  vertical  par  des  appuis 
fixes. 

On  accroche  en  un  point  du  cercle  G3  un  poids  P.  Etudier 
le  mouvement  du  gyroscope.  Indiquer  le  sens  du  mou- 
vement relativement  au  sens  de  la  rotation  10.  Examiner 
si  l'on  peut  supprimer  les  appuis  du  cercle  C:i. 

ÉPRBl  m:  PRAl  [Ql  1:.  I  'ne  plaque  pesante  est  abandonnée 
sans  vitesses  initiales  sur  un  plan  incliné'  sur  lequel  elle 
glisse  sans  frottement.  A  un  instant  quelconque  on  place 

sur  la  plaque   uni-  masse  pesante  A.  sans  vitesse  relative 
ment  an  plan  incliné. 

1"  l.e  mouvement  de  la  plaque  sera-t-il  altéré  si  l'on 
suppose  que  la  masse  A  peut  glisser  sans  frottement  sur 

cette  plu, /ne  '.' 
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a°  On  suppose  la  niasse  A  liée  à  la  plaque  et  Von 
demande  de  calculer  la  perturbation  produite  dans  le 
mouvement  de  la  plaque. 

On  suppose  que  la  /nasse  A  soit  infiniment  petite  pat- 
rapport  à  celle  de  la  plaque  et  assimilable  à  un  point 
matériel,  et  l'on  se  borne  à  calculer  les  parties  principales 
des  perturbations.  (Juin  1910.) 

Epreuve  théorique.  —  Un  cône  G,  homogène,  pesant,  de 
révolution,  et  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  égal 
à  45°,  est  suspendu  par  son  sommet  à  un  point  fixe. 

Le  cône  G  s'appuie  sur  un  cône  fixe  identique  de  même 
sommet,  d'axe  vertical,  et  sur  lequel  il  glisse  et  tourne 
sans  frottement. 

i°  Déterminer  le  mouvement  du  cône  C,  les  conditions 
initiales  étant  quelconques. 

1"  Le  cône  G  étant  au  repos,  on  accroche  sur  ce  cône  un 
poids  P,  assimilable  à  un  point  ;  trouver  le  mouvement  que 
prend  te  cône  C. 

Epreuve  pratique.  —  Un  tube  cylindrique,  homogène, 
pesant,  et  de  révolution,  repose  sur  un  plan  horizontal 
qu'il  touche  tout  le  long  d'une  génératrice. 

On  place  à  l'intérieur  du  tube,  sans  vitesse  initiale,  un 
poids  P,  assimilable  à  un  point,  et  dont  la  masse  est  égale 
à  celle  du  tube.  Le  poids  P  est  supposé  placé  dans  une 
situation  infiniment  voisine  de  la  génératrice  de  contact, 
et  dans  le  plan  perpendiculaire  à  cette  génératrice  mené 
par  le  centre  de  gravité  du  tube. 

Calculer  approximativement  le  mouvement  que  prend 
le  tube  sur  le  plan  horizontal  et  le  mouvement  du  point  P 
dans  le  tube.  On  néglige  l'épaisseur  du  tube  et  les  frotte- 
ments. (Novembre  1910.) 

Dijon. 

ÉPREUVE  théorique.  —  Equations  de  Lagrangc.  Equa- 
tions canoniques  d'Ilamilton.  Stabilité  de  l'équilibre. 
Théorèmes  de  Lejeune-Dirichlet  et  de  Liapounoff. 

ÉPREUVE  pratique.  —  Un  cylindre  circulaire  homogène 
pesant  est  mobile  autour  des  extrémités  de  son  axe  supposé 
vertical.   Ce  cylindre  porte  sur  la  surface  extérieure  un 
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canal  infiniment  miner  qui  a  la  forme  d'une  hélice  et 
cette  hélice  fait  deux  spires  sur  le  cylindre.  On  abandonne 
sans  vitesse  à  la  partie  supérieure  du  canal  une  bille 
pesante  qui  le  parcourt  et  tombe.  On  demande  la  vitesse 
de  rotation  que  possède  alors  le  cylindre  supposé  primiti- 
vement immobile. 
Données  : 

Poids  du  cylindre ikg 

Hauteur  du  cylindre im 

Kayon  de  base o,n,  3o 

Poids  de  la  bille ioos 

g 9m,  8 1 

(  Juillet   1910.  1 

Grenoble. 

Éprkuve  THÉORIQUE.  —  Un  cylindre  circulaire  droit  ho- 
mogène S  est  posé  sur  un  plan  II  parfaitement  poli.  Il 
est  soumis  à  un  système  de  forces  données  D. 

i°  Former  par  deux  méthodes  différentes  les  équations 
différentielles  du  mouvement  de  S  lorsque  D  est  quelconque. 

>"  Intégrer  ces  équations  dans  les  deux  cas  particuliers 
suivants  : 

a.  D  est  une  force  constante  en  grandeur,  direction  et 
sens,  appliqué  au  centre  G  de  S  ; 

b.  D  est  un  couple  dont  le  plan  est  parallèle  à  II  et  dont 
le  moment  est  une  fonction  connue  de  l'angle  ^  que  fait 
l  axe  (1  ;  du  cylindre  avec  un  axe  Oy  tracé  dans  le  plan  II. 

/  xprimer  que  la  section  droite  de  S  passant  par  le 
centre  roule  et  pivote  sans  glisser  sur  le  plan  II.  Du  résultat 
obtenu  déduire  les  conditions  auxquelles  le  dyname  D 
doit  satisfaire  pour  que  l'absence  de  glissement  supposée 
réalisée  a  l'instant  initial  persiste  pendant  tout  le  mou- 
nt   ultérieur. 

Notations  :   M,  masse  du  cylindre; 

A.  =  B,  C,  moments  principaux  d'inertie  relatifs  au 
centre  G  ; 

\,  »-,,  R,  coordonnées  de  G  par  rapport  à  //uns  axes  0$, 
Ot,,  o:.  Us  deux  premiers  étant  situés  dans  il; 

<?,  angle  d'un   rayon  1,  ,    du  cylindre  avec  OÇ. 

On  donne  \\  par  les  projections   \.    \.  Z  de  sa  résultante 

Ann.  de  Halhémat.,  ',-  série,  1.  M.  1  Mai  1911.)  1 .3 
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de  translation  sur  0£,  Orn  OÇ  et  par  ses  moments  résul- 
tants suivants  :  1  par  rapport  à  G£  parallèle  à  OÇ  mené 
par  G,  v  par  rapport  à  Gz  axe  du  cylindre,  \j. par  rapport 
à  la  perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites. 

Epreuve  pratique.  —  Dans  un  plan  vertical  fixe,  un 
point  matériel  pesant  M,  de  masse  m,  est  relié  à  un  point 
fixe  0  par  un  fil  élastique  de  masse  négligeable.  La 
tension  du  fil  en  I\l  est  supposée  proportionnelle  à  l'excès 
r —  l  de  la  longueur  r  du  fil  sur  une  longueur  fixe  l;  la 
tension  serait  d'ailleurs  mk  pour  un  allongement  r — / 
égal  à  l'unité. 

in  Déterminer  la  position  d'équilibre. 

2°  Etudier  les  petites  oscillations  (au  voisinage  de  cette 
position  d  éq ui libre  ). 

3"  Etudie/-  les  petites  oscillations  lorsqu'aux  forces  pré- 
cédentes s'ajoute  une  résistance  opposée  à  la  vitesse,  pro- 
portionnelle à  cette  vitesse  et  égale  à  moi  pour  une  vitesse 
égale  à  l'unité. 

On.  désigne  par  6  l'angle  que  fait  OIW  avec  la  verticale 
descendante .  (Juillet  iyio.) 

Epreuve  THÉORIQUE.  —  Une  circonférence  homogène  peut 
tourner  sans  frottement  autour  d'un  de  ses  diamètres  qui 
est  vertical  et  fixe. 

Un  point  matériel  pesant  est  mobile  sans  frottement  sur 
la  circonférence. 

i"  Former  les  équations  du  mouvement  du  système, 
indiquer  leur  intégration,  déterminer  la  réaction  exercée 
pur  la  circonférence  sur  le  point.  On  ne  demande  aucune 
discussion. 

2°  On  suppose  en  second  lieu  que  la  circonférence 
exerce  sur  le  point  une  résistance  opposée  à  la  vitesse  du 
point  par  rapport  à  la  circonférence  et  proportionnelle  à 
cette  vitesse.  Déterminer  les  équations  du  mouvement  du 
système  et  les  intégrer  dans  le  cas  où  le  point  reste  voisin 
de  la  position  d'équilibre,  sa  vitesse  étant  petite. 

Paramètres  :  tp,  angle  du  plan  de  la  circonférence  d'un 
plan  vertical  fixe;  0,  angle  du  rayon  aboutissant  au 
point  eb  de  la  verticale  descendante. 

ÉPREUVE   PRATIQUE.    —   Un  cercle  homogène  de  rayon  a. 


(  "7  > 

ilf  musse  m,  mobile  dans  un  plan  horizontal  fixe ,  vient 
heu /ter  intérieurement  une  circonférence  fixe  <i  de  ce 
plan.  ,le  rayon  \\  >  a.  sur  laquelle  il  ne  peut  que  rouler 
sans  glisser  Celte  liaison  est  sans  frottement  et  persiste 
après  le  cime. 

Trouver  le  mouvement  suivant  le  choc,  sachant  qu'im- 
médiatement avant  le  choc  la  vitesse  du  centre  G  du  cercle 
a  pour  projections  XV  sur  le  rayon  I  ./•  et  sur  la  tangente  \y 
à    la    circonférence    G,    et    que   la    vitess  ■  angulaire   de 

rotation  <Iu  cercle  est  oj. 

<>/t  demande  de  tramer  aussi  la  perte  de  force  vive,  la 


percussion  de  réaction  et  la  réaction  exercée  par  G  sur  le 
cercle  dans  le  mouvement  suivant  le  choc. 

Application  numérique.  -■■  Le  rayon  R  est  de  i"1.  le 
rayai  a  de  idm,  le  poids  du  cercle  de  iks.  Immédiatement 
avant  le  choc,  le  cercle  tourne  autour  de  son  centre,  la 
vitesse  correspondant  èi   100  tours  par  minute. 

(  Novembre  1910,  ; 

Lille. 

I.nuivi.  rnÉoHiQUK.  —  I.  Équations  générales  du  mou* 
vement  d'un  corps  solide,  rapportées  à  des  axes  mobiles 

d'une  manière  quelconque.  <>,,  examinera  successivement 
le  cas  où  l'origine  des  axes  mobiles  est  fixe  dans  le  corps. 

et   celui  OÙ   '  lie   ne   l'est  pas. 

Il      appliquer  les  résultats  pièce, lents  a  la  détermination 

du    mouvement    ,1  une   sphère  homogène   pesante  a  surface 
parfait,  ment     lu-ueuse.     ,/,,,'    roule    sans    glisser    Sur    une 

S/   ll<   le     /,'  ,  ,    . 
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III     Un  cerceau  circulaire  de  masse  m  est  posé  sur  un 

soi  iiorizontal ;  un  point  matériel  de  masse  i/  -r  m  est  fixé 

à  l'extrémité  d'un  rayon  horizontal  et  abandonné  sans 
vitesse.  Le  coefficient  de  frottement  du  cerceau  et  du  sol 

est  /(,—  -•  Le  cerceau,  initialement,  roulera-t-  il  ou  glis- 

sera-t-il  sur  le  sol? 

Epreuve  pratique.  —  Expliquer  la  règle  donnée  par 
Halphen  pour  déterminer  géométriquement  les  éléments 
du  déplacement  hélicoïdal  équivalent  à  deux  déplacements 
hélicoïdaux  successifs  donnés. 

Exécuter  l'épure  avec  les  données  suivantes  : 

Pour  le  premier  déplacement,  l'are  A\  est  une  verticale 
ascendante,  ta  rotation  est  de  3o°  et  se  fait  de  gauche  à 
droite,  la  translation,  descendante,  est  de  6cm. 

Pour  le  deuxième  déplacement,  l'axe  A2  est  de  front, 
montant  vers  la  droite,  incliné  de  45"  sur  Ai,  distant  de  A^ 
de  4"",  en  avant;  la  rotation  est  de  6o°  et  se  fait  de  gauche 
à  droite;  la  translation,  ascendante,  est  de  6"". 

{L'épure  sera  accompagnée  d'une  légende  explicative.) 

(Juillet    1910.) 

ÉPREUVE  THEORIQUE.  —  I.  Calculer  les  expressions  des 
composantes  de  l'accélération  d'un  point  mobile  dans 
l'espace  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire  et  suivant  le 
rayon  vecteur  allant  du  point  à  la  projection  ortho- 
gonale 12  d'une  origine  fixe  O  sur  le  plan  oscillateur  à  la 
trajectoire.  Les  mettre  sous  la  forme 

///-  1      /  dh-         h*    dq 


/'■■? 


1     / dh*        h"1   dq*  \ 
■>pl       ds         pp    ds  J 


OÙ  p  est  le  rayon  de  cou/bure,  q  la  distance  Oi2,  r  et  />  les 
distances  de  12  au  point  mobile  et  à  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire, h  le  moment  de  la  vitesse  par  rapport  à  12  et 
s  l'arc  de  la  trajectoire. 

II.  Etudier  le  mouvement  d'une  toupie  sur  un  plan 
horizontal  parfaitement  rugueux,  dans  les  conditions 
initia  les  suivantes  : 


.„,.    ei  =  o,    fo  =  *\/jz>    ir0=(3*-,j^/Il 


(  aa9  ) 
les  composantes  de  la  rotation  instantanée  étant 

p  —  8'sin  vr  —  o'sin  8  cos  T. 
tf  =  8' cos  lI'  +-  tp'sin  8  sin  lIr, 
r  =  W' -+-  co'  c<>~ f>  : 

P  est  le  poids,  l  la  distance  du  centre  de  gravité  à  la 
pointe,  \  et  C  les  moments  équatorial  et  axial  relatifs  à 
la  quinte. 

{près  avoir  déterminé  0  en  fonction  du  temps,  on  fera 
le  calcul  explicite  de  tp  et  de  XV. 

Épreuve  pratique.  —  Une  barre  homogène  AA,  de 
masse  im  est  suspendue  par  ses  extrémités  à  deux  fils  sans 
niasse  dr  même  longueur  l  attachés  à  deux  points  fixes  0 
et  Oj  ;  ces  deux  points  0  et  0\  sont  au  même  niveau  et  l'on 
a  00|  =  AA|.  En  A  et  A|  sont  attachés  deux  pendules 
simples  AM  et  \|M|  de  même  longueur  l  et  de  même 
masse  m.   L'ensemble  est  mobile  dans  un  plan  vertical. 

/l'apporter    les    petits    mouvements    île     l'ensemble    au 


s\stéme  des  coordonnées  normales.*»/  calculer  les  périodes 
des  oscillations  correspondant  à  ces  coordonnées. 
Prendre  l  —  iom,  g  —  9,808  m  :  sec2. 

Novembre  1910.) 

Lyon 

Êprblvk  TMKoKioi  k.  —  Une  barre  AI!  homogène,  pesante, 

infiniment   mince,  est  fixée  par  son  extrémité  A   en  un 

point   fixe    autour   duquel    elle    peut    tourner    librement. 

f  ton  autre  extrémité  V-  est  attaché  un  fil  sans  masse  dont 

l'autre  extrémité  <1  est  fixe.  La  droit,'  \Gdes  deux  points 

Jircs  fait  un   angle  <j uel coinj ne  g  avec  l'hoiizon. 

1  ■  / .'//  supposant  d'abord  le  fil  inextensible  et  de  longueur 
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fixe  R,  on  demande  de  trouver  le  mouvement  du  système 
en  le  supposant  placé  à  l'instant  initial  dans  un  plan 
quelconque  P  passant  par  AC,  et  lancé  à  partir  de  cette 
position  avec  une  vitesse  quelconque,  de  manière  cependant 
que  le  fil  soit  et  reste  d'abord  tendu.  Discuter. 

i"  En  supposant  en  second  lieu  le  fil  élastique,  l'intensité 
de  la  tension  du  fil  aura  pour  expression  K'2(r — R), 
dans  laquelle  K-  est  un  coefficient  constant  de  proportion- 
nalité, R  la  longueur  du  fil  non  tendu,  et  r  la  valeur,  à 
l'époque  quelconque  t,  que  prend  cette  longueur  par  suite 
de  la  tension  à  cette  époque.  On  demande  de  reconnaître 
si  l'équation  de  d'Alembert  et  les  équations  de  Lagrange 
sont  encore  applicables  sous  leur  forme  ordinaire.  Dire 
comment  il  faut  les  modifier,  et  établir  complètement  les 
équations  qui  remplacent  celles  de  Lagrange  dans  ce 
nouveau  cas. 

Eprei  vk  PRATIQUE.  —  Les  côtés  adjacents  d'un  quadri- 
latère plan  et  convexe  Xx  Y$i  R.\  sont  égaux  deux  à  deux  et 
de  longueur  constante  :  At  A  =  AR  =  c:  A|  Pi  =  R,  R  =  d. 
Les  sommets  At  et  R,  restent  fixes.  Lorsque  les  angles 
varient,  le  côté  AR  se  déplace  et  entraine  dans  son  mouve- 
ment un  plan  mobile  P  qui  glisse  sur  le  plan  ^i  du  qua- 
drilatère. 

i°  Trouver  le  lieu  du  centre  instantané  de  rotation 
dans  V\  et  dans  P. 

■2"  Ces  deux  lieux  sont  des  limaçons  de  Pascal,  ayant 
respectivement  pour  points  doubles  X{  et  R.  Démontrer  que 
si  les  tangentes  au  point  double  sont  réelles  pour  l'un  des 
limaçons,  elles  sont  imaginaires  pour  l'autre. 

3"  Soit  G  un  point  du  plan  P  invariablement  lié  à  Ali  et 
soit  T  sa  trajectoire  sur  P|.  On  trace  dans  P  le  vecteur  CB' 
équipollent  à  RRi  et  l'on  construit  les  triangles  C\  \\  R|  et 
(  Ai'  G'  semblables  à  CAR  et  semblablement  orientés.  Montrer 
que  lorsque  G  décrit  T  la  droite  B' G'  conserve  une  longueur 
constante  et  que  ses  extrémités  se  déplacent  sur  des  cercles 
de  même  rayon,  ayant  pour  centres  les  points  R)  et  G|  du 
plan  fixe. 

4"  Trouver  les  roulettes  du  mouvement  ainsi  défini  par 
le  déplacement  de  B'G'.  (Juillet    1910.) 

Eprei ye  THÉORIQUE.       /.tant  donnée  une  hélice  tracée  sur 
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un  cylindre  de  révolution  d'axe  vertical  pris  pour  axeOz 
dirigé  vers  le  haut,  <>n  considère  la  surface  S  engendrée 
par  une  demi-droite  qui  se  meut  de  manière  que  son  extré- 
mité restant  toujours  sur  0  z  auquel  elle  est  constamment 
perpendiculaire .  elle  s'appuie  en  même  temps  sur  l'hélice. 
Cette  surface  étant  supposée  réalisée  matériellement,  on 
choisit  les  axes  Ox  et  Oy  fixes  de  sorte  qu'une  surface  X 
identique  à  S  mais  fixe  et  coïncidant  avec  S  à  l'époque 
initiale  t  =  o  ait  pour  équations 

:r==pcosx,         ^=:psina,  z  =  h  s.. 

où  p  et  t  sont  deux  paramètres  arbitraires,  mais  p  restant 
positif  ainsi  que  la  constante  h. 

Quant  et  S.  nous  la  supposons  animée  d'un  mouvement 
de  rotation  uniforme  autour  de  Oz  en  sens  contraire  de 
celui  des  a  croissants,  la  valeur  absolue  de  la  vitesse 
angulaire  étant  désignée  par  w.  Cela  posé,  un  point 
matériel  pesant  M  est  astreint  éi  se  mouvoir  sans  frottement 
sur  celte  surface  sur  laquelle  il  est  lancé,  et  t  =  o,  dans  le 
sens  des  a  croissants  et  de  manière  qu'on  ait  à  ce  moment 

d  x  dz 

dt  dt 

la  position  initiale  étant  donnée  par  a  =  o,  p  =  p,  >  o. 

Intégrer  autant  qu'on  le  pourra  et  étudier  le  mouvement. 
On  appliquera  la  théorie  du  mouvement  d'un  point  sur 
une  surface  variable. 

BpRBOVB  PRATIQUE.  —  Un  point  matériel  est  sol  licite  par 
une  force  variable  F ,  parallèle  à  une  direction  fixe  D;  il 
est  soumis,  en  outre,  à  une  résistance  K  dirigée  en  sens 
contraire  de  la  vitesse. 

/  M  la  position  du  point  à  un  instant  donné  t.  et  soit 
M\  la  longueur  de  la  corde  du  cercle  de  courbure  de  la 
trajectoire  en  M  menée  parallèlement  à  la  direction   D. 

1"  Montrer  que  la  vitesse  du  point  M.  à  l'instant  t.  est 
égale  en  grandeur  à  celle  qu'il  aurait  si.  partant  du 
repos,  il  avait  parcouru,  dans  le  vide,  un  chemin  égal  au 
quart  de  MV  sous  I  ac/ion  d'une  force  constante,  en  gran- 
deur et  en  direction,  et  égale  à  la  râleur  de   F  a  l'instant  t. 

2°  La  trajectoire  étant  donnée  par  son  équation  y  =  ©(a?), 
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on  demande  de  déterminer  la  loi  de  variation  de  la  résis- 
tance  R,  en  supposant  connue  la  loi  V  —  f(x)  suivant 
laquelle  varie  la  force  F.  (Novembre  1910.) 

Marseille. 

ÉPKKUVK  THÉORIQUE.  —  Une  plaque  rectangulaire  et 
homogène  OABC  est  mobile  autour  de  sa  diagonale  OC. 
Le  point  0  est  fixe  et  la  diagonale  OC  est  assujettie  à 
rester  dans  un  plan  horizontal . 

Etudier  le  mouvement  de  ce  système. 

A  l'origine  la  droite  OC  est  immobile,  la  plaque  est 
horizontale  et  elle  tourne  autour  de  OC  avec  une  vitesse 
angulaire  iou.  La  masse  de  la  plaque  est  M.  Le  r>'>té  <)B  du 

rectangle  est  2,  le  côté  OA  est  2  \J>.. 

On  indique ,  et  il  est  inutile  de  le  vérifier,  que  l'ellipsoïde 
d'inertie  de  la  plaque  relativement  au  point  <  I  est 

—  [4^2-f-  3iy--+-  36z-  —  2  \Jixy\  =  1, 

quand  on  prend  pour  are  des  x  la  diagonale  OC  et  pour 
axe  des  y  la  perpendiculaire  à  OC  menée  dans  le  plan  de 
la  plaque  du  même  côté  que  OA  par  rapport  à  OC. 

Solution. 

Soient  trois  axes  fixes  OXYZ  dont  OZ  est  vertical  et 
trois  axes  mobiles  dont  Oz  est  normal  à  la  plaque,  Ox  est 
suivant    la   diagonale   OC    et    Oy   dans  le  plan   de  la   plaque. 

Suit  <F'  l'angle  XOx  et  8  l'angle  ZO~. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  la  relation 

(1)        46'*-+- (3a -h 4  cos*8)V*— av/âO'Vsinfl  =  /,w2. 

La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par 
rapporta  l'axe  fixe  OZ  est  constante  et  l'on  a 

(i)  (32  +  4  cos* 6 )*!<•'—  i/â.sin6.ô'=  o. 

De  (l)  et  (2)  on  tire 

M  -,       As  -;_  nôs*8  „..       J~i     sinO.O' 


et  V  = 


0  i    8  +  cosl8 
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Puisque  0'  ne  s'annule  jamais,  la  plaque  tourne  toujours 
dans   le    même   sens   en    allant    du    minimum   to0   de   8'  à  son 

,  Ai  .    •        i 

maximum  w0  4  /  — •  >  de  sorte  que  la  vitesse  de  rotation  autour 
de  OC  est  presque  constante.   La  durée  de  la  révolution  est 

>.  TT  2  7T         /63 

cmiprise  entre  —  et  —  i  /  —  • 
w0        w0  y    04 

W'  changeant  de  signe  avec  0,  le   mouvement  de  Ox  est 

1— 

oscillatoire.  On  a  Wt  =  —  arc  tang  ¥—-  =  environ  6°,  pourl'am- 

4  '     1 

[ilitude.  Le  maximum  de  W  (en  valeur  absolue)  a  lieu  quand 

wc 

la  plaque  est  verticale.  Donc  W  varie  entre  o  et =  et    par 

3  y/56 

suite,  la  plaque  tourne  autour  de  OC  d'un  mouvement  presque 

uniforme  et  OC  oscille  autour  du  point  O  sans  que  sa  vitesse 

1   •        1  •                w  0  ■  '  11         i-i 

angulaire  dépasse  ou   environ  —  w0  et  I  amplitude   est 

1  3/56  ™  F 

d'environ  6°. 

KiMii.i  vk  puatique.  —  En  un  point  O  d'un  plan  incliné 
on  attache  un  fil  élastique  de  masse  négligeable  à  l'extré- 
mité duquel  on  place  un  point  pesant  P.  Construire  gra- 
phiquement la  vitesse  et  la  trajectoire  de  ce  point. 

Le  plan  fait  avec  l'horizon  un  angle  dont  le  sinus 
est  0,7..  La  longueur  du  fil  à  l'état  naturel  est  de  10e"1. 

A  l'origine  du  temps  le  point  P  est  sans  vitesse,  le  fil  est 
horizontal  et  il  n'est  pas  tendu. 

Le  fil  s'allonge  proportionnellement  à  sa  tension  et  il 
doublerait  de  longueur  sous  l'action  d'une  tension  égale 
au  poids  du  point  I'. 

On  fera  deux  dessins  sur  deux  feuilles  séparées  avec  des 
intervalles  de  temps  égaux  pour  l'un  à  -^  de  seconde  et 

pour  l'autre  à  jg.  On  se  bornera  à  une  oscillation  simple. 

(Juin    1910.) 

ÉPREUVE    THEORIQUE.    —    Un    plan   vertical  zOA    tourne 

autour  tle  la  verticale  Oz  avec  une  vitesse  constante   m. 

lutour  du  point  fixe  A,  et  dans  le  plan  «OA,  peut  tourner 

une  plaque  rectangulaire  homogène  dont   le  centre  de 

gravi tr  est  en  A. 


(  *H  ) 

i°   Trouver  les  positions  d'équilibre  relatif  de  la  plaque 
et  examiner  si  elles  sont  stables  ou  instables. 


Zt 


i"  Etudier  le  mouvement  de  la  plaque  en  supposant 
qu'il  l'origine  des  temps  la  plaque  ait  son  grand  côté 
horizontal  et  qu'elle  ait,  dans  le  plan  ^OA,  une  vitesse 
relative  égale  à 


\/l 


■2—bl 


en  appelant  a  et  b  les  longueurs  des  côtés. 


Prenons  pour  kx  et  ky  les  axes  de  symétrie  de  la  plaque 
et  pour  kx\  et  A^t  des  axes,  l'un  horizontal,  l'autre  vertical, 
dans  le  plan  .sOA.  Nous  aurons,  pour  un  angle  0  entre  ces 
axes, 

a?,  =  x  cos6  — y  sin0. 

Aux  forces  réelles,  ajoutons  la  force  d'entraînement  et  la 
force  centrifuge  composée,  toutes  deux  changées  de  signes. 
La  dernière,  normale  au  plan  zOA,  n'interviendra  ni  dans 
l'équilibre  ni  dans  le  mouvement.  Soit  d  la  distance  de  A  à  Oz. 
La  force  d'entraînement  pour  un  point  est  mu^d  -+-  miu!r|. 
Les  forces  mta^d  ont  une  résultante  passant  en  A  qui  est  fixe. 
Il  suffit  d'exprimer  que  la  somme  des  moments  des  forces 
nii-)"xt  par  rapport  à  A  est  nulle.  On  obtient 


U)2sin6  cosO  M 


Donc  pour  l'équilibre,  il  faut  6  =  o  ou  0  =  -•  Si  l'on  prend  6 
très  petit  et  si  l'on  a  a  >  b,  le  signe  de  la  somme  des  moments 


(  2.35  ) 

montre  que  8=0  correspond  à  la  stabilité.   De  même  8  =  — 

correspond  à  l'instabilité. 

l'mir  étudier  le   mouvement,   le   théorème  des  forces  vives 
donne 


dh  /a*  -  b>        n 

-—  =  10  i  /  — - —  cos't 

dt  \    a*  -f-  6* 


en  tenant  compte  des  conditions  initiales.  On  voit  que  6  croit 

à  partir  de  zéro  et  tend  vers  —  en  mettant  un  temps  infini. 
1  2 

Éprbvvk  prvtiqi  e.  —  Un  point  de  masse  ;jl  est  soumis  à 
/'action  d'une  force  constante  en  grandeur,  mais  variable 
en  direction.  La  grandeur  de  la  force  est  égale  à  1 4 4 
dans  le  système  C.  G.  S.  La  direction  de  la  force  varie 
uniformément  et  fait  un  tour  par  seconde.  La  vitesse 
initiale  du  point  est  nulle. 

Donner,  pendant  une  seconde,  par  un  graphique  appro- 
ximatif et  sans  aucun  calcul,  la  représentation  de  l'hodo- 
graphe  et  celle  de  la  trajectoire  du  point  en  prenant  des 
intervalles  de  temps  égaux  à  ,'v  de  seconde. 

On  expliquera  le  dessin  dans  une  copie. 

1  (  octobre   1910.) 

Montpellier. 

Épreuvr  THÉORIQUE.  —  La  base  inférieure  d'un  cylindre 
de  révolution,  homogène  et  pesant ,  peut  se  déplace/-  sa/is 
frottement  sur  un  plan  horizontal  fixe.  Le  rayon  de  base 
et  la  hauteur  du  cylindre  sont  égaux  à  im.  Sur  la  suif  ace 
latérale  du  cylindre  est  fixé  un  tube  creux,  de  section 
infiniment  petite,  dans  l'intérieur  duquel  peut  glisser 
sans  frottement  un  point  M  ayant  même  poids  que  le 
cylindre.  Le  tube  a  la  forme  d'un  arc  d'hélice  ayant 
pour  origine  un  point  \  de  la  base  inférieure  du  cylindre, 
et  pour  extrémité  un  point  \\  de  la  base  supérieure  ;  les 
méridiens  du  cylindre  qui  passent  par  \  et  l!  sont  rectan- 
gulaires; un  mobile  qui  décrirait  l'arc  \lî,  en  se  dirigeant 
de  \  vers  B,  ton  ruerait  dans  le  sens  direct  autour  de  la 
verticale  ascendante  dirigée  suivant  l'axe  du  n  lindre. 

Le  cylindre  étant  au  repus,  le  point  M  est  abandonné 
sans  vitesse  en  B,  dans  le  tube, 


(   «36  ) 

i°  Calculer  le  temps  que  mettra  le  point  M  pour  arriver 
en  A. 

i°  Déterminer  le  déplacement  du  cylindre  pendant  le 
même  temps. 

Epreuve  pratique  (Mécanique;.  —  Une  plaque  de  fer 
infiniment  mince  et  homogène  a  la  forme  d'un  segment 
de  cercle.  Le  rayon  du  cercle  et  la  corde  du  segment  sont 
égaux  à  im.  La  densité  du  fer  est  7,6 

Calculer  le  moment  d'inertie  de  la  plaque  par  rapport 
au  centre  du  cercle.  (Juillet   1910.) 

Epreuve  théorique.  —  Une  plaque  circulaire  infiniment 

mince,  homogène  et  pesante,  est  invariablement  liée  à  une 
tige  rectiligne  dépourvue  de  masse,  qui  est  perpendiculaire 
à  son  plan  et  passe  par  son  centre.  Le  solide  ainsi  constitué 
est  mobile  autour  d'un  point  fixe  situé  sur  la  tige. 

1"  Etablir  les  équations  du  mouvement,  les  conditions 
initiales  étant  quelconques. 

■i"  Étudier  le  mouvement  dans  le  cas  particulier  où,  à 
l'époque  initiale,  la  tige  est  immobile,  tandis  que  le  solide 
tourne  autour  de  cette  tige  avec  une  vitesse  angulaire 
donnée  u>. 

Épreuve  pratique.  —  Une  barre  rectiligne,  homogène  et 
pesante ,  faisant  avec  l'horizon  l'angle  6,  est  abandonnée 
sans  vitesses  initiales  dans  un  plan  vertical  fixe.  Lorsque 
l'extrémité  inférieure  de  la  barre  vient  choquer  un  plan 
horizontal  fixe,  le  centre  de  gravité  est  animé  de  la 
vitesse  v.  La  barre  et  le  plan  horizontal  sont  parfaitement 
élastiques. 

Quelle  valeur  faut-il  donner  à  l'angle  8  pour  que  la 
valeur  de  la  vitesse  angulaire  de  la  barre  immédiatement 
après  le  choc  soit  maximum  ? 

Quel  est,  lorsque  8  a  cette  valeur,  le  mouvement  initial 
de  fa  barre  après  le  choc?  (Novembre  1910.) 

Poitiers. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Un  disque  circulaire  homogène 
posé  sur  un  plan  incliné  P  descend  le  long  d'une  ligne  de 
plus  grande  pente  de  ce  plan  sous  l'influence  de  son  poids. 


(  **i  ) 

<>n  suppose  que  le  plan  est  assez  rugueux  pour  empêcher 
tout  glissement  du  disque.  Le  roulement  du  dist/ue  s 'effec- 
tuant dans  un  plan  vertical,  montrer  que  l'accélération 
de  son  centre  est  égal  aux  j  de  l'accélération  que  prend/ait 
un  point  matériel  glissant  sans  frottement  le  long  d'une 
Italie  de  plus  grande  pente  d'un  plan  parallèle  au  plan  P. 

On  négligera  le  frottement  de  roulement. 

II.  La  partie  supérieure  d'une  courroie  sans  Jin  flexible, 
inextensible  et  d'épaisseur  négligeable,  repose  sur  un 
cylindre  de  révolution  à  axe  horizontal ',  tandis  que  l'autre 
partie  pend  librement.  On  suppose  la  courroie  en  équilibre 
dans  un  plan  vertical  perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre 
et  l'on  donne  le  rayon  R  du  cylindre  ainsi  que  l'angle  <p 
de  la  verticale  avec  le  rayon  du  cylindre  qui  aboutit  à 
l'un  des  points  A,  B  où  la  courroie  entre  en  contact  avec 
le  cylindre. 

On  demande  de  calculer  : 

i"  La  longueur  de  la  courroie  ; 

•2"  La  distance  OD  de  l'axe  du  cylindre  au  point  le  plus 
bus  I  »  de  la  courroie. 

Epreuve  pratique.  —  Une  tige  homogène  cylindrique 
pesante  de  masse  m  et  de  longueur  la  effectue  de  petites 
oscillations  autour  de  son  extrémité  A.  Soit  T  la  durée 
d'une  oscillation  double. 

<>n  soude  "  l'autre  extrémité  H  et  de  façon  que  les  axes 
coïncident  une  autre  tige  homogène  pesante  de  masse  m' 
et  <l<-  longueur  >.l>.  Soit  T"  la  durée  d'une  oscillation 
double  du  pendule  ainsi  constitué . 

T'— T 

Calculer    le    rapport  — — —  de    l'accroissement    de    la 

de  à  la  période  primitive, 
l-.'n  donner  une  explication  simplifiée  quand  m'  est  petit 
par  rapport  à  m . 

Faire  le  calcul  et  se  rendre  compte  de  l'approximation 
obtenue  quand 

m  =  5oo6  ;  ni  =  ios  ; 

ia  =  ioocm;  >.b  =  20e"'. 

(Juillet    1910.) 


(  238  ) 

Rennes. 

Epreuve  théorique.  —  F.  Equilibre  et  mouvement  relatifs 
à  la  surface  de  la  Terre. 

II.  Une  barre  horizontale  A  B  tourne  uniformément 
autour  de  la  verticale  \z  du  point  A  avec  une  vitesse 
angulaire  w.  Une  seconde  barre  BC,  homogène  et  pesante 
est  articulée  en  B  avec  la  première.  Etudier  sommairement 
le  mouvement  relatif  de  cette  seconde  barre,  qui  reste 
constamment  dans  le  plan  \i\z.  On  suppose  qu'il  n'y  a 
pas  de  frottement .  Déterminer  les  positions  d'équilibre 
relatif  en  distinguant  l'équilibre  stable  de  l'équilibre 
instable.  Etudier  les  mouvements  infiniment  petits  dans 
les  différentes  hypothèses.  Calculer  la  réaction  en  B. 

La  densité   linéaire  de  la  barre  BC  est  égale  à  l'unité. 

On  posera  AB  =  a,  BC  =  b,  et  l'on  désignera  par  0 
l'angle  de  BC  avec  la  verticale  descendante. 

Épreuve  pratique.  —  Un  disque  circulaire  vertical  non 
homogène  est  assujetti  à  rouler  sans  glisser  sur  une 
horizontale.  Déterminer  la  durée  des  petites  oscillations 
du  disque  dans  le  voisinage  de  la  position  d'équilibre 
stable.  (Juin    1910. ) 

ÉPREUVE  théorique.  —  I.  Equilibre  d'un  milieu  continu 
déformable.  Répartition  des  efforts.  Equations  générales 
de  l 'équilibre. 

II.  On  considère  une  chaîne  pesante,  homogène,  parfai- 
tement flexible,  de  grosseur  négligeable.  Celte  chaîne  est 
disposée  sur  une  table  horizontale  de  façon  qu'une  partie 
AB  pende  verticalement  et  que  la  partie  horizontale  BC 
soit  rectiligne  et  perpendiculaire  au  bord  de  la  table. 
Cette  partie  horizontale  glissant  sur  la  table  éprouve  un 
frottement  proportionnel  à  la  pression  normale. 

i"  Etablir  les  conditions  d'équilibre. 

f."  Etudier  le  mouvement  quand  il  a  lieu,  en  supposant 
que  la  partie  horizontale  glisse  dans  sa  direction  et  que 
la  portion  pendante  reste  verticale. 

3"  Calculer  dans  le  cas  du  mouvement  comme  dans 
celui  de  l'équilibre  la  tension  de  la  chaîne  en  chacun  de 
ses  points. 


(  *3g  ) 

Nota.  En  B  /»'  profil  du  bord  de  la  tahle  est  arrondi 
suivant  un  quart  de  cercle  de  rayon  très  petit.  On  su/>- 
posera  d'abord  le  frottement  nul  sur  la  portion  arrondie, 
et  l'on  examinera  ensuite  les  modifications  à  introduire 
dans  les  formules  pour  le  cas  où  le  coefficient  de  frottement 
sur  cette  portion  serait  le  même  que  sur  la  partie  hori- 
zontale de  la  table. 

Épreuvk  PRATIQUE.  —  Moment  d'inertie  de  la  section 
'droite  d'une  poutrelle  en  acier  en  I  par  rapport  à  l'axe 
perpendiculaire    à    la    lame,   passant   par    le    centre   de 

gravité. 

.....         i 56  x  254 

Dimensions  en  millimètres — : • 

nx  12 

Le  moment  d'inertie  sera  exprimé  en  centimètres  cari  es. 

(  Novembre  1910.  ; 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


2154. 

1910,  p.  2 


On  donne  un  cercle  C  de  centre  O  et  de  rayon  l\  et  un 
point  fixe  A.   tel  que  OA  =  —  •    On   considère  toutes   les 

ellipses  qui  ont  le  cercle  ('.pour  cercle  orthoptique  et  qui 
passant  pur  \ . 

Montrer  que  : 

1"  Ces  ellipses  enveloppent  une  ellipse  ; 

■1"  Le  lieu  de  leurs  sommets  se  compose  de  deux  cercles; 

V  Le  lieu  de  leurs  foyers  se  compose  de  deux  lemniscates 
d    Bernoulli.  E.-N.  Barisien. 

SOLUTION, 
Par   M .   L.  Klug. 

1  Soient  B  le  symétrique  de  \  par  nippon  à  O,  S  et  S' les 
points  de  rencontre  de  AU  avec  le  cercle  donné.  Soil  encore 
^D  la  tangente  en  A  à  l'une  des  ellipses  variables  consi- 
dérées I.  I  lette  ellipse  passe  en  B  et  sa  tangente  en  ce  point 
esl  BG  parallèle  à  \l>.  En  outre,  si  VD  et  BG  rencontrent 
respectivemenl  en  Del  G  le  cercle  donné,  DG  est  perpendi- 
culaire à    \l»  et  BG.   DG  est  «lune  tangente  à  l'ellipse  (E), 


(   *4<>  ) 
puisque  le  cercle  donné  est  son  cercle  orthoptique.  Si  I  est  le 
point  de  contact,  OG  doit  passer  par  le  milieu  de  Bl.  OG  est 

G 


donc  parallèle  à  AI;  de  même  OD  est  parallèle  à  BI.  On  voit 
donc  que  l'ellipse  (E)  touche  au  point  F,  l'ellipse  fixe  ayant 
pour  foyers  A  et  B  et  pour  grand  axe  SS'.  C'est  l'enveloppe 
cherchée. 

i°  Soit  x  la   longueur  du  demi-diamètre  de(E),  conjugué 
de  AB.  On  a,  par  le  théorème  d'Apollonius, 


d'où 


x--±-  OA    =  somme  des  cariés  des  demi-axes  de  (E) 
=  R*  =  2ÔÂ2, 

A'  =  OA. 


Ainsi  AB  est  un  des  deux  diamètres  conjugués  égaux  de  (  E ). 
Soient  alors  M  un  des  sommets  de  cette  ellipse,  <i>  l'angle  que 
fait  OM  avec  OA.  Si  ON  est  un  demi-axe  perpendiculaire 
à  OM,  on  doit  avoir 


0\l~-f-  ON 
OM 

ON 


R2, 

±  tan;;  çp, 


d'où 


Rsin 


OM   =±  liens;.  ON  = 

Les  points  M  et  N  décrivent  donc  les  deux  cercles  ayant 
pour  diamètres  OS  et  OS'. 

3"  Soit  F  un  foyer  de  (E),  supposons-le  porté  par  l'axe  OM. 
On  a 

Ô~F  "  =  Ô~M 2  —  Ô~N 2  =  R*  cos  1  'i  ; 

ce  qui   montre  que   le   point  F  décrit  une  lemniscate  de  Ber- 
noulli,  de  foyers  A  et  A'. 
Autres  solutions  par  MM.  Abhamescc,  R.  Bouvaist  et  H.  Lez. 


(  a4i   ) 
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RECHERCHES  GÉOMÉTRIQUES  SI  II  LES  NORMALES 
A  UNE  PARABOLE  ISSUES  |)'Ui\  MÊME  POINT; 

Par  M.  J.   PLANE. 


Dans  cctle  Note,  à  laquelle  j'ai  été  amené  par  la 
recherche  d'une  solution  géométrique  de  questions 
proposées  dernièrement,  sur  ce  sujet,  dans  les  Nou- 
velles  Annales,  je  me  propose  surtout  de  faire  une 
.  unie  d'ensemble  sur  les  propriétés  des  triangles  ins- 
crits el  circonscrits  à  une  parabole  aux  trois  pieds  des 
normales  issues  d'un  même  point.  Ceci  m'a  conduit, 
dans  les  débuts  du  travail  tout  au  moins,  à  retrouver 
un  certain  nombre  de  propriétés  bien  connues  (dues  à 
Steiner  entre  autres).  Aussi  dans  I  impossibilité  où  je 
suis  de  citer  les  noms  de  ions  les  auteurs  originaux  je 
prie  le  lecteur  de  considérer  bien  inoins  la  nouveauté 
des  propriétés  que  j'établis  que  celle  des  démonstra- 
tions. 

Pour  faciliter  la  lecture,  de  cette  Note,  je  ine  suis 
efforcé  de  conserver  toujours  le>  mêmes  notations.  Je 
désignerai  en  particulier  partoP,  toQ,  <o Ries  normales 
issues  d'un  point  io  à  une  parabole  (Il  ),  par  ABC  le 
triangle  circonscrit  à  (Il )  aux  points  P,  Q,  \\  ;  x,  [i.  y; 
st|,  (3,,  y,  les  points  où  ses  côtés  coupent  Taxe  et  la 
tangente  au  sommet  de  (H),  et  d'une  façon  générale 
par  K  .  k",  K '"'  les  projections  d'un  point  quelconque  K 
sur  l'axe,  la  tangente  au  sommet  et  la  directrice  de  (II). 

Ann.  de  Mat  hé  mat ,,  \'  série,  t.  XI.  (Juin  ign.)  10 
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1.  Triangle  circonscrit.  —  I.  Les  s vmétriq nés  des 
normales  wP.  toi),  u)R  par  rapport  an  foyer  F  de  (II) 
sont  les  perpendiculaires  .élevées  de  a,  j,  v  aux  cotés 
BC,  CA,   AB  (fig.  0.  Elles  se  coupent  en   (o,   symé- 

Fig.   ï. 
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trique  de  tu  par  rapport  à  F.  oj»i  est  par  suite  sur  le 
cercle  circonscrit  à  ABC,  la  droite  de  Simpson  corres- 
pondante étant  l'axe  de  (II).  Mais  le  foyer  F  est  aussi 
sur  ce  cercle,  la  droite  de  Simpson  correspondante 
étant  la  tangente  au  sommet. 

Ces  deux  droites  sont  rectangulaires,  d'après  une 
propriété  connue  et  d'ailleurs  facile  à  établir  géomé- 
triquement; F  etoj,  sont  donc  diamétralement  opposés 
sur  le  cercle  circonscrit;  par  suite  : 

Le  centre  O  du  cercle  circonscrit  à  ABC  est  V ho- 
mologue  'lu  point  <•>  dans  une  hornothélie  de  centre  F 
et  de  rapport Son  rayon  est  OV. 

2.  Une  droite  de  Simpson  est  équidislante  de  l'or- 
tliocentre  et  du  point  qui  lui  a  donné  naissance  ;  donc  : 
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L*  orthocentre  H  du  triangle  ABC  est  le  pied  sur 
la  directrice  du  diamètre  de  (II)  passant  par  10. 

3.    La  droite  OH  coupe  l'axe  en  un  point  G  tel  que 

OG  _  OF        i 

OH  "Ow~3; 
donc  : 

Le  centre  de  gracile  G  du  triangle  ABC  est  sur 
l'axe. 

On  sait  que  la  distance  du  centre  de  gravité  G  d'un 
triangle  à  une  droite  est  le  tiers  de  la  somme  algé- 
brique des  distances  des  trois  sommets  à  la  même 
droite,  donc  : 

Lu  somme  algébrique  des  distances  des  points  A, 
B,  C  a  l'axe  est  nulle. 

i.  La  première  proposition  énoncée  nous  montre 
que  : 

Les  médiatrices  du  triangle  ABC  restent,  quand 
(<>  varie,  normales  à  une  même  parabole  (II,),  homo- 
thétique  de  <II>  par  rapport  au  foyer,  le  rapport 
d'homothétie  étant 

■2 

•i.    Elle  nous  montre  encore  immédiatement  que: 

Le  miliru  I  de  BC  es/  fixe  lorsque  to  décrit  la  nor- 
malV  toP,  c'esi  le  miliru  fie  -/-/,. 

(  )n  rn  conclut  que  si,  avec  les  axes  ordinaires,  les 
coordonnées  de  P  son!  (a?,  y)  relie*  du  point  I  sont 

x  <     y 

2  J  , 

et  comme 

j2  =  >px, 
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on  en  lire 

y   -       s  'r  • 
el  par  suite  : 

Le  lieu  des  milieux  des  côtés  du  triangle  VBC 
lorsque  w  varie  est  une  parabole  (II2)  déduite  de  (II) 

par  homothétie  par  rapport  au  sommet  S  et  dans  le 

i 
rapport  —  -• 

6.  Les  milieux  des  côtés  BC,  CA,  AB  coïncident  res- 
pectivement avec  ceux  de?  segments  aa,,  33 , ,  yy, , 
donc,  en  vertu  d'une  propriété  bien  connue  : 

A,  B,  C  et  par  suite  H  sont  sur  une  hyperbole 
équilatère  (H)  ayant  l'axe  et  la  tangente  au  som- 
met pour  asymptotes. 

(Je  dois  cette  démonstration,  plus  simple  que  celle 
que  j'avais  d'abord  fournie,;)  l'amabilité  de  M.  Bricard 
qui  a  bien  voulu  me  faire  l'honneur  de  revoir  mon  tra- 
vail.) 

Le  centre  de  celte  hyperbole  (H)  est  le  sommet  S 
de  (II),  donc  : 

Le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC  passe 
par  le  sommet  S  de  la  parabole  (II). 

IL  Triasgle  inscrit.  —  7.  Le  milieu  de  QR  et  le 
point  A  sont  sur  une  parallèle  à  l'axe,  donc 

2PP'=  £AA'. 
d'où  : 

La  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  de  deux 
triangles  inscrits  et  circonscrits  à  une  parabole  aux 
m  ('mes  points  est  parallèle  à  Vaxe. 

En  particulier  : 

Le  centre  de  gravité  G|  du  triangle  PQR  est  sur 
l'axe. 
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Il  va  mieux,  on  a 

PP'=S«=  — (CC*    -BB"). 

S  PP '  =  —  <SA.V 

et 

SG.  =  -  -iSG. 

/.,•  centre  de  gravité  G,  du  triangle  PQR  est  ho- 
mothétique par  rapport  au  sommet  S  et  dans  le  rap- 
port—  j.  du  centre  de  gravité  G  du  triangle  ABC. 

S.   On  a 

QQ'+  RK'=  —  PP'=  P,I', 

P,  étant  symétrique  de  P  par  rapport  à  l'axe. 

Les  milieux  de  SP,  et  de  QR  sont  sur  un  même  dia- 
mètre, SP,  et  QR  sont  donc  parallèles,  autrement  dit 
SP  et  QR  sont  antiparallèles  par  rapport  à  l'axe  et, 
d'après  une  propriété  connue,  le  quadrilatère  PQRS 
est  inscriptible. 

Le  cercle  circonscrit  au  triangle  PQR  passe  peti- 
te sommet. 

S).   Proposons-nous  de  chercher  son  centre  O,. 

Ce  cercle  et  le  cercle  de  diamètre  Aïo  ont  pour  axe 
radical  QR.  O,  est  donc  le  milieu  du  segment  qui 
joint  (<)  au  point  de  rencontre  <oa  des  perpendiculaires 
abaissées  de  \,  H,  C  sur  leurs  polaires. 

Mais  \<<).2  par  exemple  est  parallèle  à  l'A  .  Kn  effet 
FA  est  perpendiculaire  à  la  tangente  à^ll^au  pied 
sur  celte  courbe  du  diamètre  passant  par   \. 

De  plus  \ll,  parallèle  à  Fa,,  est  parallèle  à  DV", 
D  étant  le  pied  de  la  directrice;  donc  {fig.  i) 


(I   ou 


TTv7  : 
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L'homothâlique  de  A.w2  par  rapport  au  foyer  et 
dans  le  rapport  —  2  passe  par  H;  donc  {fig.  1)  : 

Le  centre  O,  c/w  cercle  circonscrit  à  PQR  C5i  /e 
milieu  du  segment  10  io2,  (o2  e7«n/  homothétique  de  H 

yoar  rapport  à  F  (rapport  —  -  )•  Son  rayon  est  O,  S. 

10.  Connaissant  a>  on  saura  donc  construire  d'une 
façon  très  simple  les  points  O,  G,  H,  O,,  G,  et  par 
suite  aussi  l'orthocentre  H,  de  POR. 

Fie.  ■>.. 
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Ces  constructions  se  résument  dans  la  figure  1  où 

FÔJ  —  2  FÏÏ  =  o,  FÎT  -+-  2  F  u>2    =0, 

gh-^2Gô  =  o,       g7h7  +  2G7Ô7=o, 

SG!  -f-  2SG  =  o; 
O,  H,  et  (o2  sont  sur  une  même  parallèle  à  Taxe. 

11.  Le  paragraphe  S  a  un  corrélatif  qu'il  suffit  de 
citer: 

Les  côtés  PQ,  PR  découpent  sur  l'axe  de  la  para- 
bole un  segment  qr  dont  le  milieu  J  est  fixe  quand 
(o  décrit  o)P.  C'est  le  milieu  .1  de  SP'.  L'enveloppe 
de  PJ  quand  P  varie  est  une  parabole  (I1'2). 
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<  )d  peut  ajouter  (|ue  : 

Quand  a)  décrit  uP,  QR  antiparallèle  à  SP  se  déplace 
parallèlement  à  lui-même. 

111.  Applications.  —  12.  La  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'un  triangle  inscrit  [ou  circons- 
crit )  à  une  parabole  (II)  soit  tel  que  les  normales 
à  <  in  au.i  sommets  {ou  aux  points  de  contact) soient 
concourantes  est  que  son  centre  de  gravité  soit  sur 
l'axe. 

En  ellét  considérons  simultanément  les  triangles  ABC 
et  PQR  circonscrit  et  inscrit  à  (II  )  aux  mêmes  points 
I',  Q,  1».  Si  le  centre  de  gravité  G  de  ABC  est  sur  l'axe, 
celui  G,   de  PQR  y  est  aussi  (§  7)  et  réciproquement. 

En  conservant  les  notations  de  la  figure  i  on  a  donc 

tir-  bb'+  cc=-aa'=-QQ'  +  rr'  =  EEL  =  «lS. 

2  1 

1  est  donc  le  milieu  de  aa,  et,  si  O  est  le  centre  du 
cercle  circonscrit  à  ABC,  les  normales  à  (II)  aux  points 
P,  Q,  R  concourent  en  o>  sur  OF  tel  que  O  to  =.  30F. 

Cette  condition  néces-saire  est  donc  aussi  suffisante. 

13.  Le  fo\er  F  n'est  évidemment  pas  un  point  quel- 
conque du  cercle  circonscrit  à  ABC. 

Proposons-nous  de  rechercher  quelles  sont  les  para- 
boles inscrites  dans  un  triangle  donnée  ABC  et  telles 
que  les  normales  aux  points  de  contact  soient  concou- 
rantes. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en 
soit  ainsi  esl  <pie  l'axe  de  la  parabole  passe  par  le 
centre  de  gravité  G  de    Mit  !. 

>oii  F  le  fojer  d'une  telle  parabole  |  fie,  3). 
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Le  théorème  de  Poncelet  nous  indique  que 


FAC  =  BAG'. 


Mais 


FAG  =  FAC  +  GAG, 
AGF  =  GAG'  =  GAB  +  BAG' =  FAG  -+-  GAB 
en  grandeur  et  sens,  donc 

FA.G  —  AGF  =  GAG  -  GAB  =  const. 
I^e  point  F  se  trouve  donc  sur  une  hyperbole  équila- 
Fie.  3. 


1ère  de  diamètre  AG,  le  diamètre  conjugué  faisant  avec 

AG  un  angle   égal   à  GAG  —  GAB.    La  tangente  en  A 
est  donc  la  symédiane  du  triangle  ABC. 

Cette  hyperbole  est  donc  bien  déterminée,  elle  coupe 
le  cercle  circonscrit  à  ABC  en  trois  points  F,  F,,  Fs 
autres  que  A  et  qui  répondent  à  la  question.  Ces  points 
sont  évidemment  sur  les  hyperboles  analogues  passant 
par  B  et  C;  donc  : 

Etant  donnés  un  triangle  ABC  et  G  son  centre  de 
gravité,  les  hyperboles  équilatères  ayant  pour  dia- 
mètres AG,  BG,  CG  et  tangentes  respectivement  en 
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\.  B,  C  aux  sy médianes  de   ^.BG,  font  /><triit>  d'un 
même  faisceau  dont  les  sommets  autres  que  G  sont 
sur  lecercle  circonscrit. 

Ces  sommais  F,  l\ ,  Fa  sont  /es  foyers  des  trois 
seules  paraboles  inscrites  dans  ARC  et  telles  que  les 
normales  aux  points  de  contact  soient  concourantes. 

Les  points  F,  Ft,  F2,  G  forment  un  groupe  ortho- 
centrique;  G  est  par  suite  V orthocentre  du  triangle 

ff,f2; 

<  lel  le  dernière  partie  permet  de  construire  facilement 
F,  Fa  connaissant  F  el  ABC.  Si  S  est  le  deuxième 
point  île  rencontre  de  YG  avec  le  cercle  circonscrit 
i  A  l!(l.  F,  Fa  est  perpendiculaire  au  milieu  de  GS. 

1  i.  La  même  question  se  pose  dans  le  cas  des  tri- 
angles inscrits  : 

Quelles  sont  les  paraboles  circonscrites  à  un  triangle 
donné  PQR  et  telles  que  les  normales  en  P,  Q,  R 
soient  concourantes. 

Nous  rechercherons  les  sommets  de  ces  paraboles. 


Soit  S  un  tel  sommet  {jig.  \  >,  il  est  sur  le  cercle  cir- 
conscrit à   PQR   el   une  de  ses  propriétés  caractéris- 
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tiques  est  que  SG,  (axe  de  la  parabole)  est  bissectrice 

de  L'angle  PSP,,  SP,  étant  parallèle  à  QR. 

Soit  F  le  point  où  SG,  coupe  le  cercle  circonscrit. 

Par  hypothèse 

PF  =  FP,. 
mais 

SQ  =  R?,, 
donc 

PF  —  SQ  =  FR         ou         PQ,  FG,=  PF,  PR. 

F  est  donc  le  foyer  d'une  parabole  inscrite  dans  PQK 
et  telles  que  les  normales  aux  points  de  contact  soient 
concourantes  :  c'est  l'un  des  points  F,  F,,  F2  du  para- 
graphe précédent;  d'où  : 

Etant  donné  un  triangle  PQK  il  existe  trois  para- 
boles et  trois  seulement  circonscrites  à  PQR  et  telles 
que  les  normales  en  P,  Q,  R  soient  concourantes  ; 
leurs  trois  sommets  S,  S,,  S2  sont  sur  le  cercle  cir- 
conscrit à  PQR.  Ce  sont  les  inverses  des  points  F, 
F,,  F 2  dans  l'inversion  de  centre  G,  qui  transforme 
ce  cercle  en  lui-même.  Le  triangle  quils  forment 
a  donc  le  point  G,  pour  centre  du  cercle  inscrit. 

Remarquons  d'ailleurs  que  si  R  est  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  à  PQR,  O,  son  centre,  le  rayon  /•  du  cercle 
inscrit  à  SS,S2  est  donné  par  la  relation  d'Euler 

Ô7ÔÎ=  R2—  »Rr, 

15.  On  aurait  pu  arriver  au  même  résultat  d'une 
autre  façon. 

Soit  S  un  des  sommets  cherchés.  Menons  par  G,  la 
parallèle  à  QR  qui  coupe  SP  en  R.  SG,  étant  bissec- 
trice de  PSP,  le  triangle  SKG,  est  isocèle.  S  se  trouve 
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donc  sur  une  strophoïde  de  pôle  P,  de  point  double  G( 
ayant  pour  directrice  la  parallèle  à  Qll  menée  par  Gt. 
Tout  point  de  reneoutre  de  cette  strophoïde  et  du 
cercle  circonscrit  (autre  que  P  et  les  points  cycliques) 
est  d'ailleurs  un  point  S  cherché.  Il  y  a  donc  trois  som- 
mets S,  S(,  So,  situés  sur  le  cercle  circonscrit  et  sur  trois 
strophoïdes  analogues  à  la  précédente. 
D'ailleurs  : 

Le  triangle  formé  par  les  trois  points  de  rencontre 
de  deux  strophoïdes  avant  même  point  double  a  ce 
point  double  pour  centre  du  cercle  inscrit. 

11  suffit  pour  le  voir  de  transformer  par  inversion 
par  rapport  au  point  double  commun.  Les  deux  stro- 
phoïdes se  transforment  en  hyperboles  équilatères  et  le 
triangle  transformé  a  le  point  double  comme  orlho- 
centre. 

16.  Problème.  —  Construire  les  trois  normales  à 
une  parabole  (II  >  donnée,  issues  d'un  point  donné  ce, 
connaissant  l'une  d'elles. 

Les  résultats  précédents  nous  permettent  d'en  donner 
une  solution  très  simple. 

Soit  uP  la  normale  connue  (fig.  i).  On  a  immédia- 
tement un  côté  PBC  du  triangle  circonscrit.  On  a  aussi 
le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  d'où  deux  sommets  B 
et  G,  les  normales  inconnues  sont  donc  les  normales 
à  (II)  aux  points  de  contact  de  (fi)  avec  les  tangentes 
Issues  do  B  et  G. 

Gette  construction  n'est  possible  que  si  OF  >  Ol. 

Si  (  H  =  OF,  B  et  G  sont  confondus  en  I,  le  troisième 
sommet  A  est  sur  (II)  et  confondu  avec  Q  et  R,  w  est 
alors  le  centre  de  courbure  de  la  parabole  en  A. 


(    252    ) 

17.  Dans  ce  cas  nous  voyons  (fig.  5)  que  : 

Etant  donnés  une  tangente  Paa,  (juelconque  à  la 
parabole,   I  le  milieu  de  aa,,   PQ  sa  polaire  : 

Le  cercle  circonscrit  à  QFI  est  tangent  en  I  à  Paa,; 

Le  cercle  circonscrit  à  PQS  est  tangent  en  Q  à  (II); 

Le  point  de  rencontre  u)  des  normales  en  P  et  Q 
à  (fi)  est  le  centre  de  courbure  de  cetle  courbe  en  (,). 


Fie.  5. 
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On  peut  en  déduire  la  construction  bien  connue  du 
centre  de  courbure  to  en    un  point  Q  d'une  parabole. 

En  effet  si  o),  est  symétrique  de  co  par  rapport  à  F,  il 
est  sur  le  cercle  circonscrit  à  QFI  et  diamétralement 
opposé  de  F,  FQ  est  donc  perpendiculaire  sur  Qto(; 
d'où  : 

Le  centre  de  courbure  <•>  en  un  point  Q  d'une  pa- 
rabole s'obtient  en  menant  par  le  foyer  F  la  per- 
pendiculaire à  QF  qui  coupe  la  normale  en  Q  au 
milieu  M  de  Qto. 

18.  La  droite  PQ  est  d'ailleurs  la  polaire  de  I  par 
rapport  à  (Ilj  mais  d'autre  part  le  lieu  de  1  est  une  para- 
bole {W-i)    (§  5),   l'enveloppe  de    sa    polaire    est    une 
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parabole  i  II  j  i  et  en  considérant  des  points  particuliers 
on  voit  que  : 

V enveloppe  des  cordes  joignant  les  pieds  des  nor- 
males à  une  parabole  (  U)  issues  des  différents  points 
de  sa  développée  est  une  parabole  (II',)  homothé- 
titjue  de  i.  II  I  par  rapport  au  sommet  S  le  rapport 
d'/iomothétie  étant  —  8. 

On  peut  d'ailleurs  établir  directement  cette  propo- 
sition . 

Si  I,  est  le  pied  sur  (II)  du  diamètre  passant  par  1 

(.».  5)  on  a 

PP' 
1,1',  =II'=—  • 

4 

Dans  une  parabole 

Mi 

— — i  =  const.  : 

Mi 

donc 

mais 

SI',  =—  SI,.         SP'=2SJ; 
donc 

SJ  =—  8SIa. 

PQ  enveloppe  donc  bien  la  parabole  (II2)  annoncée. 

19.    On    a    vu    d'une    façon   générale    (§     12)     que 

\  \    =  Sa,.   Ici  on  a  donc 

pp. 

QQ        ^a,  =  —  — -. 
2 

Soient  /'.  -/.  r  les  rentres  de  courbure  de  (II)  en  I'. 
Q,  l!  ;  />!',.  yQ,,  rR,  les  deuxièmes  normales  à  la 
parabole  issues  de  p.  '/,  r  ;  on  a 

PP' 


donc 
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EPiP',  = SPP'=  o. 


Le  centre  de  gravilé  du  triangle  Vf  Q,  K,  est  donc  sur 
Taxe  ;  par  suite  : 

Les  secondes  normales  à  (II)  issues  des  centres  de 
courbure  de  cette  courbe  en  P,  Q,  R  concourent  en 
un  même  point. 

20.  Comme  cas  particulier  du  problème  résolu  au 
paragraphe  16  on  voit  qu'on  saura  toujours  construire 
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les  normales  à  (H)  issues  d'un  point  de  cette  courbe. 
Dans  ce  cas  P  est  confondu  avec  to  (fi g.  6)  et 


AA'=Sa,= 


PP'        IID 


00': 


OA  est  donc  parallèle  à  l'axe;  de  plus 


FF        HP 
(»A  =  OF  =  —  = 


H,  F,  A  sont  donc  en  ligne  droite  et  Fil  -h  2FA==o. 

\    est  alors    confondu    avec    le    point   w2    (§  9)    le 
cercle  circonscrit  à  PQR  a  pour  diamètre  PA. 

Il  y  a  mieux  :   quand  to  varie,  A  décrit  comme  w3  la 
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symétrique  A  de  la  tangente  au  sommet  par  rapport  au 
foyer,  mais  c'est  le  pôle  de  QR;  QR  passe  donc  par  un 
point  lixe  K  pôle  de  A. 

Les  cordes  joignant  les  pieds  des  normales  a  une 
parabole  issues  d'un  point  de  cette  courbe  passent 
pur  un  point  fixe  R  symétrique  du  sommet  S  par 
rapport  au  pied  D  de  la  directrice. 

21-  Ceci  nous  permet  de  trouver  les  points  de  ren- 
contre d'une  parabole  (II)  et  de  sa  développée. 

P  sera  centre  de  courbure  si  Q,  R,  A  sont  confondus 
sur  (II).  Les  points  cliercbés  P,  P2  sont  donc  ceux 
situés  sur  les  normales  à  (II)  aux  points  où  celle-ci  est 
coupée  par  A.  Le  pied  8  de  A  sur  l'axe  est  d'ailleurs  le 
centre  de  courbure  au  sommet  S,  de  plus  les  tangentes 
à  la  développée  en  P,  P2  sont  P,  A,,  P2  A>  {fig.  6). 

Si  SD  =/>,  on  a 

S  o  =  p,         SL  =  a/>, 
et  comme 

PiP^aAiA't,         SP',  =  4/>, 

Ces  résultats  sont  bien  connus. 

IV.  Correspondance  [to  ;  A,B,C].  —  22.  Les 
résultats  qui  précèdent  permettent  d'établir  entre  les 
points  du  plan  considérés  comme  points  w  et  les  points 
A,  B,  Cou  les  côtés  QR,  HP,  PQ  correspondants,  une 
correspondance  (i,  3)  jouant  pour  les  normales  le  rôle 
de  la  théorie  des  pôles  el  polaires  pour  les  tangentes. 

El  d  abord  il  suffit  d'étudier  la  correspondance  (w  ; 
y  B,  C>.  les  propriétés  des  côtés  QR,  HP,  PQ  n'étant 
que  les  corrélatives  des  propriétés  des  points  A,  B,  C. 

Quelques  résultats  sont  immédiats.  Ce  sont  les  seuls 
que  nous   donnerons. 
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23.  Si  oj  décrit  une  normale  toP  à  la  parabole  (II), 
B  et  C  décrivent  la   tangente  correspondante;  de  plus 

comme 

PP' 

\  \  =  —  — , 

! 

A  décrit  un  diamètre  de  (II). 

24.  Si  (o  r/écrit  une  parallèle  à  l  axe,  H  est  fixe, 
\.  B,  C  décrivent  donc  V hyperbole  (H)  qui  passe 

par  H  et  a  l'ave  et  la  tangente  au   somma  pour 
asymptotes. 

25.  Si  to  décrit  une  perpendiculaire  à  l 'axe,  G  est 
fixe,  A,  B,  C  décrivent  donc  une  parabole  (II')  homo- 
thétique  de  celle  (IL.)  lieu  de  I,  par  rapport  à  Ci,  le 
rapport  d' homothetie  étant  —  i. 

Toutes  ces  paraboles  (II')  sonl  égales  entre  elles,  si  p 
i  -i  le  paramètre  de  (II),  leur  paramètre  commun  est  -  et 
elles  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  translation  paral- 
lèle à  Taxe. 

26.  A,  B,  C  sont  toujours  sur  deux  faisceaux  de  co- 
niques, les  paraboles  (II')  et  les  hyperboles  équila- 
tères  (H). 

Si  oj  décrit  une  droite  A  les  coniques  <  H)  cl  (II')  se 
correspondent  homographiquemenl  :  En  effet,  étant 
donnée  une  hyperbole  (H),  le  point  H  e>t  bien  déterminé 
et  unique,  il  en  est  donc  de  même  de  u>,  <  ■  et  par 
suite  de  (II');  étant  donnée  une  parabole  (II'),  G  est  bien 
déterminé,  Hu)  =  3GF  est  connu,  to  est  donc  bien 
déterminé  et  unique  et  par  suite  aussi  l'hyperbole  (H) 
correspondante. 

A,  B,  C  décrivent  donc  une  courbe  du  4e  degré. 

Mais,  si  ta  est  le   point  à  l'infini  sur  A,  les  coniques 


(  25;  ) 
(H)  et  (II)  dégénèrent  en  la  droite  de  l'infini  consi- 
dérée comme  droite  double,  celte  droite  double  fait  donc 
partie  du  lieu  et  le  lieu  véritable  est  une  conique  (T). 
De  plus  si  (i)  est  le  point  à  l'infini  sur  A,  on  voit  im- 
médiatement qu'une  asymptote  de  (T)  est  la  tangente 
à  (II)  perpendiculaire  à  A  {fig.  7). 

Fig.  7. 


Si  P  est  son  point  de  contact,   B  et  G  sont  sur  celte 

droite;  A  est  donc  à  l'infini  sur  b"  diamètre  de  (II)  situé 

PP' 

à    une    distance de    l'axe.    C'est    la    deuxième 

2 

asymptote  de  (T). 

Soient  I  leur  point  de  reneont re,  centre  de(T),  [Q  la 
deuxième  tangente  à  (ri)  issue  de  I.  <  >n  a 

PP'-H  QQ'  =  2H'=  2  XX'  =  -  PP'. 
donc 

QQ'=4H'. 

I  ('"i  le  milieu  du  segment  déterminé  sur  IQ  par  l'axe  et 
la  tangente  au  sommet  de  1  II  ),  il  décrit  quand  A  varie 
la  parabole  <  IL  )  <  §  5). 
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En  résumé  : 

Si  (.0  décrit  une  droite  A,  A,  B,  C  décrivent  une 
conique  (Y)  ayant  pour  asymptotes  la  tangente  à  (11), 
perpendiculaire  à  A  et  une  parallèle  à  l'axe. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  (Y),  lorsque  A 
varie,  est  la  parabole  (Iï2). 

27.  S  étant  le  milieu  du  segment  a,  A"  déterminé  sur 
la  tangente  au  sommet  par  les  deux  asymptotes  de  (F) 
on  voit  que  : 

Dans  toute  conique  (T),  le  diamètre  conjugué  des 
cordes  perpendiculaires  à  V axe  passe  par  le  som- 
met S  de  (II). 

De  même  : 

Le  diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles  à  A 
passe  par  le  foyer  F  de  (II). 

Il  en  résulte  en  particulier  que  : 

Etant  donnée  une  hyperbole  quelconque  (T),  il  y  a 
une  in finité  de  paraboles  (FI)  correspondantes  et  ces 
paraboles  sont  homothéti</ues  entre  elles  par  rapport 
au  centre  I  de  (Y). 

Les  propriétés  qui  suivent  sont  la  conséquence  im- 
médiate de  ce  qui  précède  : 

28.  Deux  triangles  ABC-  quelconques  sont  tou- 
jours inscrits  dans  une  même  conique  (T). 

29.  Deux  coniques  (T)  et  (Y1)  se  coupent  à  distance 
finie  en  trois  points  qui  sont  les  sommets  du  triangle 
\\)(]  correspondant  au  point  to  de  rencontre  des 
droites  A  et  A'  qui  leur  sont  associées. 
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Donc  : 

M).  Lorsque  la  droite  A  tourne  autour  d' un  point  co 
les  coniques  (Y)  correspondantes  font  partie  d'un 
faisceau  ponctuel  (F)  avant  pour  sommets  le  point 
à  l' infini  sur  l'axe  de  (II)  et  les  points  ABC  corres- 
pondant à  0). 

Lorsque  ce  point  u  décrit  une  droite  A  tous  ces 
faisceau. r  <>nt  en  commun  la  conique  (Y)  correspon- 
dant à  A. 

Comme  cas  particulier  on  peut  citer  : 

31.  Lorsque  la  droite  A  se  déplace  parallèlement 

à  elle-même  les  coniques  (Y)  forment  un  faisceau  (F) 
d' hyperboles  ayant  mêmes  asymptotes,  (Y)  se  rédui- 
sant à  ses  asymptotes  lorsque  A  est  normale  à  (IT). 
Ces  faisceaux  ont  en  commun  la  droite  de  Vin  fini 
considérée  comme  droite  double. 

32.  Remarquons  aussi  que  dans  chacun  des  faisceaux 
(F)  il  y  a  une  hyperbole  (T,)  passant  par  le  sommet  S 
de  (ri).  Elle  correspond  à  la  droite  A  qui  passe  par  le 
centre  de  courbure  o  de  (II)  au  sommet.  Lorsque  A 
tourne  autour  de  o.  on  a  : 

Les  hyperboles  (T,)  osculatrices  à  une  parabole 
Il  '/  wn  sommet  S  et  passant  par  le  point  à  l 'infini 
sur  l'a. re  ont  leur  deuxième  asymptote  tangente 
à  i  II  i.  Il  y  a  une  inimité  d<-  triangles  inscrits  dans 
•  I,  et  circonscrits  à  (U)  en  P,  Q,  R.  Les  normales 
"    Il  '  en  T.  Q,  R  concourent  en  un  point  to,  qui  pour 

une  même  hyperlnde  i  \\  )  décrit  une  droit,-  A  passant 
par  le  centre  de  courbure  S  de  (D)  au  sommet. 

33.  Toutes  les  roui, pics  (r)  peuvent  être  déBnies  de 
la  façon  suivante  : 
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On  considère  une  conique  particulière  (Y')  el  un 
faisceau  (F')  particulier  ne  contenant  pas  (T'),  les 
coniques  (T)  font  toutes  partie  des  divers  faisceaux 
déterminés  par  (Y')  et  une  conique  quelconque  de  (F'). 
De  plus  toutes  les  coniques  ainsi  définies  sont  des 
coniques  (Y)  donc  : 

Les  coniques  (Y)  font  toutes  partie  d'un  réseau 
ponctuel  ayant  une  droite  double,  la  droite  de  V in- 
fini. 

La  jacobienne  du  réseau  est  donc  formée  de  cette 
droite  double  el  du  lieu  (IT2)  des  centres  des  co- 
niques {Y). 

Les  résultats  précédents  peuvent  servir  à  établir 
quelques  autres  propriétés. 

34.  Si  A  décrit  une  droite  D  (QR  passe  par  un 
point  fixe  K),  co  décrit  une  parabole  dont  V axe  est 
perpendiculaire  à  D. 

En  effet  cherchons  combien  il  y  a  de  points  g>  sur 
une  droite  quelconque  A  :  lorsque  w  décrit  A,  A  décrit 
une  conique  (Y)  qui  coupe  D  en  deux  points.  A  un 
point  A  correspond  un  point  w  et  un  seul,  o>  décrit 
donc  une  conique. 

0)  ne  peut  s'éloigner  indéfiniment  que  si  les  normales 
en  Q  el  R  sont  parallèles  ou  si  l'une  délies  est  rejetée  à 
l'infini.  Ces  deux  cas  se  produisent  simultanément  si 
QR  est  parallèle  à  Taxe.  La  direction  asymplolique 
double  est  donc  celle  de  la  normale  au  pied  sur  (II)  du 
diamètre  passant  par  K.  Elle  est  bien  perpendiculaire 
à  D  polaire  de  K. 

La  propriété  énoncée  au  paragraphe  20  apparaît  alors 
comme  un  simple  cas  particulier  de  la  proposition  pré- 
cédente. 
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35.  Plus  généralement  et  par  des  considérations  ana- 
logues ou  reconnaît  que  : 

Si  to  décrit  une  courbe  (G)  rfe  degré  /?,  A,  B,  G 
décrivent  une  courbe  (Ct  )  rfe  degré  in. 

Si  \  décrit  une  courbe  de  degré  n,  <o  décrit  une 
courbe  de  degré  in  et  par  suite  BeiG  une  courbe  de 
degré  Sri. 

En  particulier  si  A  décrit  une  droite,  B  et  C  décrivent 
une  cubique. 

36.  Si  l'on  sait  construire  la  tangente  T  en  un  point  w 
de  i  C)  et  si  l'on  connaît  les  points  A,  B,  G  de  (G,) 
correspondants  [et  pour  cela  il  suffît  de  connaître  une 
normale  à  (II)  issue  de  co],  on  saura  construire  les  tan- 
gentes à  (G,  )  en  A,  B,  G. 

En  effet,  considérons  une  droite  quelconque  passant 
par  io.  Soient  u>  un  de  ses  points  de  rencontre  avec  (G), 
V,,  B,,  C)  les  points  correspondants  de  (G|).  A,  B,  G, 
A,,  B,,  G,  sont  sur  une  même  conique  (l'<)  dont  nous 
connaissons  les  asymptotes.  Lorsque  A  tend  vers  la 
tangente  T  à  (G)  en  tu,  A,,  B,,  G(  tendent  respecti- 
vement sur  (G|)  vers  V.  B,  G;  donc  : 

La  conique  (T)  correspondant  à  la  tangente  T 
à  (G)  en  un  point  ta  est  tritangente  à  (Gt)  aux  points 
\.  B,  &  correspondant  à  to. 

Tout  revient  donc  à  construire  les  tangentes  en  trois 
points  donnés  \,  B,  C  dune  hyperbole  dont  on  con- 
naît !<•>  symptotes,  problème  très  simple  et  bien  connu . 
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DETERMINATION  DES  COMPLEXES  «ONT  LES  SUR- 
FACES RÉSOLVANTES  SONT  RE  REVOLUTION  ET 
COAXIALES; 

Par  M.  Emile  TURRIÈRE. 


Dans  mon  article  Sur  un  complexe  du  quatrième 
ordre,  j'ai  montré  que  les  surfaces  résolvantes  du 
complexe  des  droites  sur  lesquelles  deux  plans  rectan- 
gulaires Oxz  et  Oyz  interceptent  des  segments  de 
longueur  constante,  étaient,  pour  une  certaine  réparti- 
tion des  rayons  de  ce  complexe,  des  surfaces  de  révo- 
lution autour  de  Oz.  Je  me  propose  de  former  l'équa- 
tion dont  dépendent  tous  les  complexes  jouissant  de  la 
même  propriété  :  ce  serait  une  erreur  de  croire  qu'elle 
caractérise  les  complexes  de  révolution;  le  complexe 
cité  n'est  nullement  de  révolution  et,  pour  un  complexe 
de  révolution  donné,  la  nature  (1rs  résolvantes  de 
Transon  reste  subordonnée  au  choix  des  points  de 
départ  des  rayons. 

A  chaque  point  M(#,jy,  z)  de  l'espace,  Transon 
associe  une  droite  de  cosinus  directeurs  X,  Y,  Z.  Les 
surfaces  résolvantes  ne  sont  autres  que  les  surfaces  de 
tourbillon  dans  le  champ  de  vecteurs  (X,  Y,  Z),  ainsi 
que  cela  résulte  de  L'équation  même  donnée  par 
Transon.  Le  problème  que  je  me  propose  d'étudier  es! 
donc  le  suivant:  il  s'agit  de  déterminer  un  champ  de 
vecteurs  de  longueur  égale  à  l'unité,  tel  que  toutes 
les    lignes    de    tourbillon    soient    des    circonférences 

coaxiales 

z  =  const.,         x2-hy-  =  const. 
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On  aura  donc  des  relations  de  la  forme  suivante 


dY 

dZ 

dZ 

O.r 

-s-» 

aX 

OY 

¥ 

—  -7-  =  °; 

X  est  une  fonction  de  (x,y,  z).  Il  résulte  de  la  troisième 
équation  et  des  relations 

ÔY       dZ       ,               <)\        dZ       , 
—  = h  A  y,  —  =  -; h  Aar, 

que  X  n'est   point  quelconque  et  satisfait  à   la  condi- 
tion 

'     à.r  dy 

qui  exprime  que  \  est  une  fonction  de  z  et  de 


/•  =  \Jx'1  -+-  y'1  ; 

il  est  donc  possilile  de  considérer  \x  cl  \y  comme  les 
dérivées  partielles  en  x  et  en  y  d'une  certaine  fonction 
de  z  et  de  r. 

On  arrive  ainsi  à  la  conclusion  suivante  :  les  compo- 
santes du  vecteur  cherché  sont  nécessairement  de  la 
forme 

X  =  — ,  Y=— ,  Z  =  -r--t-Ç(5,  r); 

<'/■  0V  C>3 

V  e.v/  w/ic  fonction  des  trois  variables  x,  y,  z  ;  ^  <"s£ 
une  fonction  de  z-  et  de  r.  Entre  ces  fonctions  il 
n'existe  qu'une  seule  relation  exprimant  que  le 
vecteur  est  égal  à  un  ■ 
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La   fonction  V  n'est  donc  pas  quelconque  :  elle  est 
intégrale  d'une    équation    aux    dérivées    partielles    du 
second  ordre  obtenue  en  écrivant  que  l'une  des  deux 
racines  de  l'équation"  du  second  degré  en  Ç, 

est  de  la  forme  spécifiée,  c'est-à-dire  satisfait  à  l'équa- 
tion du  premier  ordre 

y  -—  —  X  —  =  o. 
ut  oy 

Les  calculs  sont  d'ailleurs  susceptibles  d'une  sim- 
plification, par  suite  de  l'introduction  de  coordonnées 
cjlindro-polaires  :  on  écrit  que  l'une  des  racines  de 
l'équation  en  Ç 

satisfait  à  la  condition 


oi) 


o; 


['équation  du  second  ordre  est  alors  immédiatement 
écrite.  A  toute  intégrale  de  cette  équation  correspond 
une  (ou  deux,  plus  particulièrement)  fonction  Ç  de  z 
et  de  ;•;  on  détermine  ainsi  un  des  complexes  cher- 
chés. 

Il  est  préférable  de  ne  pas  utiliser  celte  équalion  du 
Second  ordre  ci  de  se  donner  la  fonction  Ç  de  z  et  de  /•. 
Les  fonctions  V  correspondantes  dépendent  alors  d'une 
équation  remarquable  qui  est  de  la  forme  de  celles  que 
l'gn  rencontre  en  Mécanique.  On  remarque  d'ailleurs 
que  la  variable  0  se  sépare  des  deux  autres  variables,  ce 
qui  penne I   de  simplifier  la  recherche  d'une  intégrale 


(  a65  ) 
complète;  posons,  en  effet, 

Y  =a%-h  W(*,r); 

a  désigne  une  constante  arbitraire;  quanl  à  W,  c'est  la 
nouvelle  fonction  inconnue,  qui  ne  contient  que  s  et  r  ; 
cette  fonction  W  est  définie  par  l'équation  du  premier 
ordre  à  deux  variables  seulement 


(SH 


~dz 


Si,  en  particulier,  Ç  se  réduit  à  une  fonction  de  z 
seulement,  celte  dernière  équation  est  à  variables 
séparées.  Soit 


dz 


on  a  alors  une  intégrale 


W  =  /VA  —  b*-£dr+b* 


dont  il  est  aisé  d'obtenir  une  expression  débarrassée 
de  signe  de  quadrature;  c,  Ci  et  Ç  ne  jouant  finalement 
aucun  rôle  dans  les  équations  du  complexe,  on  peut 
les  supposer  identiquement  nulles  et  poser 


■M 


«0       hz  i  /  i   -  0*—  —clr\ 


le  complexe  correspondant  est  constitué  par  les  paral- 
lèles aux  génératrices  d'un  certain  cône  de  révolution 
autour  de  Os,  et  la  distribution  (\c<  rayons  de  ce  com- 
plexe est  définie  par  les  formules 


a  y       x     / 
7T     'TV1 

ax         V      r 


1,1    —> 


Y  = 
Z 


(  266  ) 
La  surface  la  plus  générale  dont  les  normales  appar- 
tiennent au  complexe  précédent  est  une  surface  déve- 
loppable  enveloppée  parles  plans  perpendiculaires  aux 
génératrices  d'un  cône  de  révolution  autour  de  0.3, 
en  des  points  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  ce 
cône. 
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SUR  L ERREUR  COMMISE  DANS  LE  CALCUL  APPROCHÉ 
D'UNE  RACINE  D'ÉQUATION  PAR  LA  MÉTHODE  DE  NEWTON; 

Par  M.  A.rnaud  DENJOY. 


Soienty(^)  =  o  une  équation,  a  et  b  deux  nombres 
dont  on  sait  qu'il  y  a  entre  eux  une  racine  et  une  seide 
de  cette  équation.  On  considère  a  comme  une  valeur 
approchée  de  celte  racine  £.  La  méthode  de  Newton 
pour  le  calcul  de  Ij  consiste,  à  prendre  pour  nouvelle 
valeur  plus  approchée  de  ç,  le  nombre 

/(«) 

L'erreur  que  l'on  commet  en  choisissant  pour  £  cette 
valeur  «,,  est  évaluée  par  une  formule  qui  se  trouve 
dans  tous  les  Ouvrages  d'enseignement  et  que  nous 
rappelons  ci-dessous  Cette  formule  me  parait  défec- 
tueuse de  deux  points  de  vue  : 

i"  Klle  ne  lient  compte  que  de  l'étendue  de  l'inter- 
valle où  est  enfermée  la  racine  ç,  et  nullement  de  la 
petitesse  du  résultat  de  substitution  f{a),  petitesse  qui 
manifestement  doit  donner  une  indication  sur  la  proxi- 
mité où  a  se  trouve  de  £. 
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2°  Elle  ne  nous  donne  pas  une  limite  inférieure  non 
nulle  de  la  v.ileur  absolue  de  Teneur  commise,  dans  le 
cas  où  nous  connaissons  le  sens  de  celle  erreur,  c'est- 
à7dire  le  signe  de  /   . 

Nous  allons  donner  à  l'erreur  une  nouvelle  forme  ne 
prêtant  à  aucune  de  ces  deux  critiques. 

Posons,  selon  l'usage, 

^  —  a  +  h. 
On  a,  J"  étant  supposée  continue  entre  a  ei  ;, 

(i)    /(«)+  hf'(a)-h— ' f'(a-t-Qh)^o        o<6<i. 

Comme 

y  y  f(a)         ,  f(<*) 

f\a)  f\a) 

l'erreur  E  commise  sur  ç  en  choisissant  aK  est 

fi  a  ) 


h 


/'(a) 


i  ■                                      ,,,//'    / '"<  a  -  -  0//  )      , .    ,  . 

(>,eiie  erreur  e^i  égale  a - — — M  étant  le 

2      y  («) 

maximum    de    |/"(.r)|    dans     l'intervalle    de    a   à    A, 
on  a 

\b  —  a  |«       M 


i-:  =  8 


/'(«; 


avec  o-<^i,   le   signe  de  o  élant  connu,  si  celui  de  y 
l'est.  Telle  est  la  formule  habituelle  que  nous  voulons 
modifier. 

Ecrivons  I  équation  (i)  sous  la  forme  plus  maniable  : 

\      Bh+  CA*:=o. 

L'idée  qui  nous  guidera  est  la  suivante:  Si  A  est  suf- 
fisamment   petit,    //    piui    être   développé   suivant   les 
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puissances  de  A,  le  premier  terme  est  — -g-»  et  le  second 

nous  donnera  Tordre  de  l'erreur  commise  en  bornant 
h  à  son  premier  terme. 

Résolvons  L'équation  (3).  On  a  : 


h=-  — 

2G 


2G  V  B* 


La  racine  h,  très  petite  en  même  temps  que  A,  cor- 
respond au  signe  -f-  devant  le  radical.  Donc,  le  radical 
ayant  un  sens  arithmétique,  nous  écrirons 


B_       B     /        i^_: 
aC        aC  V    '  B« 


--:V'- 


Or,   d'après 

/(i  +  */)=/(.)  +  uf'{i)  +  */»(i  +•»)        (o  <  0  <  1), 

formule  valable  si  f(x),  f'(jc),  f"{x)  sont  continues 
quand  x  varie  de  [  à  i  +  «,  on  a,  si  u  ^>  —  1 , 


(  I  -f-  M  )2    =  I  -+- 

2  (  I-+-  6  U 

Si    donc 

4AC 

-Bl"<1' 

on  a,  en  posant 

4AG 

k=--bT' 

/(  _          B          B     r         2ÀG       2A*C* 
aC        aC                 B*             B* 

L             (■ 

iOAcy 

~1^~)  . 

ou,  si 

1 

(-^r 

*~i-£- 

\ 
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Supposons  a  assez  voisin  de  ç  et  par  suite /"(a)  =  A 
assez  pelit  pour  nous  donner 


Alors,  si  AC  >  o,  on  a 

i  <  s  <  v/8  <  3  : 
si  AC  <  o,  on  a 

j<71<5<1- 

Rétablissons  les  notations  primitives.  On  a 
/(a)  fHa)f!(a  +  %h) 

f{«)  7>) 

Lorsque/*(a)  est  très  petit,  s  est  très  voisin  de  i.  Dans 
tous  les  cas,  même  si  l'on  ignore  le  signe  de  f" (a -4-9  A), 
dès  que  la  condition 

(6)  -<,/(a'ff"  +  ,*»<- 

est  vérifiée,  on  sait  que 

•3<*<3 

et  l'on  connaît  la  position  de  s  relativement  à  i  dès  que 
l'«>n  sait  le  signe  âe/(a)/"(a  +  9  A). 
L'expression 

échappe  aux  deux  critiques  que  nous  avions  faites  à  la 
Formule  habituelle. 

En  elTet,  d'abord  elle  fait  jouer  un  rôle  à  la  valeur  de 
f{f()  dans  la  détermination  de  l'erreur  commise  en 
choisissant  a,  comme  valeur  approchée  de  ç.  En  second 
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lieu,  si  nous  connaissons  le  signe  de  f",  c'est-à-dire  le 
sens  de  l'erreur  commise,  nous  avons  une  limite  infé- 
rieure non  nulle  de  la  valeur  absolue  de  l'erreur. 

11  est  à  remarquer  que  notre  formule  ne  nécessite 
pas,  comme  la  formule  (2),  l'obligation  d'enfermer  £ 
entre  deux  limites  rapprochées.  Elle  montre  que  la 
méthode  deNewton  donne  d'aussi  bons  résultats  quand 
/(ci)  est  du  signe  opposé  à  /" (x)  (dans  le  domaine 
séparant  la  racine)  que  dans  I  hvpothèse  adverse. 
(Même  les  résultats  sont  meilleurs  dans  le  premier  cas, 
contrairement  à  l'opinion  courante,  en  ce  sens  que,  à 

AC 
valeurs  absolues  égales  de-^-j  le  nombre  a{  est  plus 

approché  de  ç  si  AC  est  négatif  que  si  AC  est  positif. 
La  représentation  géométrique  donnerait  de  ce  fait  une 
explication  intuitive.) 

La  formule  (7)  conduit  donc  à  appliquer  la  méthode 
de  Newlon,  dès  que,  par  excès  ou  par  défaut,  on  a  de 
la  racine  une  valeur  approchée  donnant  un  résultat  de 
substitution  suffisamment  petit,  sansavoirà  s1  inquiéter 
du  signe  de  /",  à  la  condition  de  connaître  seulement 
une  limite  supérieure  de  son  module. 

Soient  M  le  maximum  de  |/"(^:)JJ  N  le  minimum 
de  \/' (x)  j  dans  une  région  où  est  comprise  la  racine  ç. 

Pour  avoir  ç  à  -  près,  par  une  seule  application  de  la 

méthode  de  New  ton,  il  suffira  de  trouver  dans  la  région 
considérée  un  nombre  adonnant  dans  /(x)  un  résultat 
de  substitution  inférieur  en  valeur  absolue  à 


V    3  M    ,/n 


|  et   satisfaisant  aussi  à  la  condition  (6)  indépendante 
<\v  />].  Si  l'on  connaît  le  signe  de/"(.z)  darçs  la  région 
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el  siy(a  \f"(x)  esl  négatif,  la  liniile  fournie  par  celle 

formule  peul  être  multipliée  par  y/3  . 

Donnons  une  application  numérique  de  la  for- 
mule (7). 

Soil  à  résoudre  l'équation 

f(-x)  =  x3  —  9-r  -4-  i  =  o. 

Elle  possède  deux  racines  positives.  Nous  allons, 
pour  la  plus  grande,  déterminer  sa  valeur  approchée  à 
une  unité  près.  A  celte  valeur,  nous  appliquerons  la 
méthode  de  Newton  et  nous  calculerons  successivement 
par  la  formule  habituelle  (2)  et  par  notre  formule  (<-) 
l'erreur  commise. 

La  plus  grande  racine  ç  est  comprise  entre  2  et  3  ; 
on  a 

/(2)=  —  9,         /(3)=t. 

Appliquons  la  méthode  à  la  valeur  à  une  unité  près  par 
excès,  soil  3;  a  sera  donc  égal  à  3.  On  a 

La  formule  (2),  où  nous  faisons  6=2,  a  =  3, 
M    -18,  nous  enseigné    simplement   que   Terreur  sera 

inférieure  ;i  -• 
■>. 

La  formule  (-)  nous  donnera  deux  limites  compre- 
nant l'erreur.  (  >n  .1  : 

E  =  -  ,  /Jr3)/"'3-'n 
2/'.(3) 
Lvaluons 

4ACT       , /,  ;,/-,'i-o, 

B'  ■    •      /»«<  -i. 

<  le  nombre  esl  égal  à 


&■ 


4  x  r>  x  i  '.  -  0 , 
i8« 


10 
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Il    est    donc    positif  et   inférieur  à  -  <T  -•  On   a  donc 
i  9        2 

i  <^5  <^  y/8  .  A  la  rigueur,  y/8  pourrait  être  remplacé  par 

(<-r<i-.    . .  , 

L  erreur  commise  est  négative  et  sa  valeur  absolue 
est  d'une  part  inférieure  à 

3  /2(3)/"(3)  =  _i_ 
2       a/'3(3)  43a' 

et  d'autre  part  supérieure  à 

/'(3)/'(a)       _L 
a/'3(3)  97^' 

Le  rapport  des  deux  limites  est  y* 

La  formule  habituelle,  qui  nous  donne  seulement 
une  limite  supérieure  de  l'erreur,  nous  la  donne  en- 
core 200  fois  trop  forte. 


[D2aa] 

DÉMONSTRATION  D'UN  THÉORÈME  SUR  LES  SÉRIES 
A  TERMES  POSITIFS; 

Par  M.  Arnaud  DENJOY. 


On  sait  que,  dans  une  série  convergente  un  à  termes 
positifs  et  jamais  croissants  avec  nx  le  produit/?  un  tend 
vers  zéro,  quand  n  croît  indéfiniment. 

\  oici  une  démonstration  qui  me  paraît  fondée  sur 
la  vraie  raison  de  ce  fait  : 

e  étant  un  nombre  arbitrairement  donné  à  l'avance, 
la  convergence  de  la  série  équivaut  à  l'existence  d'un 


1  ?-73  ) 
nombre  p  tel  que 

£ 
Up+i-h  Up+t-^r.  .  .-t-  U„ 

quel  ([uc  soil  n  supérieur  à  /;.   D'après  l'hypothèse  de 
la  non-croissance  des  termes  de  la  série,  on  a 


I  )<>nr 

Si  donc 
on  a 

d'après 


&/M-1  -  »/H-î: 


(n—p)  un  <  - 


n  >  j.p, 
n  un  <  s 


,>-. 


Donc,  nun  tend  vers  zéro  avec  -• 


C.   Q.   F.   D. 


On  sait  que  la  condition  de  la  non-croissance  de  un 
est  essentielle.  Si  elle  n'est  pas  exigée,  u„  n'est  assu- 
jetti qu'à  tendre  vers  zéro.  (  Voir  Borel,  Leçons  sur  les 
séries  à  ternies  positifs.)  Par  exemple,  on  aura 

n  un  =  \fn  , 

pour  une  infinité  de  valeurs  de  n,  si,  dans  une  série 
convergente  à   termes    positifs,    on   remplace   le    ternie 

dont  le  rang  est  p3  par  — r-   Les  termes  substitués  for- 

P* 
niant  une  série  convergente,  la  série  modifiée  est  encore 
convergente,  sans  que  //  //„  tende  vers  zéro. 


Ânn.  de  Mathémat.,  \*  série,  t.  M.  (Juin  1911 
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[Blc] 


DEMONSTRATION  D'UN  THEOREME  DE  KUMMER 
SUR  UN  TYPE  DE  DÉTERMINANTS; 

Par  M.  Th.  GOT, 

Ancien  Ingénieur  de  la  Marine, 

Professeur  au  Lycée  d'Agen. 


Dans  le  Tome  13o  (1909)  du  Journal  de  C relie, 
M.  Saalschûtz  donne  une  série  de  formules  relatives  à 
certains  déterminants  qu'il  appelle  Zirkulante  et  qu'on 
pourrait  appeler,  je  crois,  circulaires.  La  dernière  for- 
mule qu'il  indique  se  trouve  déjà  dansKummer  (au  signe 
près,  qu'il  ne  précise  pas);  c'est  pour  l'expression  du 
nombre  des  classes  d'idéaux,  que  ce  dernier  l'emploie, 
dans  son  Mémoire  du  Journal  de  Liouville,  t.  XVI 
(i85i). 

Comme  M.  Saalschûtz  ne  donne  pas  la  démonstra- 
tion de  la  formule,  et  que  la  démonstration  de  Kummer 
est  incomplète,  je  crois  utile  d'en  donner  une  nouvelle, 
d'autant  plus  que  cette  formule  paraît  susceptible 
d'autres  applications. 

Soit  D  le  déterminant  circulaire  d'ordre  n  —  1  : 


ai     . 

■     a»-s 

'>n     1 

":t        ■ 

•     "a    1 

a„ 

"  ; 

■  •       "n 

<l\ 

a„ 

.  .        ««-4 

<<n-* 

Un  —  X      an 

La  formule  à  démontrer  est  la  suivante  : 
Si  l'on  a 

(1)  a  1  -+-  a2  -h . . .  -+-  a tl  =  o, 


(  *1*  ) 


on  .\ 

D 


n    .-2.1/1  —  1] 


»  (tl)|    IUI   U>3  ).  .  .  {£(<«)„_]  ) 


formule  où  u  (to)  désigne  le  polynôme  : 

//i    O)    I   =   rt|   -f-  «o  M    —   '/;;  lOS  -+-...+   Cl,,  (]>"■— l, 

et  où  (0|,h)2 W//-i  sont  les  racines  de  L'équation  : 

x"    i  -+-  a7"-2-h.  ..-1-^  +  1  =  0. 

Soit  en  effet  w  une  racine  quelconque  de  celte  équa- 
tion; on  a,  comme  ion  est  égal  à  i , 

u(ia)  =  ai  -4- a 2      -+-  rt.3">2-f- .  .  .-t-  o„io"-', 

oj    u  (  W  )  =  «  i  O)         -+-  «•>  io2  -f-  «3  to3  -4- .  .  .  -+-  « n , 
(o-  in  tu  i  =  </|  w2      -4-  ajto'-t-  rt3tu*-i-. .  .  -i-  an  œ, 


tu"-1  «(  w)  =  rtj  u> 


— -  n.  (•>«  — 1 


«3W 


■+-  fl»(u' 


En  considérant  u(co)  comme  donnée,  on  a  ainsi, 
entre  u>,  u>2,  ....  (D*-1,  /i  relations  linéaires,  dont  par 
suite  le  déterminant  est  nul  : 


(3) 


Cl\  —  U  rt2  «3 

"/(  "l  «        «2 

a«-i  a«         '  «i —  u 

"■2  ":\  Cil, 


an 

an-1 


Celte  équation  du  /i,eme  degré  en  «  admet  pour  ses 
n  racines 

u  I  '•>,  |,      u  ■  u)j),      .  .  . ,      //(  tow_  i  t.      //mi; 

cette  racine  //mi  est  nulle  à  cause  de  la  relation  (i). 

Le  terme  loul  connu  est  donc  nul  et  le  coefficient 
du  terme  en  //  «lu  déterminanl  développé  e>t  égal  à 
—  Il  ((»,)  U  (<<>2  »  U  (  tùn_t). 

'  .'■   coefticienl  est   la   somme  changée  de  signe  des 


(  vfi  ) 

mineurs  relatifs  aux  éléments  de  la  diagonale  principale, 
du  déterminant  (3),  dans  lequel  on  a  fait  //.  =  o.  Soient 
M,,  M2,  ...,  M„  ces  mineurs. 

Tous  ces  mineurs  sont  égaux;  en  effet,  le  déterminant 
ne  change  pas  de  valeur  si  Ton  recule  les  p  premières 
colonnes  de  //  —  i — p  rangs,  puis  les  p  premières 
lignes  de  n  —  i  — ■  p  rangs,  ce  nui  entraîne  un  nombre 
pair  de  permutations  de  lignes  ou  de  colonnes;  le 
(p  -+-  i),em-e  ternie  de  la  diagonale  principale  devient 
alors  le  premier  et  l'on  constate  que  le  nouveau  déter- 
minant est  identique  au  premier.  Tout  revient  donc  à 
démontrer  que  l'un  de  ces  mineurs,  M(  par  exemple, 


(7H-2)  (  n  —  1) 


est  égal  à  ( —  i) 


D  : 


M,= 


"n  -I 
"ni 
«rt-3 


«V 


En  ajoutant  toutes  les  lignes  à  la  seconde  et  tenant 
compte  de  (i)  on  remplace  les  éléments  de  celte  ligne 
par  — aa,  —  «3,  ...,  —  aa  et  l'on  voit  alors  que  — M, 
est  formé  des  mêmes  lignes  que  D,  à  leur  ordre  près. 

Pour  ramener  à  leur  place  les  n  —  i  dernières  lignes 

de     M| ,     il    faut     effectuer     n  —  /\  -\-  n  —  o  — i —  ...  — | —  i 

il-               -,         -     i  •       (n-\-i)(n  —  3  ) 
permutations  de  lignes,  c  est-a-dire -• 

On  a  donc 


D'ailleurs 


M,  -(-i) 

i  n  —  I  m  n  —  3  )    . 


D. 


( «-+■  2  » ( a  —  i) 

i    et sonl 


de  même  parité;  on  a  donc  bien 


u(ci)|)u(a>2)...u(ct}A-1)  =  «Mj  =  ( —  i)        2         nD. 

<;.   q.   F.   D. 
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Remarque.   —   Cette  formule  donne  la   norme  du 


nombre  u  (u>)   dans   le  corps  circulaire  c  \  c  "    ),  sous 
mit»  forme  commode. 

D'ailleurs,  tout  entier  de  ce  corps  peut  se  mettre 
aisément  sons  la  forme  u  (to)  dans  laquelle  la  somme 
des  coefficients  rt,,  a-,,  ...,  an  est  nulle;  ils  ne  sont 
alors  pas  entiers,  mais  cette  transformation  peut 
cependant  être  avantageuse. 


[L'6a] 

SI  U  LE  (EMUE  HE  COURBURE  EN  I\  POIXT  DUNE  COMQUE; 

Pau  M.  G.  VALIRON. 


Voici  une  méthode  simple  et  nouvelle,  je  crois, 
pour  obtenir  la  construction  du  centre  de  courbure  en 
un  point  d'une  conique. 

<  )n  sait  que  les  pieds  des  normales  passant  par  un 
point  se  trouvent  sur  une  certaine  hyperbole  passant 
par  ce  point,  l'hyperbole  d'Apollonius.  Inversement 
toute  hyperbole,  dont  les  directions  asymptotiques 
^>ni  les  directions  principales  de  la  conique,  et  qui 
passe  par  le  centre,  est  l'hyperbole  d'Apollonius  d'un 
certain  point.  Ces  propriétés  se  démontrent  géorné- 
triquemenl . 

Ceci  rappelé  :  soient  M  un  point  d'une  conique,  M' 
un  poinl  voisin,  les  normales  en  ces  ileux  points  se 
coupent  en  un  point  I,  qui  se  trouve  sur  l'hyperbole 
d'Apollonius  II  passant  par  Met  M'.  Faisons  tendre 
M  vers  \l  ;  le  point  I  ;■  pour  position  limite  le  centre 
de  courbure  C  en   M,  l'hyperbole  H' devient  l'hyper- 
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b'ole  d'Apollonius  H  tangente  à  la  conique  en  M.  On 
obtient  ainsi  le  résultat  suivant  : 

Le  centre  de  courbure  G  en  un  point  M  d'une 
conique  est  le  point  d'intersection  de  fa  normale  en 
M  avec  l'hyperbole  d'Apollonius  H,  tangente  en  M 
à  la  conique. 

Pour  construire  le  point  G,  il  suffit,  comme  je  l'ai 
fait  ailleurs  ('),  d'appliquer  le  théorème  de  Pascal. 

La  figure  donne  l'une  des  constructions  qu'on  peut 
ainsi  obtenir  dans  le  cas  d'une  conique  à  centre;  Ox, 
Oy  sont  les  axes,  MT  la  tangente,  MN  la  normale, 
PQ  est  parallèle  à  la  droite  MT,  QG  à  Oy. 


Gette  construction  n'exige  le  tracé  d'aucune  perpen- 
diculaire, la  tangente  et  la  normale  étant  connues;  elle 
est  donc  graphiquement  plus  simple  que  celle  donnée 
en  général  dans  les  cours  de  spéciales  (2). 


(')  Sur  la  courbure  des  courbes  triangulaires  (./.  Math,  sp., 
fV\  rier  191  1  ). 

(-)  Voir  par  exemple  NlEWENGLOwSKi,  Cours  de  Géométrie, 
analytique,  t.  II,  p.  249,  ou  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  I,  p.  358. 
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BMLIOtiltAI'IIIE. 


I  \  IRODUCTION  A  LA  ThÉORIE  DES  NûMBRF.S  ALGÉ- 
BRIQUES; par  ./.  Sommer,  professeur  à  la  Technische 
Hochschule  île  Dantzig.  —  Edition  française  revue  et 
augmentée.  Traduit  de  l'allemand  par  A.  Léi'y,  pro- 
fesseurau  Ivcée  Saint-Louis,  avec  Préface  deJ.  Hada- 
mard.  —  Grand  in-8°  de  3-6  pages,  chez  A.  Herrnann. 
—  Prix  :   1 5  francs. 

Il  convient  de  féliciter  le  traducteur,  M.  Lévv,  et  l'éditeur, 
M.  Herrnann,  de  l'heureuse  idée  qu'ils  ont  eue  de  nous  pré- 
senter une  édition  française  de  cet  Ouvrage.  Il  serait  superflu 
de  faire  à  nouveau  l'éloge  du  livre  du  professeur  de  Dantzig, 
après  l'analyse  détaillée  que  le  regretté  J..  Tannery  en  a 
donnée  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  de 
1907.  Répétons  seulement  qu'il  atteint  complètement  le  but 
de  son  auteur  :  fournir  au  lecteur,  par  une  étude  claire  et 
détaillée  des  corps  quadratiques  et  cubiques,  le  moyen 
d'aborder  ensuite,  sans  difficulté,  les  théories  générales  dans 
les  Ouvrages  fondamentaux  de  Dedekind,  de  Kronecker  et 
d'Hilbert. 

L'auteur  suppose  seulement  connu  du  lecteur  le  programme 
d'Algèbre  de  nos  classes  de  Mathématiques  spéciales.  Toutes 
les  propositions  élémentaires  de  la  Théorie  des  Nombres,  qui 
ne  sont  pas  partout  classiques  et  qui  sont  employées  dans 
l'Ouvrage,  sont  démontrées  dans  un  premier  Chapitre. 

Le  second  développe  la  théorie  des  corps  quadratiques.  Un 
grand  nombre  de  notions  essentielles  de  la  théorie  générale 
sont  introduites  de  la  façon  la  plus  naturelle  et  la  plus 
suggestive  dans  ce  cas  particulier;  citons  celles  d'idéal,  de 
classes  d'idéaux,  d'unités.  La  théorie  est  poussée  jusqu'à 
l'étude  «les  genres,  faite  d'après  les    méthodes  de    Hilbert. 

Le  troisième  Chapitre  contient  des  applications  intéressantes 
au    dernier    théorème    de    Fermât,    aux    formes    quadratiques 


(   a8o   ) 

et  aux  interprétations  géométriques  de  Klein  et  de  Min- 
kowski. 

Le  quatrième  Chapitre  traite  des  corps  cubiques  et  le 
dernier  des  corps  relativement  quadratiques  par  rapport  à  un 
corps  quadratique. 

Lorsque  nous  aurons  ajouté  que  de  nombreuses  applications 
numériques  accompagnent  les  démonstrations,  nous  aurons 
t'ait  comprendre  tout  le  profit  que  les  lecteurs  français  ont 
à  tirer  de  cet  Ouvrage,  dans  la  traduction  très  claire  que 
nous  en  donne  M.  Lévy.  Tu.  Gor. 


COHRESl'OmiXCE. 


M.  E.-N.  Barisien.  —  Résolution  d'équations  au  moyen 
d'identités.  —  On  peut  appeler  les  équations  de  ce  genre 
équations-énigmes,  car  elles  seraient  presque  impossibles 
à  résoudre  sans  la  connaissance  d'identités  appropriées.  En 
voici  deux  exemples  intéressants  : 

I.    Résoudre  l'équation  du  huitième  degré 

(•'..?•-  -\-a  '!)''-h  <  2  x2  —  a-  )'*  -h  (^ax)'* 

—  (4a?*  H-  i?.«2.r2  -+-  a'1  )2  —  f>s. 
On  a  l'identité 

(2a?*-t-a2)*-t-  (-tx*-—  a*)*  +  (4aa?)* 

=  (4#*+  i2«2a?2-+-  a*  )2~f-  (4a?4—  vxa*xx-k-  a*  >-, 

de  sorte  que  l'équation  devient 

(4a?*  —  i2a*a?8-+-  a'1)-  =  h* 

et  se  décompose  en  deux  équations  bicarrées 

(  |  a?*  —  1 2 a2x2  -+-  a'*  —  6*)  (4**  —  1 2 a2 a?2  -4-  a* -+-  b'*  j  =  o. 


(  28.  ) 

El  les  huit  racines  sont 


3?3 

2"7 
2*8 


v/- 


3  a2  ±  y/8  a*  —  6* 


II.   Résoudre  l'équation  du  huitième  degré 

■i ( 3 #2 -+-  a- )'* — (3.r2-f-  lax—  a2)* —  (4aœ)*  =  68. 
Or  on  a  l'identité 

2(3ar>+  a1)4 

=  (  3 .r2  -+-  a  a^  —  a2  )v  -f-  (  3  .r2  —  i  a x  —  a-  )'*  -+■  (  4  a.r  )'♦. 

L'équation  devient  donc 

(3  a?2  —  lax  —  a-)'*  =  bH. 

Elle  se  décompose  ainsi 

I  r- —  lax  —  a2  —  62)  (3.r2 —  %ax  —  a2+  ô2) 

[(3a"'-  —  xax  —  a-  )--\-  b^]  =  o; 
•  "  '       a!  —  li- 1 1  3a?2 —  •>.  c/.r  —  a2 -H  //-  ) 
1  1/     -aaa? — a2 —  62  / — i)(3a?2 — xax  —  a2-+-62  / —  i)  =  o. 

On  est  donc  ramené  à  résoudre  quatre  équations  du  second 
degré,  ce  qui  donne  les  huit  racines 


a?i  / 

a  ±  \/ \a-  —  3&- 

'■  \ 

i 

T3   1 

a  ±  \/  \a- —  3  Ij- 

X;    * 

3 

a  rt  V^î  «'■-+-  36*  /— """ 

3 

•'  :   1 

«  ±v/4«i-  3/>2  /^7 

#8 
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Si   b  =  o.   ces   racines    deviennent   les    deux    racines   qua- 
druples x  =  a  et  x  =  —  —  • 

M.  Joseph  Joffrcy.  —   Fermât   a    trouvé    une   propriété 
arithmétique  qui  est  traduite  par  l'égalité 

a  t>  =  mp  -+-  a . 
Généralisée  elle  devient 

(  l)  ap+k(p-l)  —  nlp  +  rt) 

[>  étant  premier  et  les  autres  nombres  entiers  quelconques. 
Application  de  la  formule  (1).  —  Soit 

(2)  x3'  -\-y31  =  z31  ; 

(  1)  fournit  aisément 

2  m  -+-  x, 

3  m  -+-  x, 
3  m  -+-  x. 


-  ■'  7  m  -4-  a?, 
lîm  -+-  a-, 
iqm  -h  x, 

\G  m  -4-  r. 

Donc  x3"  —  x  qui  est  multiple  de  a,  3,  5,  7,  i3,  19,  37  est 
multiple  de  leur  produit  et  je  puis  écrire 

x31  —  x  =  1 . 3  . 5 . 7  .  1 3 .  1 9 .  37  m  =  I  '  m . 

r37  —  JK  =  Pm', 

zzi  —  z  =  P//,", 
a:37-!-^37  —  s37-+-  V  mx  =  x  -\- y —  s, 

ou,  en  vertu  de  (2), 

(3)  3"-HwK —  s  =  Pnt|, 

il  est  aisé  de  prouver  que  Pmj  est  positif;  (3)  donne 

x  =  V nix  -4-  (z  — y  ) 
et,  si  j'ai  x  <iy  <  z,  donne 

x  >  P  -4-  1  ou         a:  >  1919191. 

Conclusion.  —  Si  l'équation  (•>  )  admet  îles  solutions  entières, 


(  *83  ) 

elles  sont  supérieures  à  ce  nombre,  ce  qui  n'invite  pas  à  penser 
que  cette  équation  en  admet. 

Remarque.  —  De  la  formule 

aP+Hp-u  _  nip  _j_  a 

je  tire  aussi  aisément 

as:>  =  2 .  3  .  5 . 7 .  i  3 .  ■>.()  .83  =  672  94  Jom  +  a, 
«'•9  =  2,3.5.7. 13.17.  Î9  —  .'■274090m  -f-  a, 

et  j'en  conclus  comme  ci-dessus  pour  les  solutions  entières  de 

supposées  possibles,  des  nombres  considérables. 

La   même  remarque  est  applicable  à  autant  d'équations  de 
Fermât  que  l'on  veut  considérer. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


1945. 

I  1902,  p.  i;i.) 

Déterminer  les  complexes  (eh  que  le  couple  f  M,  P  \,formé 
sur  chaque  droite  par  le  point  central  M  de  la  corrélation 
normale  et  par  le  plan  P  passant  par  cette  droite  et  nor- 
mal au  plan  cintrai  de  cette  corrélation,  forme  un  groupe 
de  contact. 

On  entend  par  là  que  les  points  M  peuvent  être  distri- 
bués sur  une  famille  desurfaces  telles  que  le  plan  langent, 
en  chaque  point  M  à  la  surface  qui  y  passe,   soit  préci- 
sément lr  plan   P.  \     PeTOT. 
SOI  1  TION, 

Par  M.   \.  B. 

Rappelons  quelques  notion-  relatives  aux  complexes  li- 
néaires el  congruences  de  droites,  qui  sont  bien  connues  ei 
qui  rendront  la  solution  immédiate. 
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i°  Etant  donnée  une  droite  D  d'un  complexe,  il  existe  une 
seule  droite  D'  du  complexe,  rencontrant  D  en  un  point  M. 
Soit  P  le  plan  limite  formé  par  D'  et  D. 

Sur  la  droite  D,  les  couples  [M,  P]  forment  une  corrélation 
anharmonique,  dite  corrélation  normale  du  complexe. 

i"  Quand  une  congrucnce  est  formée  de  droites  d'un 
complexe,  si,  pour  une  droite  D  de  la  confluence,  on  déter- 
mine les  foyers  F  et  Fi  et  les  plans  focaux  correspondants  P 
et  Pi,  les  deux  couples  [F,  Pt  ]  et  [Ft.  P]  sont  deux  couples 
de  la  corrélation   normale  du  complexe. 

Pour  les  surfaces  focales  de  la  congruence,  le  plan  tangent 
en  F  est  P!  et  le  plan  tangent  en  Fj  est  P. 

3"  Considérons  une  droite  D  d'un  complexe,  un  point  M  de  D 
et  le  plan  P,  relatif  à  un  autre  point  Mj  de  cette  droite  D. 

Si  les  points  tels  que  M  peuvent  être  distribués  en  une 
famille  de  surfaces  S,  de  façon  que  la  surface  S  qui  passe 
en  M  y  admette  le  plan  P]  comme  plan  tangent,  condition 
d'Euler,  les  plans  Mi  relatifs  aux  plans  tels  que  P*  pourront 
à  leur  tour  être  distribués  en  une  famille  de  surfaces  Sj,  de 
manière  que  la  surface  Sj  qui  passe  par  M|  y  admette  pour 
plan  langent  le  plan  P  relatif  à  Al. 

En  effet,  les  droites  du  complexe  peuvent  par  hypothèse  i  à 
cause  du  problème  de  Transon)  être  distribuées  en  une 
famille  de  congruences,  dont  les  surfaces  S  sont  les  surfaces 
focales  d'une  série;  les  surfaces  S|  seront  les  surfaces  focales 
de  l'autre  série,  et,  eu  égard  à  l'alternance  des  plans  focaux 
et  des  foyers,  la  proposition  se  trouve  établie. 

Appliquons  ce  résultat  au  complexe  de  l'énoncé.  Pour  lui, 
les  points  M  ei  M]  sont  le  point  central  C  et  le  point  à  l'infini 
sur  D;  les   plans  P  et  P,   correspondants  sont  rectangulaires. 

Le  complexe  est  formé  par  une  famille  de  congruences  de 
normales,  puisque  les  plans  focaux  de  ces  congruences  sont 
rectangulaires. 

Comme  un  foyer  est  à  l'infini  et  que  les  deux  foyers  sont  les 
centres  de  courbure  de  la  surface  à  laquelle  D  esl  normale,  la 
surface  lieu  de  C  est  développable. 

Conclusion.  —  Le  complexe  est  formé  par  les  normales  à  une 
famille  de  surfaces  développables  dépendant  d'un  paramètre. 
La  réciproque  est  facile  à  démontrer. 
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2157. 

(  1910,  p.  Î3S.) 

Démontrer,  en  partant  </>•  l'équation  générale  d'une 
quadrique  en  coordonnées  télraédriques,  que  le  /apport 
des  distances  d'un  point  courant  M  aux  plans  tangents 
en  deux  points  fixes  Mj  et  \\ ,  est  proportionnel  au  rapport 

des  distances  du  plan  langent  en  M  aux  deux  points  fixes 
M,  et  M,.  C.    F. 

SOLUTION, 

Par  M.  Thié. 

Soient 

/(X,Y,Z,T)  =  o 

l'équation  de  la  quadrique,  (r,,  yu  .  . .),  (x2,  y2,  .  .  .), 
(r.  y,  ...)  les  coordonnées  respectives  des  points  M,.  M2 
et  M.   L'équation  du  plan  tangent  en  M(  est 

j£X  +  -^-Y+...=  o, 

ôxi  dyt 

en  posant  comme  d'habitude 

df  _  o/i  \.  Y.  Z,Ti 

dx,  ~  aX 


\  =xu  Y=yt 


Si  D,   est  la  dislance  du   point  .M  à   ce  plan   tangent,  on  a, 
/>!  ne  dépendant  que  du  point  M,. 

dxt  àyt  J 

on  a  aussi,  avec  une  notation  analogue 

0X\  <\Y  , 


1»,     /,, 

X  -t-.  .  . 

D,        /.,. 

EL 

r           ... 
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ou  encore,  en  vertu  d'une  identité  connue, 

àf 
D,        A-,  dx    *      "  " 


Do        /,,  df_ 

dx 


/, 


La  fraction  qui  multiplie  dans  le  second  membre   .     est  égale 

au  rapport  des  distances  des  points  Mj  et  M2  au  plan  tangent 
en  M,  ce  qui  prouve  la  proposition  énoncée. 

Autre  solution  par  M.  LJouvaist. 
2158. 

(1910,  p.  :!35.) 

Soient  AB  une  corde  d'une  hyperbole  équilatère  de 
centre  O  et  C  le  milieu  de  cette  corde;  M  étant  un  point 
de  la  courbe  et  P  étant  la  projection  de  ce  point  sur  la 
corde  AB,  on  a 

AB,  AM  -+-  BA,  BM  =  —  OC,  OP. 
Cas  où  AB  est  un  diamètre.  G.   F. 


SOLUTION, 
Par  M.  Tiué. 

Employons  le  signe  de  la  congruence  =  pour  indiquer  que 
deux  angles  sont  égaux  à  un  multiple  près  de  ir.  Si  D  est  le 
milieu  de  MB,  les  quatre  points  O,  D,  C,  P  sont,  comme  on 
sait,  sur  un  cercle,  et  l'on  a. 

OC,  OP=  DG,  DP. 

Soit  M'  le  symétrique  du  point  M  par  rapport  à  AB.  DC  est 
parallèle  à  MA  et  DP  est  parallèle  ù  MB'.  I  >n  a  donc 


DC    DP  --  M  \:  BM'=  MA,  AM-f-  AB,  BM' 

=  — AB,  M  \  —  \B,BM=— AB,  MA  — BA,l:M. 
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d'où  linalonu'iit 


r..  n|> 


\B.  M  \    -BA,  BM, 


ce  qui  est  l'égalité  .1  démontrer  (en  remplaçant,  pour  plus  de 
généralité,  le  signe  =  par  le  signe  =). 

Si  AB  tend  vers  un  diamètre,  le  point  C  tend  vers  le  point  0, 
et  OC  tend  vers  le  diamètre  conjugué  de  AB.  Quand  le 
point  M  varie  sur  l'hyperbole,  le  point  P  décrit  AB,  et  le 
second  membre  de  l'égalité  a  une  valeur  constante.  On  a  donc 
dans  ce  cas 

AB,  AM  +  BA,  BM  =  const. 

Cela  veut  dire  que  AM  et  BM  font  avec  AB  des  angles  dont 
la  somme  est  constante,  et  l'on  en  conclut  immédiatement  que 
ces  droites  engendrent  des  faisceaux  inversement  égaux.  C'est 
un  résultat  bien  connu. 

Autres  solutions  par  MM.  Parrod  et  Bouvaist. 


2159. 

(  1010,  p.  336.) 

Démontrer  que  les  foyers  de  toutes  les  hyperboles  équi- 
latères  d'un  plqji  ayant  un  diamètre  commun  sont  sur 
une  lemniscate.  L.  Ivllg. 

Solution, 
Par  M.  Parrod. 

Soient  0  le  centre,  A  nue  extrémité  du  diamètre  commun 
el  I  un  foyer.  It-m*  le  triangle  OAF,  menons  la  bauteur  Ail 
et  désignons  par  p  le  côté  OF  et  paru  l'angle  AOF;  on  a 


OH*—  VH*=  '-, 

2 


donc 


p'2  -    >  a  sin*<p), 

p2  =  2rt*  C0S2Ç. 

autres  solutions  par  MM.  Ibrami  scu,  Barisien,  Bouvaist  el  Kluo. 
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2161. 

I  1910,  p.    .!.16.  ) 

Une  pyramide  régulière,  de  sommet  S,  a  pour  base  un 
rectangle  ABGD.  On  considère  le  paraboloïde  de  révolution 
de  sommet  S  qui  passe  par  le  cercle  circonscrit  au 
rectangle  ABGD  et  le  parallélépipède  indéfini  dont  ce 
rectangle  est  la  section  droite. 

Démontrer  que  le  solide  commun  à  ces  deux  corps, 
limité  au  plan  de  base  de  la  pyramide,  a  un  volume 
double  de  celle-ci.  M.  d'Ocagne. 

Solution, 
Par  M.  Parrod. 

Désignons  par  >.a,  ib  et  h  les  dimensions  du  rectangle  et 
la  hauteur  de  la  pyramide. 

L'équation  du  paraboloïde  étant 

y2  -+-  z-  =  ipx, 
on  a 

«2-l-  b2  =  >,ph. 

L'expression  du  volume  commun  est 
V  =   r  dy  r"  (h  -  £±i?)  dz  =  4  hab  -  4«*(«'h-'">. 

J-a  J_i      V  *P      )  dp 

Simplifions,  il  vient 


V  =  -  •  ia.ib.li. 


c.  y.  v.  n. 
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[M  6b] 

SUR  LA  COURBURE 
DES  BIQUADRATIQUES  GAUCHES  I»!.  PREMIÈRE  ESPÈCE; 

Pab  m.  c.  servais, 

Professeur  à  l'Université  de  Gand. 


I.  Soient  \l.\PO  un  quadrangle  inscrit  dans  une 
conique  S,  ABC  le  triangle  diagonal,  A  =  (MN,  PQ), 
B  =  (MP,  iNQ),  C  =  iMQ,  NP);  m  la  tangente  au 
point  M;  P,==(#n,QP),  N,  =  (m,QN),  A_,  =  (m,CB), 
B,  =  (//*,  O  \  i:  a  et  b  les  droites  A.MN,  BMP.  Le 
rayon  de  courbure  p  de  la  conique  S  au  point  M  est 
donné  par  la  formule  (') 

i    M\,  MP,  siin  ab  i 


>-       \,  l'i       sin(/na)  sini  /n6  i 

Si  l'on  désigne  par  C,  le  point  (//?,  AB)  on  a 
\l\,  \.,c,  ,  =—  i.         ,  MP,  !!,<;,  |==  —  i 


O  II 

2                   I                   1 

ÂT\7     TïâT  +  m7T7' 

2                  1 

xrpi  ~~  mb;  " 

i 

MOT 

De  ces  égalités  on  déduil 

M\ 

M  \,   MP>,  ' 

M\,A1P, 

par  suite 

MA,.MB, 

sinl  ul>  i 

\,i:, 

sini  mu  i  si  ni  mb  ) 

i1)  Servais,    Sur   la  courbure  des  coniques  et  <l<:<<  cubiques 
lies   {Mémoires    de   l'Académie    royale  de    Belgique,   t.  I, 

Ann.  de  Vathémat.,  ',    série,  t.  XI.  (Juillet  1911.)  19 


(  29°  ) 
Une  conique   étant  déterminée  par  un  triangle 
conjugué  ABC,    un  point   M  et  la  tangente    m,   le 
/'non  de  courbure  en  ce  point  est  donné  par  la  for- 
mule 

MA,. MB,  sinf  ab) 

0   t=   — — : — ; . 

Ai  Bj       sin(  ma  i  sin  (  tel)  i 

A,,  B|    désignent  les  points  (m,  CB),  |  m,  CA);  <v.  /> 
les  droites  MA,  MB. 

ï2.  Lue  biquadratique  gauche  de  première  espèce 
est  déterminée  par  le  tétraèdre  A13CD  conjugué  aux 
quadriques  dont  elle  est  l'intersection,  un  de  ses 
points  M,  et  la  tangente  in{  en  ce  point.  Le  plan 
oscillateur  u,  au  point  M,  de  la  courbe  est  le  plan  tan- 
gent en  M|  à  l'Iivperboloïde  (H)  conjugué  au  tétraèdre 
ABCD  el  avant  pour  génératrice  mt.  Les  arêtes  oppo- 
sées AB  et  CD,  AC  et  BD,  AD  et  BC  déterminent  dans 
le  plan  !/.,  les  sommets  opposés  P  et  P,,  QetQ,, 
R  el  R,  d'un  quadrilatère  complet  el  les  droites/,»  el  p( . 
q  et  y,,  /•  et  /•,  projetant  de  M,  les  sommets  P  et  P| , 
Q  etQi,  R  elR|  sont  en  involulion.  Ces!  une  invo- 
lution  de  tangentes  conjuguées  à  l'hyperboloïde  (H); 
par  suite  l'un  des  rayons  doubles  est  la  génératrice  /»,, 
ou  la  tangente  à  la  biquadratique  au  point  M,. 

3.  Les  côtés  BC,  CA,  AB  d'un  triangle  ABC  sont 
coupés  par  une  transversale  m  issue  du  point  M.  aux 
points  A,,  R,,  C,  ;  les  sommets  A,  B,  C  sont  projetés 
de  M  suivant  les  droites  a,  b,  c;  on  a 

MA,  IJ,Ci)  =  (  mabc), 

car  si  M,  est  le  point  (BC,  AM)  on  a 

i  MA,  BiC,)  =  (M,A,CB)  =  (amcb)  =  (mabc). 

4.  Les  faces  BCD,    ACD,   ARD,   ABC  déterminent 
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sur  la  langente  m ,  les  points  A,,  BM  Ci,  Dt  silués 
respectivemenl  sur  R,  Q,,  RQ,  RQl3  B(  Q;  on  désigne 
par  K,  le  point  (//?,,  PP,):  la  propriétés,  appliquée 
successivement  aux  triangles  PPjQ,  l)P1Qn  et  à  la 
transversale  m{  issue  du  point  M(,  donne 

<  m(l\PP\)  —  '■  Mt  K,  \,C,), 
(mqpip)  =  (MtKjDtB,  t. 

I  )',ipirs  le  n"  "2,  on  a 

i  mqippi  i  =  i  mqpiP  I, 
donc 

M,  K,  V ,  C,  i  =  i  M1K1D1B1)  =  (  K,  M,  Bj  D,), 

el  le  poinl  K,  est  le  conjugué  de  M,  dans  l'involution 

(A|  B, .  (>,  D,  ).  On  déduit  de  là  la  construction  du 
plan  'jl,.  osculateur  en  M,  à  la  biquadratique.  On  déter- 
mine le  conjugué  K(  du  point  M,  dans  l'involution 
\  B(.  <-,  D,),  la  droite  K,  PP,  issue  de  ce  point  K, 
c{  s'appuyant  sur  les  arêtes  opposées  AB.  CD  du 
tel  raèd  re  \  B(  A  >.  est  dans  le  plan  osculateur  cherché  ('). 

O.  Le  plan  osculateur  •/.,  coupe  le  cône  de  sommet  D, 
perspectif  à  la  Biquadratique,  suivant  une  conique  S 
tangente  en  M,  à  la  droite  m{  el  conjuguée  au 
triangle  P,  Q,  B.  Le  rayon  de  courbure  de  celte 
conique  -,  qui  est  aussi  celui  de  la  biquadratique,  est 
donné  par  la  formule  (n°  1)  : 

M  i  \  i . M|  Bj  sim  ri/ x  i 

\,  H,  -in  i  ///,/)  -in  i  /»,  y,  i 

Les  droites  /  M,B.  q{  \l|<v>,  sonl  les  traces  sur 
li  plan  u.,  des  plans  M  i  \l>.  M  ,  B  h  :  on  les  désignera 
pour  la  sj  m  ('trie  des  notations  par  </., ,  6, .  Ainsi  : 

(')  C.  Servais,  Sur  te  complext  tétraédral  i  \fathesis,  ■  '■■  série, 

i.  IX,  p.  7). 
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/  ne   biquadratique  gauche    de  première  espèce 

étant  déterminée  par  le  tétraèdre  conjugué  ABCD, 
le  point  M|  et  la  tangente  m,  en  ce  point,  le  rayon 
de  courbure  <iu  point  M,  de  la  courbe  est  donné  par 
la  formule 

M,  A,. M,  B,  sinj  axb\  i 

At  Bi  sîn  (  /»  t  a,  i  sïii  t  md>\  I 

les  points  A|,  B|  so/«£  les  traces  de  la  tangente  m{, 
sur  les  faces  CDB,  GDA  du  tétraèdre;  les  droites 
«(,  bf  sont  les  traces  des  plans  M(  D.V,  M,  DB  sur  le 
plan  oscillateur  y.,  à  la  courbe. 

6.  Le  pomi  M  |  détermine  sur  la  biquadratique  le 
quadruple  M,.  M...  Rl3,  M,.  A  ce  quadruple  corres- 
pond, dans  l  limnologie  harmonique  avant  pour  centre 
le  point  A  el  pour  [dan  d  limnologie  BCD,  le  quadruple 
M,,  M.,.  M',  M4.   Dans  le-  homologies  harmoniques  : 

(B,  GDA),     (C,  DAB),     (D,  ABC), 
on  a  les  groupes  de  points  correspondants  : 

(MjVm,,  m„m»),      im;.m,.m;.m,». 

<M,,M2,  M3.  M,i.         (M'3,M;,  M',,M2.. 
,  M,,.\L.  M..  M.i.         iM';.  M'3,  M,.  M, 

La  biquadratique  gauche  est  projetée  du  point  M ,( 
sur  le  plan  'j.t  suivant  une  cubique  plane;  pour  la  faci- 
lité les  projections  des  points  considérés  seront  indi- 
quées par  les  notations  de  ces  points.  La  tangente  m. 
à  la  biquadratique  gauche  au  point  M';  rencontre  les 
tangentes  mt,  m2,  rn$,  m*  à  la  même  couche  aux  points 
M,,  \L.  M:l.  M-,;  par  suite  les  points  M,,  M2,  VJ3,  M , 
de  la  cubique  forment  un  quadruple  sur  cette  courbe; 
son  tangentiel  est  la  trace  M',  de  m.  sur  le  plan  ;.*.,. 
Cette  trace  esl  la  projection  du  point  M',(  de  la  biqua- 
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dralique  sur  le  plan  u.t.  Les  homologics  considérées 
plus  haut  montrent  que  les  points  M,,  M,,  M(,  M',  de 
la  biquadratique  sont  dans  le  plan  ADM,;  donc  les 
points  M,,  M,.  M(  de  la  cubique  plane  sont  sur  La 
(Imite  <7,  intersection  des  plans  u,  et  ADM,  (n°o).  De 
même  les  points  M,,  M^,  M'  de  la  cubique  sont  sur  la 
droite//,,  intersection  des  plans  m,  et  BDM,.  Le  rayon 
de  courbure  de  la  cubique  plane  égal  à  celui  de  la 
biquadratique  est  donc  donné  par  la  formule  du  n°  5. 
Por  suite  : 

■Soient  M'r  M,.  Mr  M'.  ////  quadruple  d'une 
cubique  plane,  M,  le  point  de  la  courbe  ayant  M', 
pour  tangentiel  ;  \,,  13,  les  points  d'intersection  de 
la  tangente  tnt  au  point  M,  avec  les  tangentes  aux 
points  M\.  M,:  a,,  A,  les  droites  M,  M',,  M,  M!,;  le 
rayon  de  courbure  de  la  cubique  au  point  \I,  est 
donné  par  la  formule 

MtAiMiB,  sin(a,6,) 


A  |  B  |         s i n  (  m ,  a ,  )  si  n  (  m ,  /; ,  ) 


7.  Les  quatre  points  M,,  M2,  M3,  M4  de  la  cubique 
formant  un  quadruple,  le  triangle  M2M3M4  est  conju- 
gué à   la   couique   polaire  du   point  M,.  Le   rayon  de 

courbure  au  point  M,  de  celte  conique  est  donné  par 
la  formule 

M  i  \ ...  M  !  lî.j  sin  (  (i\l>\  i 

A]  Bj  situ  m.\  <t\  )  sin  (  m,  bt  ) 

\,.  IL  sont  les  points  '///,.  Ma  M:,  )  (//?, ,  M2M  ,),  a, ,  bt 
les  droites  M,  M,  M,.  .M,.M:,  \l„.  On  sail  que  le  rayon 
de  courbure  p  de  la  cubique  au  point  M,  est  égal  à  la 
moitié  de  p' j  par  suite  : 

Si  M,,  Mj,  M,.  \l  ;  es-/  un  quadruple  d'une  cubique 
plane :  le  rayon  decourbure.de  la  courbe  au  point 
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.M,  est  donné  par  la  formule 

i    M  A,. MB,  -inu/,6,) 


1         a       AjB2       %\n(niïal)i\\i(  nixby) 

A2,  B2  sont  les  points  de  rencontre  de  la  tangente  m.\ 
au  point  M,  avec  les  droites  M2M3,  M2M4  ;  a,.&, 
les  droites  M,  M,,  AI,  M.t. 

<S.    Des  n"s  G  et  7  on  déduit 

MApMBi  _  M,A2.M,B2 
2      AjB,       ~~        ÂTbI 

Ainsi  :  Soient  M,,  M2,  M3,  M4  ///?  quadruple  d'une 
cubique  plane  ;  M,,  M',,  M',  respectivement  les  points 
(M,  M,.  M. M,),  (M,  M.,  M2  M,),  (M,  M2.  M3M4); 
A4,  B,  les  points  de  rencontre  de  la  tangente  m,  au 
point  M,  avec  les  tangentes  aux  points  M,,  M2  ;  A,, 
B2  /es  points  de  rencontre  de  ///,  avec  les  droites 
Ma  M8,  M2  M^,  o/?  a 

MA,  MB,  _  M  A,.  MB, 
A,B,        ~       A2B2 

9.  Si  Cl5  C2  sont  les  points  fie  rencontre  de  la  tan- 
gente m,  avec  la  tangente  au  point  M^  et  la  droite 
M.  M ,  on  a  de  même 

MA,.MC,        MA,.MC, 


A,  G,  A,  Cf 

On  déduit  des  deux  dernières  égalités 

i  MiAjBjd)  =  (MjAjBjG,). 

On  peut  établir  autrement  celte  dernière  propriété 
el  déterminer  le  second  point  double  de  la  projectivilé 
déterminée  par  les  trois  couples  de  points  A,  A2,  B,  B2. 
G,  C2.  Le  langentiel  ï  du  quadruple  M,,  M2,  M3,  M'. 
esl  le  corésidueJ  du  groupe  M,,  M2,M3,  AJ4,  et  le  point 
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M    est  le  taogentiel  du   quadruple  M,  Mo  M:t  M,.   Les 

coniques  circonscrites  au  quadrangle  M,  Mo  M3  M4 
rencontrent  la  cubique  en  des  couples  de  points  EF 
alignés  sur  ï  et  la  droite  EF  engendre  un  faisceau 
projeclif  au  faisceau  de  coniques.  Parmi  ces  coniques 
on  considère  les  coniques  dégénérées  (M,  M,,  Mo  M 3  ), 
(M,  Mt,  Mo  M,),  (M,  Mo,  M3Mt),  la  conique  tangente 
à  la  cubique  au  point  M,  et  celle  qui  passe  par  M',. 
Elles  coupent  une  seconde  fois  la  droite  mt  issue  deM, 
aux  points  A2,  Ho,  G>,  M,,  M\.  Les  rayons  homologues 
du  faisceau  (T)  sont  TM'„  TM2,  TM3,  TM,,  TM4  ;  par 
suite 

1  \,  B,C,  M,M'V  )Â(A2B2C2M,\I'V). 

Soient  M,,  Mo,  M3,  M>,  un  quadruple  avant  pour 
tangentiel  M',  :  \\\.  M.,,  M,  les  points  (M ,  M4,  M2M3), 
(M,M3,  M,  \l|  ),  1  M,  AL.  M3  M4);  A„Bn  C„  A,,  B2,  Ca 
tes  points  de  rencontre  de  la  tangente  M ,  M  ;  res- 
pectivement avec  les  tangentes  au.e  points  M'nM2, 
M3  et  les  droites  M2  M,,  M,  M.,.  M:!  M,;  on  a 

(  A,  B,  Ct  M,  Wk  )  X (  A2  B2  C2  M ,  M'.  ). 

10.  La  tangente  nit  au  point  M,  de  la  biquadratique 
fauche  est  une  génératrice  d'un  hyperboloïde  (H)  cir- 
conscrit à  la  courbe;  soient  s  une  génératrice  de  même 
système  que  ///,  :  M  .  I',  Q  trois  points  de  la  biquadra- 
tique ;/.  X| .  [j{  !<•->  plans  m  1  M',  rnt  P,  /nt  Q;  P',  Q',  les 
traces  de  la  droite  M  ,  M'  sur  les  plans  s  P,  sQ.  <  )n  a 

m  M,  PM'Q  lAm,|  M,  PM'Q 
ou 

(  W1P'M'Q')Â(fi,a,|x'p)  1. 

!)'•  celte  égalité  on  déduil 

M,. M         _  M  l'.M|()  aiii(2,3,) 

sin(fiip')  P'Q         sin(  a''/,  i  <in(  *jl ,  pi  ) 
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Si  l'on  suppose  que  le  point  M'  se  rapproche  indéfini- 
ment de  M,  à  la  limite  on  a 

_  £  MiP^MtQt  »iii(gc,  3t  > 

3         lJ!  Qj         sin([j.1a1  )  sin(fAi  (3,  ) 

T  est  le  rayon  de  torsion  de  la  courbe  an  point  Mt  ; 
l'(,  O,  les  traces  mt  sur  les  plans  s\\  sQ. 

11.  Les  points  P  et  Q  étant  quelconques  sur  la 
biquadratique,  on  peut  leur  substituer  les  points  M',, 
M!,  de  la  courbe  situés  respectivement  sur  les  droites 
A.Mj,  BM,  joignant  le  point  M,  aux  sommets  A,  B  du 
tétraèdre  conjugué.  A  la  droite  PP,  génératrice  de  (H) 
il  faudra  substituer  la  génératrice  analogue  issue  de  M',; 
cette  droite  n'est  autre  que  la  tangente  m',  à  la  courbe 
au  point  M',  ;  elle  correspond  à  la  droite  m,  dans  l' ho— 
mologie  harmonique  (A,  BGD),  par  conséquent  le 
point  m,  m\  analogue  à  P,  est  le  point  A,  =  (m, ,  BCD). 
De  même  l'analogue  de  Q|  est  le  poinlB,  =(m,,  AGD); 
quant  aux  plans  />?,  M',  et  m{  M.,  ils  sont  identiques  à 
//^"A  el  m ,  B.  Par  suite  : 

Une  biquadratique  gauche  de  première  espèce 
étant  déterminée  par  le  tétraèdre  conjugué  ABCD, 

[cpoint  M,  et  la  tangente  ni{  en  ce  point,  le  rayon 
de  torsion  au  point  M,  de  cette  courbe  est  donné  par 
la  formule 

x  =   l  M,A,.M,B;  sin(q,p,j 

3  A,B!         sin(  p.j  a,  )  sin(  |-i,  fi,  )  ' 

les  points  A,,  B,  sont  les  traces  de  la  tangente  m , 
sur  les  faces  CDB  et  GDA  du  tétraèdre;  les  plans  a  <, 

'i,  projettent  de  la  tangente  mK  les  sommets  A,  B; 
•j.{  est  le  plan  osculateur  à  la  courbe  du  point  M,. 

12.  Lemme.  —  Soient  P, ,  M  , ,  M2,  P.-  les  sommets  d'un 
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quadrilatère  gauche;  a,,  u.,,  uu.  a2  les  plans  P2  P|  Mt. 
P,M,  Ma>  M,  M,P,.   M2P2P,  ;  on  a 

Pi  Pg.MjMi  sin(  (j-ioti  )  sin(  fi^as  ) 
=  Mi  Pj  .MjPj  sin( et]  as )  sin(  fi]  ;ju). 

Soient  /«,,  m2,  fi,  g\i  (i\  les  droites  P,M(,  l'.Mo, 
P1  P2,  M,  Mo,  AI,  P2.  Dans  les  Irièdres  (gt  a{  m{),  et 
( /',  <7,  nu),  et  les  triangles  P,  P2  M,  et  P2M,  AL  on  a 

sin(  1.^2  )  sin(  aj  a2 1 


sin(  fjt,a,  )  _   sin(  a,  ;ju  I 

sin  (  ot|  i,',  1        sin(ai/ni)  sin^r/))        sin(m>«i 

sin(_/iai)    _  Mil',  sin  (  <^/  j  a'  1  »  __  M2P2. 

sinfa,/»,)-   I * j  I * _.  sin(  m-tal  )  ~  M,  M2  ' 


I',  Pa  .  M  ,  M2  sin  1  ;j.,  a,  j  sin  (  ;ju«-i  ) 

=  Mj  l'|  .  M2  P2  sin  (  «]  ou  )  sin  (  fi,  ;ju  ). 


13.  Soient  M,,  M,  deux  points  correspondants 
d'une  hiquadratique  gauclie;  les  tangentes  /«,,  m-,  en 
ces  points  sont  deux  génératrices  de  même  système 
d'une  quadrique  (H)  circonscrite  à  la  courbe.  Les 
rayons  d'usculation  /;, ,  p2  en  ces  points  sont  deux  géné- 
ratrices de  l'autre  système;  si  q  est  une  génératrice  de 
ce  système,  on  désigne  par  P1;  Q,,  P2,  Q2  les  points 
//>,/;,,  //* ,  y .  m2pt)  m2q\  para,,  (3,,  a,,  aL>,  ^2,  \x->  les 
plans  (mtp2),  (m,  y),  (m,/?,),  (m?pt),  (m-,  q),  (m2p2)', 
par  t,  et  t2  les  rayons  de  torsion  de  la  hiquadratique 
aux  points  M,  el  IVf2.  Cela  étant  on  a  (  10) 


9^»  X,  r^ 


MlPi.M<Q1.M2Pi.MtQ1 

1  ' ,  Qi .  P*  Q« 

Silll    Z,   fj,    I  Mil       /._,  Jj,   I 

sin(  ;i,  Xj  1  sin  1  ;/,  '},  1  >in  |  ;jl,  ïj  |  sin  1  [Xj  [i,  1 


I  ).in>  les  quadrilatères  gauches  P,  \l  (  M..  P2,  M,  Q(  Q2  M.. 
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cl  P,Q,  Q,  [\  on  a 


(a) 


>ar  suite 


P,  P2.M,M2  sin(;jt,a,)  sin([x2a2) 
=  Mj  Pj  .Mj  1*2  sin(a,a2  )  sin(  [x{  [x.2), 

QiQi.MtM,  sin(a,^)sin(a.2p2) 
=  M,  Q, .  M,  Q2  sin(a,  a2  )  sin (  (3,  p,), 

P,P«.QiQ,8in(ii1pt)Mn(ji«p«) 
=  PiQi.P«Qisin(nijij)sin(p,pt); 


P1P2         M1Q,.M,(<», 

Ainsi  :  5/  mf,  [*t,  t,  e£  /n2,  |i.2,  t2  désignent  les 
tangentes,  les  pions  oscillateurs  et  les  rayons  de 
torsion  d'une  biquadratique  gauche  en  deux  points 
correspondants  M,  et  M_>  ;  I',  e/  P2  les  points  m,  ij.2, 
/??2  a,  ;  Q|,  Q2  les  points  d'appui  sur  rn{  et  m2  d'une 
sécante  issue  d'un  point  quelconque  de  la  courbe, 
on  a 

p7p«     m7q!.m7q2 


9<tlT2  = 


sin« (|*,|«.)   PiQ;.p2q; 


14.  Si  la  quadrique  (H)  esl  un  paraboloïde,  ou  peut 
supposer  la  génératrice  q  à  l'infini,  on  a  dans  cette 
hypothèse 

pTpo 


9^1  ^2 


sin2(  jj.,  ,u2  ) 


Ainsi  :  Si  les  tangentes  mt  et  m2  en  deux  points 
correspondants  d'une  biquadratique  gauche  sont 
des  génératrices  d' un  paraboloïde,  on  a  la  relation 


P,PS 

9Xlt2 


sin2(  tj.,  èuL2  ) 
[q.   Si   les  points  correspondants  Mt,   M2  sont  tels 
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que  le  plan  oscillateur  en  l'un  d'eux  passe  par  1  au  Ire, 
on  ,i  P,  =M|,  P2  =  M2  ;  par  suile 


Mi  M, 

9"i^ 


5lH2l    ;J.)    |JU    ) 

Donc  :  Si  les  points  \l,,  \L  de  la  biq uadratiq ue 
gauche  sont  tels  <jue  le  plan  oscillateur  en  l'un 
il' eue  passe  par  l'autre,  on  a 


M,  M, 

9"l"2  = 


sin2(  ;ji]  uu) 

l().  Soient  /»,.  ui| ,  t,  la  tangente,  le  plan  oscillateur 
et  le  rayon  de  torsion  en  un  point  M,  d'une  cubique 
gauche;  s,  P,  Q  une  sécante  et  deux  points  quelconques 

de  la  courbe;  P,.  Q,  les  traces  de  ///,  sur  les  plans  .sl\, 
sQ(  ;  a,,  (j,  les  plans  m{  P,  m ,  Q  ;  on  a 

■   M.PfM.Q,  sin(a,ft,) 

M       ^         P.Qj         sinCiiiaOsinditpi)     {   '' 

On  déduit  de  cette  formule  les  théorèmes  suivants  : 

Si  m  i .  ;j- i .  t,  et  /w2,  ;j-j,  t2  désignent  les  tangentes, 
les  plans  oscillateurs. et  les  rayons  de  torsion  d'une 
cubique  gauche  en  deux  points  quelconques  M,  et 
M  .  ;  P,  et  Pj  les  points  tnt  uu,  tn-2  \>-l  ;  Qt,  Q2  les  points 
d'appui  sur  m ,  <?/  wa  d'une  droite  issue  d'un  point 
de  la  courbe  arbitrairement  choisi,  on  a 

"TTH;     m7?.  .  m7q« 

sin»(HifH)  TVT)2,  .Ivô!  ' 

.s/  /cv  tangentes  />?,  e/  /»..  îo/i/  rfci  génératrices 
d  un  paraboloïde  circonscrit  à  la  cubique  gauche, 


(')  C.  Servais,  Sur  lu  courbure  des  conique*  et  des  cubiques 
gauches  (Mémoires  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  1906,  p.  12). 


9"i 


(  3oo  ) 
pTp! 


sin-( ,  fj-i  jj-2  ) 


17.    Les  égaillés  (a)  du  n°  13  permettent  d'écrire  la 
valeur  de  l'expression  9-:,  t2  sous  la  forme  suivante 


M,  INI,        sin*(a,j3,)  sii)2(a2  p2  ) 
-    '*-—  sin^otta,)  sin2(}JL,  p,  )  sin2(  jJL2p2)' 

on  peut  utiliser  celle  relation  dans  les  nos  13  et  16. 

18.  Soient  (C,)  et  (C2)  deux  courbes  gauches  quel- 
conques, iK|,  [/.(,?<  e£  /n2,  [X2,  T2  fes  tangentes,  les 
plans  oscillateurs  et  les  rayons  de  torsion  en  deux 
points  M, ,  M2  situés  respectivement  sur  (C,)  et  (C2  )  ; 
P, ,  P2  /<?.?  points  m{  |ju,  tti2  la,  ;  Q,,  ()2  deux  points 
quelconques  pris  respectivement  sur  m{  et  m2  ; 
r  expression 

i  \\ï\        M,Q*.M2QÎ 


es*  projective. 

Soient  a,,  (3f,  a2,  [32  les  |)lans  m(  M2,  m{  (v)2,  m2  M, 
/;?_,(,),•,  à  la  figure  considérée  correspond,  dans  une  pro- 
jectivilé  quelconque,  une  seconde  ligure  dont  les  élé- 
ments seront  représentés  par  les  notations  des  éléments 
homologues  de  la  première,  mais  accentuées.  Pour  les 
courbes  (C,)  et  (C,),  (C2)  et  (G2)  on  a  (■  ) 

_i_  M,  P ,.1*1,(3,  sin(«,p,) 

x,  P,Qi         sin  (  fi,  a,  )  çin  (  fi,  Pi  ) 

i     flf/1P,1.M'1Q,1  sip  (<*',£',) 


t',  P',  Q',  sin(fx',a',)sin(fA/,p/1) 

_i_  Mal'jj.M.Q,  sin(a2p2) 

xj         PgQj         sin(nîa,)sin(|jijpî) 

i     M',l",.M'o  Q2  sin(tt'8[38) 


!•'.,  <  >',  sinisa7,  >  sin(u/„  fi'., 


(  '  )  C.  Si  hvais.  La  courbure  et  la  torsion  dans  la  collinéation  et 


(  3oi    ) 
Ces  égalités  montrent  que  l'expression 

T  =  _L  M1P,.M,Q|.M,Pa.MiQ, 
_-,-2  PiQi.PsQî 

sinfa,  3|  i  siiu  a-,  32  ) 


sin  (  jX|  a,  )  sini  ;ju  22  i  s'n({*iPi)  s'n(  f*î  Pî  * 

esi  projective. 

D  après  les  égalités  (a)  du  n"  13  L'expression  T  peul 
s'écrire 

T_   i      ïïTk     âîTq" . ^TTqÎ 

on  a  aussi 


i  M,M2       sin2CaiPi)sins(aspt) 

T|-:2  sin3(X|X2)  sin2(fxj  $t)  «in2(  ;ju  32/) 

Ces  expressions  sont  donc  projeclives. 

19.    Si  l'on  suppose  Qi  et  Qo  à  l'infini,  T  se  réduit  à 

i        "pTpJ 

~i  t2  sin2(  ;jt.i  ;ju  ) 

Celle  expression  n'est  donc  pas  altérée  par  une  trans- 
formation affine. 

^20.  Si  les  plans  oscillateurs  en  M,  el  Mj  passent 
respectivement  par  les  points  M2  cl  M,,  on  a  P, -^  \l,. 
I'..       \lj  et  I  expression  T  se  réduit  à  : 

1  M^»«         f.V 


Celte  expression  est  donc  projective 


lu  réciprocité  <  Mémoire*  in-9  </>■  /'  Vcadémie  royale  de  Belgique, 
.898,  p.  7). 

('i  Dkmoulin,  Sur  lu  théorie  générale  </'■•.  congruences  recti 
lignes  (Comptes  rendus,  rgoo,  p.   1- 


(    302    ) 

21.   Soient    M(,   P(,  Q,    trois    points   quelconques 

d'une  génératrice  m{  d'une  quadrique  ï:  ;.».,,  a,,  fi,  les 
plans  tangents  en  ces  points  ;  R,.  R(  les  rayons  de 
courbure  principaux  de  la  surface  S  au  point  M,  ;  on  a 


R,  =  _  M.P.-MtQ,  sin'-(q,3,)  , 

777:-         sinî(fx1a|)sinî(fiiPi) 
ri\i 

On  déduit  de   cette  formule,    par  les    égalités  (a)    du 
n°  13,  les  théorèmes  suivants  : 

Soient  M,  et  M2  deux  points  quelconques  d'une 
quadrique  S;  m,  e£  a,,  /?>o  et  a,  les  génératrices 
passant  par  ces  points  ;  b  une  génératrice  du  système 
(a,,  r/j,  .  .  .)  ;  P,,  P2,  Q,,  Q2  /<?.?  points  mt  a-,.  tn2a{, 
m,  b,  m2b;  R,  e/  R, ,  R2  et  I»',  £es  /ayons  de  cour- 
bure principaux  aux  points  M,  e/  M2|  ; j- (  e/  ;j.^  /fs 
plans  tangents  à  2  r/?  M,  e/  M2;  t>/î  a 

R,  R , .  R,  R'2  sin  mu,  us  1  =  Vj>\  M '  ^  ' R 


PiQj.P.Qî 

5«  &z  quadrique  X  <?.$/  ////  paraboloïde ,  "//  a 
RjR'^.RjR'j  sin*|  mn,)  =  PiP*- 

[I2e] 

GÉNÉRALISATION  DUNE  FORMULE  DE  LAPLAGE 
RELATIVE  AUX  PROBABILITÉS  DIS  ERREURS; 

Par  M.  le  lieutenant  MONFRAIX. 


Laplace  a  donné  de  la  probabilité  pour  que  la  somme 
des  erreurs  faites  dans  n  observations  soit  numérique- 

(')  C.  SERVAIS,  La  courbure  et  la  torsion,  etc.,  p.  4". 


(  3o3  ) 
menl  égale  à  .r,  la  formule  très  générale  suivante  : 

■>  A  =  —  dx  /     co^(olt)  c/ol    ■>.   I      y{oc)  cos(ao?)  dx  I    > 

dans  laquelle  »(x)  est  la  loi  de  probabilité  des  erreurs 
dans  une  ('preuve,  x  la  limite  positive  de  ces  erreurs. 
Pour  la  démonstration  de  celte  formule  et  les  consé- 
quences intéressantes  que  Ion  peut  en  tirer  nous 
renvoyons  à  un  article  de  M.  Hélie  publié  dans  le 
Mémorial  de  l' Artillerie  navale,  t.  III,   1876. 

Nous  nous  proposons  dans  ce  qui  va  suivre  de  ré- 
soudre le  problème  plus  général  suivant  : 

Supposons  (pie  dans  une  mesure  l'erreur  soit  la  résul- 
tante d'un  très  grand  nombre  d'erreurs  ayant  respec- 
tivement pour  loi  de  probabilité 


et  soient 


Xi,     xt, 


,j'n\Xli), 


leurs  limites.  Quelle  est  la  probabilité  pour  que  l'erreur 
résultante  soit  numériquement  égale  ou  inférieure  à  un 
nombre  donné? 

Partageons  les  intervalles 

—  XiXu     — X*Xi,      ...,      —  xnxn 

en  intervalles  partiels  d'étendue  d\  et  considérons  les 
polynômes 

"'1 

V*.  (e*i'"<t  -+-  e  MecE)?,^,  d\  \d\\ 


V  a„  (e'vWÇ+  e-Ki«d\  ,  <p„  \  kn  d\  | d\  ; 


r" \,  m% »>n  sont  des  entiers  tels  que 

/»,,/;  =  .?•,,         mid\  =  xi,         ....         mn  d\  = 


(  3o4  ) 

A  des  infiniment  petits  près  tels  (pie 

2<pi(o)^,      2tp2(o)^,       ...,      ?.cp„(o)rf;, 

ces  polynômes  ont  respectivement  pour  valeur 

2/      ^i(x)cos%xdar,      ...,     1  fa(x)cosaxdx. 

«•  0  t/0 

Un  terme  quelconque  de  leur  produit  sera  de  la 
forme 

e<<rlrfÇ-Hr1tfg-K..+iT„rfÇ)  ta  «p,  (  cr,  rfÇ  )  d| .  .  .  »„  «  t„  ./':  |  r/ï. 
(  )r  le  produit 

'fil  7,   il\  I  ,/;...  C?„  I  J„  d\)d\ 

représente  la  probabilité  du  concours  des  erreurs 

ff|  d\.  .  .ilt  d%, 

et  nous  pourrons  dire  que  la  probabilité  pour  (pie 
l'erreur  résultante  ait  une  valeur  donnée  ld\  est  le 
coefficient  de 

dans  le  développement  du  produit  des  polynômes  con- 
sidérés. 

Soit  A  ce  coefficient;  la  probabilité  d'une  erreur 
numériquement  «'-gale  à  ld\  sera  2  A.  Ce  développe- 
ment sera  de  la  forme 

\  1  e  ■"■■■  r-      <■  "*<*$  )  4-  B(e/"'a'/Ç-+-  e-ptadÇ)  .+. 

Multiplions-le  par 

e/tarfÇ_4,.  e-lia.d% 

dt  —  cos  (  Iol  dz,  )  dt. 

2 

L'un  des  termes  du  produit,  sera  Ac/a,  tous  les  autres 
conserveront  la  même  forme  et,  en  intégrant  par  rap- 


nort  à   a  de  o  à  -771  i>  aurons 

ai 


_  /.'/;  r 

—  =   /       coM/ïi/ïirf;    2"   /       ùï(x)cos(aix)dx 

-     •  .1  L    *•  0 

x   /       •  ■  •   /       tp«(a?)cos(aa;  ■  <"/./■ 


Si  le  nombre  de>  erreurs  composantes  est  Uè>  grand, 
/  aura  nue  hv>  grande  valeur  et  dz  étant  infiniment 
petit  nous  [jouirons  remplacer  le  produit  indéter- 
miné A/;  par  .r.  de  sorte  que 


■  \ 


=  -§  d\  !     ç.os(*x)da\  in  f        j       ...    I  , 


expression  d'où  l'on  déduit  la  formule  de  Laplace  si  Ton 
suppose  rpie  toutes  les  erreurs  composantes  suivent  la 
même  loi  de  probabilité. 

Admettons  que  ces  erreurs  suivent  la  loi  de  Gauss 
et  posons 


o(x)  =  -—e-"-x'-. 


X  =  ce. 


'/  prenant  les  valeurs  //,.  a2 </,,.  Nous  aurons,  en 

appliquant  une  formule  connue, 


1  !      — ^  <       '   cos   %x)dx  = 


'0       V 


1  t  ,   pal    suite. 


et 


A  =  — —    I        e  "'in. 


da 


A  =  d.r  -= 


*\  ^ 


1 
«r 


Ami.  de  Mathémat.,  \r  série,  t.  XI.  (Juillet  1911.)  20 


Posons 


nous  mirons 


(  3o(i  ) 


A  =  — :  e-"-J-Jr. 


Ceci  nous  montre  que  l'erreur  résultante  suit  la  loi 
de  Gauss  (')  el  qu'on  peut  la  considérer  comme  due 
à  une  épreuve  isolée  dont  la  précision  a  est  donnée  par 
la  relation 

a1       ~m  a  \ 
Keprmons  la  relation 

A  =  -^   /     oosl  2  v)dx    2"  /        I      .  .  ■   I 

elle  représente  la  probabilité  d'une  erreur  totale  égale 
à  x,  la  probabilité  d'une  erreur  totale  numériquement 
inférieure  à  x  aura  pour  valeur 

\\—J-l      dx  l      cos(âv)da    ■>"  j        i       ...  j 

OU 

La  somme  des  erreurs  est  nécessairement   inférieure 

à  ./  -,  -f-  x-2  -+-  . .  .  +  x  i,  en  valeur  absolue;  la  probabilité 
d'une  erreur  inférieure  à  )LxK  est  donc  égale  à  i  et  nous 


(')  N ■ . n ->  rappellerons  <|iie  la  démonstration  directe  de  ce  tlico- 
rème  .i  été  donnée  pur  M.  d'Ocagne  {Nouvelles  Annales,  3*  série, 
l.  \1\  ,  189a,  p.  1 


a  il  ni  n  s 


\'[ 


io,   ) 

sin  7.1 ./',       ./•._,  ■  -...-,-  a?/)  i 


h 


iï    2  /       'f  1 1  a '  i  <  "^'  *x)  dx    , 


t>  désignanl  le  produit  des  diverses  intégrales.  La  seule 
bjpothèse  faite  sur  les  fonctions  <p  est  que 

a  ^     tpi  ./•  i  dx  =  i; 

mi   ,i   en   ••Met   la   certitude  que   l'une  des  erreurs  est 
Dumériquemenl  inférieure  à  sa  limite. 
Nous  poserons 

/'i  r  ) 


f  f(x)dx 

f{x)  étant   une  fonction  quelconque  continue  entre  o 
et  x.  La  relation  ci-dessus  deviendra 


:-jf 


*in  71  ./  |  —  T*  -,  -...-f-  ./•„  i 


dot  L>  — 


r>. 


i  ./■  i  cos  z./'  cte 


f'fii* 


Si   en   particulier  toutes   les   Fonctions  J\    >oni    des 
constantes,  il  resl<  ra 


•  I  11  7.  i    /"  |  •  -  -  Xz  -4-  .  .  .  -+-  Xn  ) 


/sin  t../-,    -ina^i 
a.r,  ax; 

dont  l'intégrale 

/*"  sinna  /sin,a\'»_  it 

est  un  cas  particulier. 


du  =  —, 

2 


(  3o8  ) 

TN'lf] 

SIÎH  UN  COMPLEXE  QUADRATIQUE 
DONT  TOUS  LES  CONES  SONT  DE  RÉVOLUTION  ; 

Par   M.  É.  TURRIÈRE. 


1.  Dans  mon  article  intitulé  Une  application  du 
théorème  de  Malus  au  problème  de  Transon  (Nou- 
velles Annales.  191  1,  p.  160),  j'ai  considéré  un  com- 
plexe de  droiles  (C)  tel  que  tout  cône  du  complexe 
admette  un  axe  de  symétrie  binaire,  ou  plusieurs  axes 
de  cette  nature.  Si  le  complexe  (C)  est  le  complexe 
linéaire,  toul  cône  du  complexe  admet  un  axe  de  symé- 
trie perpendiculaire  au  plan  focal  au  foyer  correspon- 
dant et  une  infinité  d'autres  axes  qui  sont  des  rayons 
du  complexe  (C)  lui-même. 

Ce  cas  singulier  n'est  pas  le  seul  pour  lequel  tout 
cône  admet  une  infinité  d'axes  de  symétrie.  Soit  en 
effet  le  complexe  quadratique  (C)  d'équation 

a,,  a-2,  rt:!,  «4,  as,  aen  a  désignant  sept  constantes  arbi- 
traires. Tout  cône  de  ce  complexe  de  sommet  M  est 
bilangent  au  cône  isotrope  de  même  sommet  le  long 
des  deux  génératrices  situées  dans  le  plan  focal  de  M 
par  rapport  au  complexe  linéaire  (T)  d'équation 

"i/'i    --  " il>2  4-  CtzPt-'r  a,,/!;  4-  a$p&-+-  «e/>6  =  o  ; 

en  (l'aulres  termes,  tout  cône  du  complexe  (G)  est  de 


iog  ) 
révolution  ;  l'axe  «le  révolution  esl  la  perpendiculaire 
m  M  au  plan  local  de  ce  point  par  rapport  au  complexe 
linéairei  IL  En  se  reportant  donc  à  l'article  précédem- 
ment cité,  on  voit  qu'on  peut  associer  au  complexe  (C) 
deux  complexes  (C)  :  l'un  d'eux  n'est  autre  que  le 
complexe  linéaire  (T)  et  l'autre  est  le  complexe  qua- 
dratique constitué  par  les  perpendiculaires  aux  plans 
focaux  de  (F)  aux  foyers  correspondants. 

Il  suffit  doue  de  connaître  une  solution  du  problème 
de  Transon  relatif  au  complexe  (C)  précédent  pour 
pouvoir  considérer  ce  problème  comme  étant  résolu. 

Celte  propriété  découle  d'ailleurs  d'autres  remarques; 
avant  de  les  indiquer  et  de  former  la  solution  la  plus 
générale,  il  convient  de  réduire  l'équation  du  complexe 
C  à  la  forme  la  plus  simple.  A  cet  effet,  il  suffit,  par 
un  changement  d'axe-,  de  prendre  pour  axe  O-  l'axe 
du  complexe  linéaire  l'i  associé  au  complexe  (G). 
L'équation  dei;C)  prend  alors  la  forme 

h  i  onstante  K  esl  nulle  si  le  complexe  !  I  |  est  spécial, 
i  esl   i-dire  si  I  expression 

a,  <7,  -+■  <(.>  k  ,       n  :  'i, 
est  nulle. 

"1  Le  complexe  <  C  ),  tout  comme  le  complexe  linéaire 
I  auquel  il  se  réduit  lorsque  la  cou-tante  a  est  nulle, 
esl  invariant  dans  la  translation  infinitésimale  parallèle 
à  l'axe  <>rei  dans  la  rotation  infinitésimale  autour  du 
même  axe.  L'équation  des  surfaces  dont  les  normales 
appartiennent  au  complexe  (C)  admet  donc  trois  trans- 
formations infinitésimales  distinctes  :  rime  est  la  trans- 
formation caractéristique,  d'après  Lie,  des  équations  de 
cette    nature  :    la    dilatation    infinitésimale;   les   deux 


(  3io  ) 
autres  sont  celles  qui  correspondent  aux  deux,  déplace- 
ments infinitésimaux  précédents. 

Dans  ces  conditions,  puisque  la  connaissance  de  deux 
transformations  infinitésimales  est  suffisante  pour 
déduire  la  solution  générale  d'une  solution  particulière 
unique,  nous  nous  trouvons  en  présence  d'un  nombre 
surabondant  de  transformations  infinitésimales.  Pour 
engendrer  la  trajectoire  la  plus  générale  du  complexe 
(C),  il  suffît  donc  de  prendre  l'enveloppe  d'une  famille 
de  surfaces  prises  arbitrairement  parmi  les  parallèles 
aux  surfaces  déduites,  par  un  déplacement  hélicoïdal 
infinitésimal,  d'axe  O;  et  de  pas  arbitraire,  d'une  tra- 
jectoire particulière. 

Comme  solution  particulière,  on  pourra  envisage! 
la  surface  i  Si  qui  va  être  considérée  plus  loin. 

3.  En  se  reportant  au  Chapitre  de  ma  Thèse  (')  relatif 
aux  complexes  de  translation  ou  de  révolution,  on  voit 
qu'il  convient  d'utiliser  les  coordonnées  géographiques 
pour  déterminer  le  plus  simplement  possible  les  sur- 
faces trajectoires  du  complexe  (C).  Considérée  comme 
enveloppe  d'un  plan  d'équation 

x  cos©  cos'j/  -4-  y  coso  siii'i  -+-  z  si  no  =  ttt, 

la    trajectoire   générale   est   intégrale   de   l'équation  du 
premier  ordre  (2) 

Oxn         ,      . 

— r  -+-  K  sm©  =  a  : 
Où 


(  '  )  Sur  les  congruences  de  normales  gui  appartiennent  <i  un 
complexe  dorme  (Paris,  1911,  ci  Annales  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  Toulouse). 

('')  D'une  façon  précise,  le  complexe  quadratique  (C)  se  décom- 
pose  en  deux    complexes  *cmi-lint:aires  (Cf.  le  Chapitre  corres- 


|  3n  ) 
conformément  à  la  théorie  générale,  celle-ci  s'intègre 
immédiatement  ei  l'intégrale  générale  est 

m  =  { 't  —  Ksincp)  ty  ■+■  <l>  ; 

<P  désigne  une  fonction  arbitraire  d'intégration  de  la 
seule  variable  (p. 

De  cette  expression  générale  résulte  une  génération 
géométrique  simple  de  la  surface  trajectoire  générale 
du  complexe  (G),  faisant  intervenir  une  surface  de 
M .    \ppell  part iculière, 

rn  =  'I, 

l'hélicoïde  ganche  à  plan  directeur 

ri  une  surface  générale  île  révolution  autour  de  O^ 

Pour  solution  particulière,  on  pourra  donc  prendre 
la  surface  i  S  »  d'équation 

car  =  (a       K  sinto)^, 

dont  les  lignes  de  courbure  présentent  la  particularité 
intéressante  d'admettre  pour  images  spliériques  des 
loxodromies  :  celte  propriété  résulte  du  fait  que  m  est 
une  fonction  linéaire  d>'  tL  et  de  -l  >in  ce  i  '  i. 

Parmi  les  surfaces  trajectoires  du  complexe  (C)  les 

pondanl  de  ma  Thèse)  auxquels  correspondent  deux  familles  de 
surfaces  trajectoires  intégrales  des  équations 

ota 

— r  -+-  K  sm»  =  db  a  ; 

<r, 

(')  Cf.  mon  article  intitulé  :  Ipplication  de  l'équation  des  télé- 
graphistes aux  sur/aces  dont  les  images  tphériques  des  lignes 
de  courbure  sont  des  loxodromies  \  Nouvelles    Innales,  1910,  p.  n). 
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seules  surfaces  qui  jouissent  de  celte   propriété   sont 
les  surfaces  qui  correspondent  à  la  fonction 

<J>  =  A  sincp  h-  B, 

A  et  B  étant  deux  constantes,  c'est-à-dire  les  surfaces 
déduites  de  (S)  par  une  translation  parallèle  à  Oz. 
Pour  les  autres  surfaces  trajectoires  des  droites  du  com- 
plexe, les  images  sphériques  des  lignes  de  courbure  ne 
sont  pas  des  loxodromies,  mais  ces  lignes  de  courbure 
sont  immédiatement  délerminables  :  leur  équation  dif- 
férentielle est,  en  effet,  indépendante  de  'b. 

L'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure,  en 
coordonnées  géographiques  d'une  surface  quelconque, 
est  (Cf.  Nouvelles  Annales  de  1910,  p.  21)  de  la 
forme 

d-,'1  —  cos» <p,     d'\"-  -f-  F(«p,  <\  ),     dï d'I  =  o. 

Si  l'on  suppose  que  F  ne  dépende  que  de  ce,  les  surfaces 
correspondantes  sont  intégrales  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  linéaires  et  du  second  ordre.  Les 
surfaces  trajectoires  des  droites  du  complexe  (C)  sont 
des  intégrales  particulières.  L'interprétation  géomé- 
trique de  cette  propriété  est  la  suivante  :  les  images 
sphériques  de  toutes  les  lignes  de  courbure  de  chacun 
des  systèmes  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par  rota- 
tion autour  de  O  z. 

I.  Pour  terminer,  je  ferai  observer  que  l'équation 
aux  dérivées  partielles  des  mêmes  surfaces  trajectoires 
du  complexe  (C)  est,  en  coordonnées  ordinaires, 

(i  x  —  o  y  —  K 
,        lJ       —  =  a; 

on  reconnaît  là  une  équation  remarquable  qui  a  été 
étudiée    par   M.    Darboux    (Leçons  sur  les  systèmes 
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triple-orthogonaux,  p.  86)  el  considérée  de  nouveau 
par  M.  .1.  Haag  dans  sa  Thèse  (Familles  de  Lamé, 
composées  de  surfaces  égales,  p.  i  i  ;  Annales  de 
r Ecole  Normale  supérieure,  1910).  M.  Darboux  a 
caractérisé  les  surfaces  intégrales  de  cette  équation  par 
la  propriété  d'être  superposables  aux  surfaces  qui  leur 
sonl  parallèles.  M.  Haag  fait  remarquer,  en  évitant 
toute  intégration,  que  ces  surfaces  admettent  deux 
hélicoïdes  d'axe  Oc  et  de  pas  K  pour  nappes  de  leur 
développée.  De  cette  remarque  M.  Haag  déduit  une 
construction   simple  des  congruences  de  normales  de 

P.  S.  —  La  lecture  des  Mémoires  de  M.  E.  Kera- 
val,  Sur  les  surfaces  partiellement  cylindroïdes, 
m'avait  amené  à  écrire  un  article  Sur  les  congruences 
de  droites  qui  admettent  un  point  pour  surface  cen- 
trale (Nouvelles  Annales,  1911,  p.  1 65).  Je  dois 
ajouter  que  M.  Haag.  dans  son  Mémoire  Sur  certains 
mouvements  remarquables  et  leurs  applications 
1  h v nul  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 
1910,  p.  367),  signale  comme  «  très  intéressante  en 
elle-même  0  I  étude  de  la  congruence  des  génératrices 
des  quadriques  de  M.  Humbert  et  indique  plusieurs 
propriétés  remarquables  de  celte  congruence,  celle  de 
la  surface  centrale  notamment. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTGGIIIVIQUE  EN  l!HI, 


Composition  de  Géométrie  analytique  et  mécanique 
Solution  par  M.  Jean  SERVAIS. 


On  do?} ne  trois  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires O.r,  O)',  Oc-. 

1"  Trouver  les  équations  de  la  parabole  (P)  qui 
satisfait  aux  conditions  suivantes  :  son  foyer  a  pour 
coordonnées  x  =  i ,  y  =  o,  0  =  0;  son  axe  est  pa- 
rallèle à  Oy\  elle  passe  par  O;  enfin  elle  tourne  sa 
concavité  vers  les  y  positifs. 

2"  Montrer  qu'à  chaque  point  M  de  V espace  cor- 
respond, en  général,  un  point  R  de  V axe  Oz  et  un 
seul,  autre  que  O,  tel  que  la  droite  MR  rencontre 
(P).  Calculer  OKen fonction  des  coordonnées  de  M. 

3°  Parmi  les  droites  MR  ainsi  définies,  on  consi- 
dère celles  qui  sont  parallèles  au  plan  z  =  Ix. 
Trouver  et  étudier  leur  lieu  géométrique. 

4°  On  imagine  que  M  soit  ta  position  d'un  point 
matériel  libre  de  masse  égale  à  V unité  et  que  Levée- 
leur  MR  représente  la  force  unique  qui  agit  sur  lui. 

Que  peut-on  dire  du  mouvement  projeté  sur  le 
plan  x  Oy? 

Que  peut  on  dire  du  mouvement  lui  même  quand 
la  vitesse  initiale  de  M  est  dans  le  plan  MO  3  ? 

.")"  Faire  l'étude  complète  du  mouvement  avec  les 
fondit  ions  initiales  suivantes  : 
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Coordonnées  du   point    M  :  x0=  —  a-,    r0  ==  o, 

-o  =  o; 

Projections  <!<■  sa  ritesse  :  x'0  =  o,  y'0  =o,  sj,  =  3. 

1.  La  parabole  (P)  est  située  dans  le  plan^rOj.  Son 
équation  dans  ce  plan  est 

(a?_l)l-4-jrt=(r-Hi)« 
OU 

.r2  —  >  '  —  -'  )'  =  o. 

2.  Soient a?|, yK,  zt  les  coordonnées  d'un  point  M  de 
l'espace,  z2  la  cote  OR  du  point  H. 

Les  équations  de  la  droite  MB  sont 


' 


x\      y\      -i  — -2 
Kl  le  coupe  le  plan  xOy  au  point  de  coordonnées 

—  xtz,  — JKi  --2 

x—-— — -,       y  =  .      .  »        »  =  o. 


Exprimons  que  ce  point  est  situé  sur  la  parabole  (P) 
et  nous  avons 

r-    .       —  *xi  ■+•  ">y\    =  °- 

*»  I       ■  «  2       ~- 1  —  •  1  / 

l.n  supprimant  la  solution  c2  =  o,  il  reste 
<•<■  qui  donne  pour  le  segment  <  )li 

.3,i.r,         r, 

»»  —  —  — 5 • 

X\  —  13T,  -     '.)•, 

3.    Remplaçons  s3  par  ^a  valeur  dans  les  équations  i  a  i 
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de  la  droite  MR  el  il  vient 

x   _  y  _  z(x\  —  ixx —  ïyi  )  -h  •izl(xi-Jt-  yx  ) 
xy  ~  yx  ~  zxx\ 

Exprimons  que  celle  droile  est  parallèle  au  plan 

z  =  l.r. 

La   parallèle   menée   par   l'origine  à  la  droite  MR  a 
pour  équations 

x_  _  y_  _  z{x\  —  ixx  —  iyx) 

•ri      y\  z\.x\ 

on  doit  donc  avoir 


x\  —  ixx  —  %yi 
ou 

.r,(  z\—  Ixi)  -+--2l(xi-r-yi)  =  o. 

Gomme  Je  point  M  est  un  point  quelconque  de  la 
droite  MR,  l'équation  précédente,  où  l'on  considère 
XK  ,yt ,  s, ,  comme  des  coordonnées  courantes,  est  l'équa- 
tion du  lieu.  C'est  un  paraboloïde  hyperbolique  dont 
les  plans  directeurs  sont 

x  =  o,  z  =  l  X 

qui  passe  par  Oc  et  par  la  parabole  (P). 

4.  Si  M  est  un  point  matériel  de  masse  1  soumis  à 
la  force 

F=  MR, 

son  mouvement  projeté  sur  xO  y  est  celui  d'un  point 

soumis  à  une  force  centrale  proportionnelle  à  la  dislance, 

car 

X=  —  x,  Y=  —  y. 

Si  la  vitesse  est  quelconque,  la  projection  de  la  tra- 
jectoire sur  le  plan  xOy  est  une  ellipse  de  centre  O. 
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Si  la  vite>se  initiale  est  située  dans  le  plan  MO5,  sa 
projection  sur  le  plan  xOy  passé  par  O  et  la  trajec- 
toire se  projette  suivant  une  droite  passant  par  O.  Le 
mouvement  dans  l'espace  s'effectue  dans  le  plan  M  <  )  -. 
Mais  alors  le  point  où  la  droite  MR.  rencontre  la  para- 
bole esl  un  point  fixe,  intersection  (autre  que  O  i  du 
plan  M.Oz  avec  la  parabole. 

La  force  MR.  est  donc  centrale  et  le  mouvemenl  suit 
la  loi  des  aires. 

O.   Si  les  conditions  initiales  sont  : 
(  nui-données  de  M  : 


lT,i   = —  2.  V„   =  O.  Z0  =   (i, 

Projections  <lr  la  vitesse: 

.»•;,  =  m.         .'o  =  o>       -=o  =  3> 

le  mouvement  a  lieu  dans  le  plan  xO.". 

La  droite  MR  rencontre  la  parabole  (  P)  au  point  A, 
de  coordonnées  x  =  2.  ^  =  o,  situé  sur  Ox. 

Fig.  1. 

z 


Soient  x,  z   les  coordonnées  de  M,  l'équation  de  la 
droite  M  \  1)  est 


(  3.8   ) 
La  cote  OR  du  point  R  esl  donc 

X  =  o,         Z  =  — - 


Les  équations  du  mouvement  du  point  M  dans  le  plan 

xOz  sont  donc 

d-x 

dlz  iz  —  zx 


dt-  x  —  2        x  —  i 

Ln   tenant  compte   des   conditions  initiales,  la  pre- 
mière équation  donne 

X  =  —  1  ("OS/. 

Formons  la  combinaison  des  aires  qui  donne 

d*x       ,  d*z 

dt-        v  dt2 

ou 

dx       ,  ,  dz 

en  intégrant  et  tenant  compte  des  conditions  initiales. 
On  a  alors,  en  remplaçant  x  par  —  2C0s£,  l'équation 
suivante  pour  déterminer  z  : 

dz 

(1   -+-  COS  /)  -; h  Z  SI  II  /  =  G. 

dt 

L'intégrale  de  cette  équalion   linéaire  privée  de  se- 
cond membre  est 

z  =  A(i  M-  cos£). 
Posons 

(  =  k(i+  cos/); 

on  a,  pour  déterminer  //,  l'équation 

du ,  a 

— r-  i  t  -t-  cos/ )2  =  6. 
dt 


d'oi 


on  en  lire 


(  3ig  ) 

C      ''' (/' 
u  =  I  — -  •  i  • . 

J      (I  —  COS  /  l- 

'  -x  '        r 

u  =  j  ta  ni:      +  la  n  irJ ht: 

'    2 


z  =     3  tang  -  —  tang3  -    h  C    i  eus2     . 

En    \erlu    des    conditions    initiales,    C  =  o  et,    par 
suite, 

^  =  3  sin  £  -I-  2  sin2  -tane-- 

■?.  •> 

Kie.  2. 


(r2.o)     Mo 


Le  mouvemenl  esl  donc  défini  par  les  équations 

x  =  —  a  cos  £. 

£  =  sin  t     ;       tang2  -     • 
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La  trajectoire  est,  en  posant  lang  -  =  G,  la  cubique 


unicursaie 

■i  =  a- 


:>  0  (  0*  -4- 


représentée  par  la  figure  2.  Le  mobile  pari  de  M0  et  dé- 
crit la  branche  infinie  RI0B  en  un  temps  ///>/  /=-.-. 


Composition  d'Algèbre   et  Trigonométrie  ; 
Solution  par  M.  Jean  SERVAIS. 


On  donne  l: équation  différentielle 

/  v  d-y  dy        . 

(I>  adè-XTr-b~V  =  ^ 

où  a  et  b  désignent  deux  constantes  réelles. 

I.  Trouver  une  série  entière}^ -+-\t  x  -hX2;r2  -+- .  .  . 
qui  vérifie  l'équation  (i)  et  s'assurer  qu  elle  est  con- 
vergente. 

II.  Constater  : 

i°  Que  les  coefficients  Xe  et  À,,  demeurent  arbi- 
traires; 

2n  Ç«e  la  série  peut  s' écrire 

X0«p(a?,  a,  6)  -+-  )>i^  ('a:,  a,  6); 

s  n  ■!>  désignant  deux  séries  entières  en  x  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  de  a  et  b\ 
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i    Que  ces  fonctions  satisfont  à  l'équation  (i); 
i"  Que   leurs  dérivées  <p  x  et  ty'x  satisfont  chacune 
à  une  équation  de  même  forme. 

III.  Exprimer  »'  |  x,  '/.  b)  et  ty'(x,  a.  h  )  en  fonc- 
tion de  o  i  .«•,  a,  b  —  i  i  et  ■!>  <  a?,  c/,  b  —  i  ). 

I\  .  Quand  l>  est  entier  positif  suivant  qu'il  est 
pair  eu  impair,  la  série  z>ou  •!>  devient  un  polynôme. 

\  .  Discute/-,  d'après  le  signe  de  a,  la  réalité  des 
racines  de  ces  polynômes  tp  ou  ty  suivant  la  parité 
de  h. 


Soil 


y  =  X0  +  }.tX  -i-  X2#2-f-  X3J75-4-  .  .  . 


+  m  X „,  xm-l-\-(m -4-  i ) X„, + 1  a?'»+  (m  -h  2) X ,rt+s a?'»+«  -+- . . . 
el 

dP-y 

— -^  =  2/2—2.3/3^  +  .  .  . -+-  m ( »?  —  1  )À,„ ;r'"-2 

-r-m(/n-f-  ipv/j-ut #'"-'-+-(  m-r-  i)( /??-+-  2) Xm-+-2 #'" -+-■••• 
Formons  l'expression 

<i2  v  c£y        , 

a  -=-^-  —  x-f-  -+-  6  y 
aa72  <i.r 

el  écrivons  qu'elle  est  identiquement  nulle  en  égalant 
à  zéro  le  terme  constant,  le  coefficient  de  #,  etc.,  celui 
il.'  /'". 

Nous  obtenons  les  égalités 

///.„-+-  >  a  /  2  =  o, 
i  l>  —  1  )  X 1  -+-  ■>. .  3 a X j  —  o, 


(  A  —  /« ) X,„  ■+-  (m  -(-  t)(/n  4-  2  ) a \m+i  =  o  ; 
4/m.  de  Mathtmat.,  \*  série,  t.  XI.  (Juillet   ign.)  '-'- ' 
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mi  pu  lue 


A  o . 

ia 
2  —  b  ^ 

3.4a  A2' 

) . 

2  p  —  i  —  b    - 

A2/,  — 

{  ip  —  \)ipa 

Ce  qui  donne,  en  multipliant  membres  à  membres, 

.           (—b)(i  —  b)(\  —  b)...(ip  —  i  —  b) 
(  ' }        Ki"  =  (iP)\a» A°- 

De  même  on  a 

2.o  a 

> 

-,  ip  —  i  —  b    , 

Ajp+l  =  ; ; — ; — Àî/'-i- 

i.p(ip  -+-  \)a 

D'où  l'on  déduit 

A2"+1  =  (2/>  +  i)!a/' Xl" 

Les  formules  (i)  et  (2)  donnent  ainsi  les  coefficients 
de  la  série  y  vérifiant  for  me  Ile  ment  l'équation  diffé- 
rentielle proposée,  quels  que  soient  A0  et  a,,. 

La  série  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Xfl  tp(a?,  a,  b  »     •  ).  1  •It  r,  a,  b), 
en  posant 

_  /,    .      (  —  b)  (2  -=  b )    , 
(3)     «p(*,  a,  6)  =  1  +  ^j-^  + V-  — 'r~ •'•'  -+-••• 

_^_  {—b)(*  —  b)...c±p-z-b)  ^ 
(2/?)!  a'' 
et 

1  —  6     ,       (  1  —  6 ; (  3  —  b) 


1  1  1     •!/(./■.  a,  6)  =  .77 

)  .  Cl  >  ■  11- 

/,  hit  7.  A\         (r,n —  1  — h\ 

x2p-hl 


3  !  a  5  !  a2 

(1  —  6)(3  —  b)...(ip  —  1  —  6) 
(2JD  •+•!)!  a'' 


(  3a3  ) 
Or  ces  deux  séries  sont  toutes  deux  convergentes  quel- 
qire  soienl  '/.  I>  et  x  car,  dans  ces  deux  séries,  les  rap- 
ports d'un  terme  au  précédent  sont  respectivement 


%p 


i/> 


(2p  —  i  )ipa 


•?.p{ip-+-\)a 


qui  tendent  tous  deux  vers  zéro  quand/?  croît  indéfini- 
ment. 

Chacune  de  ces  séries  partielles  étant  convergente 
la  -crie  totale  l'est  aussi  et  l'on  peut  poser 

y  —  X0  tp(ar,  a,  h)  -+-  X,  <|>(?i  a>  6)i 

œ  et  J)  élanl  deux  fonctions  définies  j)ar  les  égalités  (3) 

cl   -  i). 

Il  est  clair  que  ces  fonctions  cp  et  'l  vérifient  séparé- 
ment l'équation  proposée,  car  cp  est  la  solution  parti- 
culière obtenue  en  faisant  X0  =  i  et  ).,  =  o,  tandis  que 
■l  esl  celle  qu'on  obtient  pour  A0  =  o  et  A,  =  i . 

■i  cl  -j  élanl  représentées  par  des  séries  entières, 
leurs  dérivées  sont  obtenues  en  dérivant  ces  séries 
termes  à  termes,  on  a  donc 


,i  r 


_   6 


3!  a»  +  " 

(  —  b  )  (  2  —  b  )  .  .  .  (  i  p 


b) 


et 


I  ip  —  \)\aP 

(i-b)Çi-  b) 
4  !  a' 


r2/'-'  — . 


&)l  }-^..(aip  —  i  —  6) 


< )n  vint  immédiaiemenl  qu'on  a 


do  /.    , 

— -  = «via?,  « ,  o  —  i  ) 

OX  a  ' 


(  $*Â  ) 

et 

dû 

—^  =  œ(  .r,  «,  b  —  I): 
ox         ' 

O,  d'ù  cl  i  i       ■ 

n  en  conclut  que  -r±  el  —  sont  des  solutions  particu- 
lières de  l'équation  déduite  de  la  proposée  en  chan- 
geant b  en  b —  i 

a  d*y   x dy 

dx2  dx 

ce  qu'on  pourrait  d'ailleurs  vérifier  directement. 

Lorsque  b  est  un  nombre  entier  pair,  b  =  a/>,  tous 
les  termes  de  la  série  (3)  qui  donne  's(x,  a,  b)  sont  nuls 
à  partir  du  terme  en  x'1^2 .  Dans  ce  cas  »  est  un  poly- 
nôme de  degré  :>,  p. 

De  même  si  b  est  un  entier  impair,  b  =  ip  -\-  i ,  le 
développement  de  'i»(x,  «,  b)  est  limité  el  fl  est  un  poly- 
nôme de  degré  ip  +  1 . 

On  a 

%\  a  \l  a- 


i  p  (  2  />  —  a  j  .  .  .  î .  2     . 

(—  l)P-l j — - — x"-P 

(•ip)\  ai> 


el 


y(x,  a.  ip  —  i)  =  .r-+-(—  ij-y—x-^-r- 1  —  i  )'2  — ^ — f-^  a?6 -)-... 

j  !  a  d  !  <x2 

M-  (—  i)/'     '  K    r - —  .r2/'-1-'. 

(ap-M)!  aP 

On  voit  immédiatement  que  lorsque  a  est  négatif 
tous  les  coefficients  des  polynômes  œ(ar,a,  2  p)  et 
■î>  (#,  «,  ->.  p  -\-\)  sont  positifs. 

Par  suite  toutes  les  racines  de  l'équatîon 

f  (  a-,  a,  2/?)  =  o 


(  3a5  ) 
sont  imaginaires,  el  l'équation 

•^(.r,  fit,  2JD  -t-  l)  =  O 

n'a  qu'une  seule  racine  réelle  :  x  =■  o. 
Examinons  alors  le  ras  où  a  est  positif. 
(  lomme  <>n  a 


o'(  3",  (7,   2/>) 


•2/> 


i)(x,  a,  ip  —  i) 


et 


-V(.r.  a.  2/>  h-  i)  =  'f  (a\  a,  2-jO  ), 
>i  l'on  considère  la  suite  des  équations  entières 


[pi  /•,  a,  2) 

&(a?,  '/.'li 
•-  1  '■,  </.  i  1 


=  o 
=  o 
=  o 


(S) 


toi  ./•,  a,  ip  —  2  )  =  o 
^(j-,  a,  2/>  —  1  )  =  o 
cpl  ./•,  a .  ip)  =  o 

<l( x,  a,  >.p  —  1  )  =  o 


les  racines  réelles  de  chacune  d'elles  séparent  les 
racines  de  la  suivante,  en  vertu  du  théorème  de  Rolle. 
Or,  d'après  ce  qui  précède  on  a 

,  a,  i.p  |  = —  <l  (x,  a,  ip  —  1)  = *-y(x,  a,  ïp  —  2) 


et 


Y(xi  at  lP  ■+■  1)  —  ©'(^  «1  ip)  = —  'r<  '",  "■  > p  —  O, 


comme  d'ailleurs  O  el  il  sont  des  intégrales  de  l'équation 
proposée 

h  -r"  —  a?<p'-i-  >yw»  =  o, 

fi'V      .r  ■!/-+-  i  ip   (-i)'l'  =  o, 


(  3a6  ) 
mi  en  conclut  qu'on  a  identique  ment 

X 

tpl  a?,  a,  ip)  H "K^,  «i  2/?  —  0  —  9(^1  a,  2 p  —  2)  =  o 

et 

(ip  -f-  i)«Ka?,  a,  a/»-+-i) 

—  .r  cp(;r,  a,  2/))  —  9./)  <]>(#,  «,  2/?  —  1)  =  o. 

Ces  deux  dernières  identités  prouvent  que  pour 
toute  valeur  de  x  qui  annule  d/  (#,  a,  2 p  —  1  )  les  deux 
polynômes  z>(x,  a,  zp)  et  <p(#,a,  ip — 2)  prennent 
la  même  valeur  numérique,  et  que  pour  toute  valeur 
de  x  qui  annule  tp(a?,  #,  2/>)  les  deux  polynômes 
-L  (a?,  «,  2/>  H-  1)  et  -i/  (x,  a,  j.  p  —  1)  prennent  des  va- 
leurs numériques  de  même  signe. 

En  d'autres  termes  pour  toute  valeur  de  x  qui  an- 
nule l'un  des  polynômes  de  la  suite  (S)  les  deux 
polynômes  qui  le  comprennent  prennent  des  valeurs 
numériques  de  même  signe. 

Il  en  résulte  que,  lorsque  a  >•  o,  chacune  des  équa- 
tions (S)  a  toutes  ses  racines  réelles  et  distinctes. 

Il  suffit  de  prouver  que  si  celte  proposition  est 
vraie  pour  une  des  équations  (S)  elle  est  vraie  pour  la 
suivante. 

Supposons  que  l'équation 

<\{ x,  a,  ip  —  1  )  =  o 

ait  toutes  ses  racines  réelles  et  distinctes. 

Soient  a  et  [j  deux  racines  consécutives. 

Entre  ces  deux  racines  il  y  a,  d'après  le  théorème 
de   Roi  le,   une   racine  et    une   seule  de   l'équation  dé- 

rivéë 

tp(a?,  a,  ip  —  2)  =  o; 
on  a  donc 

tp(  oc,  a,  >  p  —  2  )  <p f  3,  o,  ip  —  :>.  )  <  o, 


(  327  ) 
mais,  comme  d'après  la  remarque  précédente 

cp ( a .  a,  ■?. p  —  3 )  =  «p ( a,  a,  >./>  > 
el 

Ç(  (},   A,    >.p  —  2)  =  »(  [j.    />.  2/J  I, 

on  en  conclut  aussi  que 

cp(a,  a,  2/>)ç(P,  a,  2jp)  <  o. 

Par   suite,    entre    deux    racines    consécutives    quel 
conques  a  el  [i  de  l'équalion 

^(a?,  a,  ip  —  1)  =  o, 

il  y  aura  an  moins  une  racine  réelle  de  l'équation  sui- 
vante 

<pO,  a,  2/>)  =  o. 

Si  donc  la  première  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en 
est  de  même  de  la  seconde.  Or,  les  deux  premières 
équations  de  la  suite  (S) 

f(ae,  a,  2)  =  o, 
<\>(x,  a,  3  )  =  o 

ont  manifestement  leurs  racines  réelles  et  distinctes 
quand  «  >  o. 

Il  en  est  donc  de  même  des  suivantes. 

On  peut  remarquer  que  les  équations  de  la  suite  (S) 

ne  dépendent  que  de  — —  •  Si  donc  on  pose 
s/a 

x  =  ya  .  z , 

on  obtiendra  des  équations  en  3  à  coefficients  numé- 
riques et  ayant  d'ailleurs  toutes  leurs  racines  réelles. 
On  en  conclut  que  lorsque  a  est  négatif  les  racines  des 
équations  (Si  sont  imaginaires  pures,  de  la  forme  ifç , 


(  3*8  ) 
Composition  de  calcul  numérique. 


Application  de  la  règle  à  calcul  à  la  fonction 

y  =  -^ — ,  où  x   représente  le   rapport  de    l'arc  au 
^         sin  x  '  '  x 

rayon. 

i°  Dresser  une  table  de  la  fonction  en  faisant 
croître  x  de  o  à  ioo  grades  par  échelons  de 
10  grades. 

2°  Fournir  un  moyen  d'étendre  l'usage  de  la 
table  en  dehors  de  ses  limites  et  calculer  la  table 
auxiliaire  nécessaire  A  cet  effet. 

3°  Application  :  Calculer  y  pour  un  arc  de 
j  \a  grades,  au  moyen  des  deux  tables  construites. 


CORRESPONDANCE. 


M.  E.-N.  Barisien.  -  Sur  le  triangle  équilatéral 
minimum  inscrit  dans  un  triangle  ABC.  —  Voici  une 
propriété  de  ce  triangle,  que  je  crois  inédite  : 

On  trouve  pour  la  longueur  a  du  côté  de  ce  triangle  équi- 
latéral minimum  : 

2  S  J'I 
y.  =  — 

V/a2+  b"-  —  c2 -+-  4  S  yfl 

\  oici  un  moyen  d'obtenir  graphiquement  la  valeur  de  a. 
Si  A'  est  le  sommet  du  triangle  équilatéral  construit  sur  BG 
à  l'extérieur  du  triangle  ABC,  on  voit  que 

A  A     =  a2  -4-  c2  —  lac  cos(  6o°  ■+-  B)  = — — 


Il  en  résulte  que 


'•  29  ) 

•2  S 

8=5  AT" 


a  est  donc  la  hauteur  d'un  triangle  de  base  AA'  et  dont  l'aire 
est  S,  aire  de  ABC.  Or  ïS  =  aha.  Donc 

a/ia 

Pfcr  conséquent,  le  côté  ■/  est  une  quatrième  proportion- 
A 


ne/le  nu  côté   a,  à  la  hauteur  correspondante  ha  et  à  la 
longueur  AA'. 

Ce  qui  permet  de  construire  facilement  x . 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


2155. 

1901,  p.  24". 


Il  y  a  deux  systèmes  de  coniques  ayant  leurs  foyers  sur 
une  conique  c  et  un  contact  double  avec  c;  les  coniques 
du  premier  système  enveloppent  outre  c  le  cercle  sur 
lequel  se  coupent  les  tangentes  orthogonales  de  c:  les 
coniques  de  l'autre  système  enveloppent  outre  c  les  deux 
directrices  de  c.  (  L.   Klug.) 

PRBMIÈRK   SOLUTION, 

Par  I'Auteur. 

Il  y  a  deux  systèmes  de  coniques  passant  par  les  foyers 
d'une  conique  /."  et  ayant  un  contact  double  avec  k  :  les 
cordes  de  contact  du  premier  système  sont  les  diamètres  de  h 


[3,   ) 

ci  aussi  les  diamètres  de*  coniques  de  ce  système;  les  cordes 
de  contact  de  l'autre  système  sont  parallèles  à  l'axe  focal  de  /. 
et  aussi  à  l'axe  focal  des  coniques  de  ce  système.  Donc  :  si 
une  conique  a  un  contact  double  avec  la  conique  donnée  c  et 
ses  foyers  sur  c,  ces  foyers  sont  les  extrémités  d'un  diamètre 
ou  d'une  corde  parallèle  à  l'axe  focal  de  c. 

Soient   O   le   centre,    A  Ai    et    BB,    deux     diamètres  de    la 


Fis.   i. 


Fi* 


conique  u  avec  la  propriété  que  les  tangentes  aux  points  A,  B 
se  coupent  orthogonalement  au  point  P. 

Si  A'  est  le  point  symétrique  de  A  par  rapport  à  la  tan- 
gente BP,  les  t iois  points  A,,B,A'  sont  en  ligne  droite  et 

A,B±  BA'=  A,A  =  aOP; 

donc  OP  est  égal  au  demi-grand  axe  d'une  conique  u,  ayant 
ses  loyers  aux  points  A,  A.j  et  un  contact  double  avec  c  aux 
points  B,  B,,. 

Donc,  si  l'on  fait  varier  le  diamètre  AA|,  les  coniques  u  ou 
les  coniques  du  premier  système  enveloppent  outre  c  le  cercle 
concenl  rique  avec  c  et  de  rayon  OP. 

Nous  décrivons  un  cercle  par  les  foyers  F,  F,  de  la  conique  c 
qui  coupe  c  aux  couples  de  points  C,  Ci  et  D,  D,  symétriques 
à  l'axe  non  focal  de  c. 

Farce  que  les  angle-  F,  D  <  ;,.  CD  F  sont  égaux  :  la  conique  c 
avec  les  foyers  <;<î|  et  passant  par  le  point  D  a  un  contait 
double  avec  c  aux  points  I),  D,.  Mais  les  deux  quadrilatères 
inscriptibles  DFCFj  et  D  F  C,  F,  non-  donnent 

CD.FF,=  DF.CF1-+-DF,.CF, 
C,D.FF,  =  DF. C,F,    -  DFj.C,  F 


(  53a  ) 

ou 

(GD-4-G1D)FF1  =  DF(GF1-^C1F1  i+  DF,(CF  +  C,F) 

et.  -i  -xa  est  l'axe  focal  de  l'ellipse  c,  on  ;i 

>a  =  GF,  -+-  C,  F,  =  GF-h  Ci  F  -  DF  -+-  DF, 
et 

Résultat  analogue  pour  l'hvperbnle  c. 

Donc,  les  deux  directrices  de  la  conique  c  sont  les  tangentes 
de  la  conique  v  aux  extrémités  de  l'axe  focal.  Alors  toutes  les 
coniques  v,  ayant  un  contact  double  avec  cet  leurs  fovers  aux 
extrémités  des  cordes  parallèles  à  l'axe  non  focal  de  c,  enve- 
loppent outre  c  les  deux  directrices  de  c. 

Note.  —  Pour  la  parabole  c,  les  deux  svstèmes  des  conique-  u 
et  v  se  confondent  et  leur  enveloppe  est  la  directrice  de  la 
parabole. 

DEUXIÈME   SOLUTION, 
Par  M.  E.-N.  Hakisien. 

Prenons  comme  conique  G  l'ellipse 
(C)  b2x2^a2y2  —  a2b2  =  o. 

On  voit  qu'il  existe:  i"un  système  de  coniques  bitangentes 
à  G  et  concentriques  à  G  ;  2°  un  système  de  coniques  bitan- 
gentes à  G  et  ayant  leur  centre  sur  l'un  des  axes  de  C.  (Pour 
que  les  foyers  de  ces  dernières  coniques  soient  sur  G.  il  faut 
que  leur  centre  soit  sur  l'axe  non  focal.) 

Examinons  donc  ces  deux  systèmes. 

I.  Coniques  bitangentes  et  concentriques  à  G.  —  L'équa- 
tion générale  d'une  conique  bilangente  et  concentrique  à 
l'ellipse  C  est 

b2x2  -r-  a- y2  —  a2b2  -+-  À<  y  —  m  x  )2  =  o, 
ou 

(l)      (  b2  ■+■  h  m2  ).r2  +  |  a-  +-  X  ))  * —  i.m  X  xy  —  a2  b2  —  o. 

On  sait  que,  pour  la  conique  générale 

\  i •'-'  +■  !  l'>.i  \    —  Cy2  -+-  >  \)x   -  i.  F  >  -+-  F  =  0, 
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les  équations  qui  donnent  les  foyers  (  a,  3  i  son! 

(2)       (B2  —  AC)(a2  —  32)  —  2(CD  —  BE)a 

-r2(AE-  BD)3  — D2-4-E2-4-(A  —  C)F  =  0, 
(3j         (B2— AC)x3— (AE— BD)a 

—  (CD  — BE)3  -  DE  -+-  BF  =  o. 
Or,  iri 

\  —  h-  —  X  m-.  B  =  —  ntX,  C  =  a-  -4-  >.. 

I»  —  o,  E  =  o,  F=  —  «262. 

Le<  équations  aux  foyers  deviennent  donc 

I  ;,  r<,*£s_f.X(a*m«+ #»)](«»— p») 

—  [c'+À(i-  ms)]aî6î=  o, 

(  3 1  [a2/>2-+-  }(aim2__i,->  ,]a3  _  /nXaî6î=  o. 

Si  les  foyer-;  sont  sur  C,  on  doit  avoir,  en  outre, 
62a2-4-«232— a262  =  o. 

Il  faut  éliminer  a  et  (î  entre  (4),  I  5)  et  (6). 

De  1  })  et  (6)  »n  tire  les  valeurs  de  oc2  et  32,  qui,  portées 
dans  (5),  donnent  une  équation  en  À  qui  se  réduit  au  premier 
degré,  et  l'on  a 

. aU/>_ 

(a2+  b*)  (a* ni* -¥■  èv  )' 

1  ite  valeui  de  À,  portée  dans  (  1  ),  conduit  à  l'équation 
ordonnée  par  rapport  à  m 

ï«m*|  l>-r-  -  1  a'-f-  />2;  1  j--2  —  b*)\ 

-4-  2  ma*  b'xy  H-  6fi  f  «2^2  -4-  (a*  -+-  &*)  (a?9  —  a2  1  ]  =  o. 

L'enveloppe  est  donc 

x[«2)2        a»  (-6*)  (a?*— a1)]      a*6»ar*>y*=o 
el    s'écrit 

/,-'   Ft-4_  a2j2  _    „2/y2  |  ,  ,r2_f_^2  _  ^2 /,!  |   =     n. 


■■•i 

On  a  donc  bien  pour  enveloppe  de?  conique;  i  r  i  l'elli] 
et  son  cercle  de  Monge 


■ 


.r2-r-  y2 —  a-  —  b- 


Re marque.  —  Si  l'on  calcule  les  longueurs  des  axe-  de 
l'ellipse  _  .  on  retrouve  pour  le  demi-axe  focal  \/aî~b2.  car 
les  sommets  du  grand  axe  sont  «itués  sur  le  cercle  (8).  On 
trouve  pour  le  demi-petit  axe 


ab\ 


a*  m-  —  b' 


Le  lieu  des  sommets  du  petit  are  est  la  quar tique 

(  a^x*—  b2  y2  )  i.i-  -r-y*  )  =  a'*x-  —  b'  y2 

qui  a  pour  aire  t.  <  a2 — b- — ab  I,  différence  des  aires  de  C  el 
de  «on  cercle  de  Monge. 

II.    Coniques  bitangentes  à  C  et  ayant  leur  centre  sur  le 
petit  are  de  C.  —  L'équation  générale  de  ces  coniques  est 

//•*./■-  -  a"- y-  —  a9b*-i-  [i.< y  —  k)*=  <>. 
ou 

g  b-x*  —  (  a1  —  ;x.  j-  -    >.l,  j.y  —  fjfl  —  a* 6-  =  <». 

En  faisant  dans  (2)  et 

B  =  o 


A  =  b\ 
D  =  o, 


/  IX, 


C  =  a2-  y 

F  =  -jl /  2  —  a*£» 


on  a  les  équations  aux  foyers- 

(,o)  b2(a2  —  p)(a»—  V-  1—  i/-/2/  u.£ 

—  k2  ■}.-  —  (c2  —  p.)  (  ;j.  /. 2  —  a2  62  ;  =  o. 
(il  a[  |  <i-        i)P  —  /,  -j.J  =  o, 

auxquelles  il  faut  adjoindre  l'équation 

De  1  1  1  j  on  tire 

B  *f 


(  335  ) 

En  portant  dans  (6),  on  a 

a2  k2  |JL2 


62(«2-(-  |Ji)2 
Ces  valeurs  de  a  et  (3,  portées  dans  (10),  conduisent  à 

a26l 
'x~—  c«*»-t-6*  " 

Cette  valeur  de  (i,  portée  dans  (9),  conduit  à  l'équation  sui- 
vante, ordonnée  par  rapport  au  paramètre  variable  k, 

A-|  c2(  />-.r-  ■+-  a2/2)  —  av62]  -+-  2a-6lA_K-+-  b>(  x"1  —  a2  l  =  o. 
De  sorte  que  l'équation  de  l'enveloppe  est 

[ci(bix1  +  a2^2)  —  a*62](.r2  —  a2)  —  a*biy*-  —  o 
ou 

(62.r2H-  a2  j2 —  a262)  (c2.r2  —  a*  )  =  o. 

L'enveloppe  comprend  donc   l'ellipse   G  et  ses  deux  direc- 

1.  "2 
trices  x  =  ± 

c 

Cas  oà  /a  conique  G  es£  «/te  parabole.  —  Dans  ce  cas,  les 
deux  systèmes  n'en  forment  plus  qu'un  seul,  et  l'enveloppe 
comprend  la  parabole  et  sa  directrice.  De  sorte  qu'on  a  la 
propriété  suivante  : 

Les  paraboles  qui  sont  bitangentes  à  une  parabole  P  et 
ont  leur  foyer  sur  P,  sont  tangentes  aussi  à  la  directrice 
de  P. 

Généralisation  de  la  question.  —  I.  Si  au  lieu  du  cercle 
de    Monge  de  l'ellipse   G,  <>n  considère   un   cercle   quelconque 

concentrique   S. 

(S)  x*  +  y*—  R»=o, 

on  trouve  les  propriétés  suivantes  : 

Si  l'on  considère    les  coniques  X  qui  sont  bitangentes  à 
la  fois  à  l'ellipse  G  et  <ï  son  cercle  orthoptique  S: 
i°  F.e  lieu  des  foyers  de  S  est  l'ellipse  U 

r2  v2 
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i  Si  R2  =  a  -r-b2,  c'est-à-dire  si  S  est  le  cercle  orthoptique 
de  C,  l'ellipse  U  devient  bien  C.  ) 

i"  Le  lieu  des  sommets  du  petit  axe  de  1  est  la  quai  ■ 
tique 

(  x2  —  y2  i  |  (  R^  —  b2  )  .r-'  -+-  (  R-'  —  aï  )y2  ] 

=  a2(K2—b2)x2^-b2(  K2—a2)y2, 
d'où  l'aire  esl 


<r  =  -R2—  T^\K2  —  a*)(R«—  b2), 

c'est-à-dire  la  différence  des  aires  de  S  et  de  U. 
3"  Les  directrices  de  S  enveloppent  l'ellipse  \ 

(V)  a?î(R*— 6*/n-^2(Ri_as)  _  ^3, 

qui,  dans  le  cas  de  la  question  proposée,  est 
a2x2-+-  b2  y2  =  (a2-f-  b2')2. 

II.  Si,  au  lieu  des  deux  directrices  de  l'ellipse  G,  on  consi- 
dère deux  droites  D  et  D'  perpendiculaires  au  grand  axe, 
x  =  ±  d,  on  a  la  propriété  suivante  : 

Si  l'on  considère  les  coniques  qui  sont  bitangentes  à  la 
fois  à  l'ellipse  G  et  aux  droites  D,  D',  le  lieu  de  leurs 
foyers  est  la  conique 

x2  y2  a2 


d2        d2  —  a2        c2 
Pour  d  =  — ,  on  retrouve  l'ellipse  C. 


I  IIHU  A. 


1911,  page  i8S,    ligne  a  en  remontant,  au   lieu  de  une  fonction 
donnée,  lire  une  fonction  linéaire. 

iqii,  page  190,   après  l'énoncé  de  l'exercice  '2150,  ajouter  (1910, 

p.  .14). 

iqii,  page  2o5,  ligne  2,  au  lieu  de  II,  lire  t.. 
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[B4b] 

SEMI-INVARIANTS  DU\  POLYNOME; 

Par  M.  G.  FONTENÉ. 


1.  On  appelle  semi-invariants  (V un  polygone  Y 
les  fondions  entières  des  coefficients  qui  ne  sont  pas 
altérées  par  la  substitution  yz=ix  -\-  h,  ou  encore  qui 
dépendent  seulement  des  différences  des  racines,  de  la 
forme  de  la  figure  formée  par  les  points-racines,  Pour 
un  polynôme  de  degré  m,  le  nombre  des  semi-invariants 
distincts  est  m,  en  comptant  comme  semi-invariant  le 
coefficient  de  xm. 

On  peut  former  comme  il  suit  un  système  complet 
de  semi-invariants.  Soit 

..  ni  .  m  (m  —  i  ) 

\,„  =  ax'"-\ bx'"-l-i ■ -cx»l---h.  .  .; 

I  1.2 

les  quotients  des  dérivées  par  m,  m  (m  —  i),  ...  sont 

\,„_i  =  ax'"-1  -4- '-bx»1-* 

i 

(m  —  i )  (  m  —  '2  1 
-f-  - c.r'"-3 -(-..., 


X2  =  a  x-  -f-  i  b  x  -+-  c, 
\t  =  ax  -f-  b, 
X0=  a. 


Si  Ton  pose 
d'où 


L  =  ax  -+-  b, 
-b        l 


Aivu  de  Mathémat.,  \"  série,  t.  XI.  (Août  1911.) 
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le  polynôme  XWi  se  transforme  en  un  polynôme  en  U 
donné  par  la  formule  de  Taylor,  savoir 


\    a    )         la  \    a    J 


m(m  — 1...3)  U'"-*  „   /—/A       U"' 

H ; f  T  ^2  1  H X  «i 

1.2... (m  —  2)   a'"-*        \    a   /        a"' 

sans   terme  en   Um_1  ;   on  a  donc,  en  multipliant  par 
.  v  tt  ni  (m  —  i)     ,, 

I  .  2 

+  m(m-i)(m-2)  g  UB_,+i  _ 

I  .  2  .  3 

y,  o,  . . .   étant  les  expressions  qu'on  obtient  en  rem- 
plaçant x  par dans  les  polynômes 

axi-Jr  -ibx  ■+-  c, 

a  x3  -+-  3  b  x-  ■+-  3  c  .r  -+-  d, 


et  en   multipliant   les  résultats  par  a,  a-,  ...  ;    on   a 
ainsi 

■(  =  (b*—2.b*)-+-Cl.C, 

o  =(_63_t_363)_  3a6.c-+-a».rf, 


ou,  en  mettant  a  en  tête  de  la  suite, 

Y  =  «.c  —  b2, 

o  =  a*.rf  —  iab.c  ■+-  >b3, 

z  =  «3.e  — 4«J6.rf-+-6rt62.c  — 3  64, 


Or  —  est  l'excès  de  x  sur  la  moyenne  arithmétique 

a  ^ 

^—  des  racines  du  polynôme  X;  quand  on  fait  la  sub- 
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slitution  y  =  x  -+■  h,    la    moyenne    arithmétique    des 

racines  du  polynôme  en  y  est h^,  et  l'excès  dey 

ou  x  -4-  Il  sur  cette  moyenne  est  encore —  77  suit  de 

J  a 

là  que  a,  Y,  o,  :.  ...  forment  un  système  de  semi-inva- 
riants, qui  sont  d'ailleurs  distincts  et  en  nombre  m. 

2.  l'ont  invariant  relatif  à  une  valeur  de  m  s'exprime 
en  fonction  des  semi-invariants  correspondants,  et 
devient  un  semi-invariant  pour  les  valeurs  plus  élevées 
de  m.  On  a.  pour  m  =  4?  ^es  invariants 

S  =  (te  —  4  bd-r-  3  c-, 

T  =  ace  —  ibcd —  ad1 —  eh- —  c3; 

>i  on  les  prend  sur  le  polynôme  en  U,  qui  n'a  pas  de 
terme  en  U3,  on  a 

a*S  =  B-h3y*, 
a»T=  •;£  —  8*—  y8; 

pour  la  première  formule,  par  exemple,  comme  on  a 

,      .               U  —  b    c       ,   ,   ,.   .    , 
remplace  x  par ,  b  a  ete  divise  par  a',  mais  on  a 

multiplié  ensuite  chaque  coefficient  par  a3,  de  sorte 
que  S  a  été  multiplié  par  a2.  On  pourra  donc,  à  partir 
de  m  =  4,  employer  un  système  de  semi-invariants 
comprenant 

«.     V-     3,     (S,T); 

bien  entendu,  ces  cinq  quantités  sont  liées  par  nue 
relation  qu'on  obtient  en  éliminant  z  entre  les  deux 
formules  ci-dessus  :  cette  relation  est 

"'(•fS-  aT)  =  4Y3-«-'X       • 

Pour  m  =  4,  le  polynôme  en  U  peut  s'écrire 

t  .    .6yU«-+-4SUh-(«*S—  i-;2). 
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3.  Je  me  propose  d'appliquer  les  semi-invariants  à 
la  discussion  des  équations  de  degré  2,  3,  4,  5  au  point 
de  vue  des  racines  multiples,  et  d'utiliser  la  transfor- 
mation   U  =  ax  +  b    pour  la  réduction  de   l'intégrale 

/  -^dx,  X  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré. 
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DISCUSSION  DES  EQUATIONS  DE  DEGRÉS  2,  3,  4,  5 
Al  P0I\T  DE  VIE  DES  RACINES  MULTIPLES; 

Par  M.  G.  FONTENÉ. 


PREMIÈRE   PARTIE. 

,  1.  Semi-invariants.  —  Les  seules  fonctions  des 
coefficients  qui  figurent  dans  la  discussion  d'une  équa- 
tion algébrique  entière  X  =  o,  au  point  de  vue  des 
racines  multiples,  sont  les  semi-invariants  (voir  la 
Note  précédente).  On  doit  supposer  qu'on  a  fait  choix 
d'un  système  de  semi-invariants  fondamentaux. 

2.  Constantes  de  Sturm.  —  Parmi  les  expressions 
qu'on  peut  construire  avec  les  semi-invariants  fon- 
damentaux, les  suivantes  jouent  un  rôle  important  dans 
la  question  des  racines  multiples;  elles  ne  suffisent 
d'ailleurs  pas  à  la  résoudre. 

Considérons  une  équation  de  degré  m,  dont  les  ra- 
cines sont  a,  [i,  y,  ...;  nous  désignons  par  D,W)/,  la 
somme  des  produits  des  carrés  des  différences  des  ra- 
cines prises  p  à  p  ;  on  aura  par  exemple 

D„,>3=i:(a-fi)*(a-Y)2([i-7)2- 


(  34i  ) 
Les  quantités  D  sont  en  nombre  m  — i,  depuis  DW)o 
ou  S  (x —  (3)2,    jusqu'à   D,„)W  qui  est   le    produit  des 
carrés  des  différences  des  racines.  L'équation  aux  car- 
rés des  différences  des   racines  donnerait  à  considé- 

m(m —  i  )  .   ,  .        .  , ,   •  1 1 

rer  quantités,  moins  intéressantes  cl  ailleurs 

que  les  quantités  D. 

Le  produit  Dm)Westà  un  facteur  numérique  près,  po- 
sitif ou  négatif,  le  quotient  du  discriminant  par  rt2(m-,), 
a  étant  le  coefficient  de  xm\  on  trouvera  plus  loin  une 
règle  pour  le  signe  de  ce  facteur. 

13' ii ne  manière  générale,  à  des  facteurs  près  qui  sont 
ici  sans  importance,  les  quantités  D  sont  les  constantes 
de  Sturm,  c'est-à-dire  les  coefficients  des  termes  de 
degré  le  plus  élevé  dans  les  polynômes  de  Sturm. 

3.  Usage  de  ces  constantes.  —  Voici  la  part  de 
ces  constantes  dans  la  discussion.' 

a.  Si  l'on  a 

l'équation  n'a  pas  de  racine  multiple. 

b.  Si  Ton  suppose  D„hm  =  o,  l'équation  a  une 
racine  double,  soit  z  =  fi;  on  a  alors,  pour  former 
!->,„., „_,,  les  m  quantités 

P.    P,    Y,    S.     .-., 
et  Dm,m_i  se  réduit  à 

2xn(p-Y)»(p-8)».... 

Si  l'on  suppose 

I)m,/«  =  O,  D ,„,,„_,  ^  O, 

l'équation  a  simplement  une  racine  double. 
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c.  Si  l'on  suppose  D  ,„,,„_,,,  Dw,™_)=0,  deux  des 
/// — 1  quantités  rp,  "{,.-•  sont  {égales,  soit  qu'on  ait 
Y— 8,  auquel  cas  l'équation  a  deux  racines  doubles, 
soit  qu'on  ait  fJ-==Y,  auquel  cas  l'équation  a  une  ra- 
cine triple.  Dans  les  deux  cas,  on  a,  pour  former 
D/«jw-2i  ni  quantités  où  l'on  peut  trouver  seulement 
m  —  2  quantités  distinctes,  et  DOT,m_2  se  réduit  à  un 
produit  unique  affecté  d'un  coefficient  numérique.  Si 
l'on  suppose 

l'équation  a  simplement  deux  racines  doubles  ou  une 
racine  triple. 

On  peut  continuer  ainsi,  jusqu'au  cas  où,  tous  les  D 
étant  nuls,  l'équation  a  une  racine  dont  l'ordre  de  mul- 
tiplicité est  m. 

4.  Insuffisance  de  ces  constantes.  —  11  restera  à 
distinguer  le  cas  de  deux  racines  doubles  du  cas  d'une 
racine  triple,  ...  ;  on  devra  pour  cela  faire  intervenir 
autrement  les  semi-invariants. 

o.  Equation  du  deuxième  degré.  —  Soit  le  poly- 
nôme 

a  x-  —  2  b  x  -f-  c  ; 

outre  a,  qui  est  un  semi-invariant  sans  intérêt,  il 
existe  un  invariant  qui  est  le  discriminant  ac  —  b- 
ou  -'  : 

dm=- srir; 

il  v  a  une  racine  double  si  Y  est  nul. 

6.   Equation  du  troisième  degré.  —  Soit  le   po- 

I  \ nome 

a  x3  -f-  3  b  x-  -+-  3  c  x  -f-  d  : 
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les  semi-invariants  fondamentaux  sont 

a,         y  =  ac —  b-,         o  =  a*d —  Zabc  -\-  ib% ; 

le  discriminant  se  construit  avec  ces  semi-invariants. 
On  a 

D,  ,==  Zli!  (  a2  rf2 -Mac3  —  Gabcd^-  $b*d  —  36»c») 
a* 

=  ==nr(8!-t-4Y3) 


et 


—  2X3»     , 

Ds,s=  — —* — y; 


la   seconde  expression   du    discriminant  s'obtient   di- 
rectement sur  le  polynôme  U3-f-  3yU  -j-  S,  qui  résulte 
de  la  transformation  U  =  ax  -+-  b  (Note  précédente). 
On  a  alors  ce  Tableau  : 

fy3_f-ô2r_^o  pas  de  racine  multiple, 

4Y3~o2=o  ) 

>  une  racine  double, 

V  °  ) 

&Y8H-8«=o  |  ... 

>  une  racine  triple. 

V  =  o  \ 


7.   Équation  du  quatrième  degré.   —    Soit  le  po- 
lynôme 

aa?*-i-  4  6  a-3 -+-  6cr2H-  4  d  x  -+-  e; 

on  utilise  les  semi-invariants 

a,         y  =  "c  —  b2,         rj  —  a2d — 3a6c-f-2Ô3, 

et  les  invariants 

S  =  ac  —  i6d-4-  3c', 

T  =  ace  ■+•  •>.  bcd  —  ad"-  —  eb3  —  c3  ; 

ces  cinq  quantités  sont  liées  (Note  précédente)  par  la 
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relation 

a*(yS-  oT)  =  4y3-*-  S2- 
On  a 

Di-l=^(S3-?-7T2)' 

3  x  43 

D4.3  =  —    t        (ayS  —  3aT), 

-3x4'- 

Mais    ces  quantités    ne    suffisent    pas   à   la    discus- 
sion :  3  et  S  vont  intervenir  autrement.  Les  conditions 

S3 — 27T2=o,         27  S —  3aT  =  o,         y^o, 

Relatives  au  cas  de  deux  racines  doubles  ou  d'une  ra- 
cine triple,  donnent 

SHa'-S  —  ii-;1)  =  °; 

on  peut  donc  avoir 

S  =  o, 
ou  bien 

Sr=!H!,         T  =  ^Ç,         «'-(yS-«T)  =  4ï3) 

d'où 

0  =  o, 

d'après  la  relation  écrite  plus  haut.  Or,  d'une  manière 
générale,  la  condition  o  =  o  exprime  (pour  une  équa- 
tion du  4e  degré)  que  la  somme  de  deux  des  racines  est 
égale  à  la  somme  des  deux  autres.  L'hypothèse  S  =  o 
correspond  donc  ici  au  cas  de  deux  racines  doubles  et 
ne  convient  pas  au  cas  d'une  racine  triple;  pour  une 
racine  triple  on  a,  dès  lors, 

S  =  o, 

el  la  réciproque  est  exacte,  car  on  ne  peut  avoir 
S  =  o,         d'où         T  =  o, 
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avec 

0=0. 

puisque  cela  donnerait 

Y  =  o. 

On  a  ce  Tableau  : 


S3 — 27  T2  7=  o        pas  déracine  multiple, 
e  racine  double, 


S3  —  27T*=o  ) 

)■     un 


27 S  —  3aT^o  \ 

5        271-  =  o   i     deux  racines  doubles  ou  une 
2  ■; S — 3«T  =  o   \         racine  triple,  selon   que   S, 

Y  z£  o  )         ou  S  est  égal  à  zéro, 

S3—  ■27'P  =  o  j 
2yS  —  3aT  =  o    •     une  racine  quadruple. 

Y  =  o  \ 

'11  est  facile  de  montrer  qu'il  y  a  deux  racines  doubles 
pour 

•  ■S  —  3«T=o.         0  =  0,         y  7^0; 

la  condition  0  =  0  donne  en  effet,  d'après   la  relation 
qui  a  déjà  servi  dans  le  calcul  inverse, 

a2(yS  —  aT)=ÎY3         ou         a2  y  S  =  12  y3, 

pu,  avec  v^ô, 

12-'2  8v3 

S==-^f-,  T  =  ^V,  S3— 27T2  =  o. 

a-  a3 

On  remarquera  que,  avec  S3  —  2tT2=o,  on    peut 


sans  qu'il  y  ait  deux  racines  doubles;  les  racines 
peuvent  être  ce,  a,  a  +  A,  a  —  h,  aussi  bien  que  a,  a,  (3,  ,3, 
pour  que  la  somme  de  deux  des  racines  soit  égale  à  la 
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somme  des  deux  autres  II  faut  garder  la  condition 

2yS  —  3«T  =  o. 

8.  Equation  du  cinquième  degré.   —  Soit  le  poly- 
nôme 

a  or5  -t-  jb.r*  -t-  i  o  c  x3  -4-  i  o  dx2  -f-  j  e  x  -+-f; 

on  aura  à  utiliser  les  semi-invariants 

a, 

Y  =  (ic  —  b-, 

S  =  ae  —  4  bd  -t-  3 c-, 

T  =  ace  —  2  6crf  —  ad2  —  eb2  —  c3 . 

S  =  za-df —  ia2e2 —  yabcf-i-  abde 

-+-  i8ac2e —  \iacd2-\-  6bsf —  i5b2ce  -t-  tob-d'1, 

l'invariant 

.1  =  a-f-  —  i oabef  -h  \ acdf  -t-  1 6 ace2  —  1 1 ad1  e 
-hi6b2df-+-gb2e2—V2 bc*f—  7G bcde  -+-  48 bd3 
-+-  48c3e  —  3ic2d2, 

et  enfin  le  discriminant.  La  fonction  S  a  moins  de 
termes  que  la  fonction  S  —  S2,  indiquée  également  par 
Salmon;  je  la  désigne  par  S  parce  que,  si  l'on  fait 

a  =  o,         5  b  =  a',         ioc  =  4&',         ...,        ,/"=  e', 

elle  se  réduit  (sauf  un  facteur  numérique)  à  ft'2  S'. 
Les  constantes  de  Sturm  ont  été  calculées  par 
M.  Roberts  (Quarte?  ly  Journal,  t.  IV,  p.  170).  Voici 
leurs  valeurs,  à  des  facteurs  près  qu'on  peut  négliger 
ici 

D5i5         ou  le  discriminant,     a'*f* ■+■  •  •  • , 

D5,4        YJ  —  4S2-*-8(S»  —  27T2), 

Ds.3         57S  —  9«T, 

Dj,s 

Si  l'équation  a  deux  racines  doubles,  exactement,  on 
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peut  étudier  J,   qui  est  un   invariant,   en  supposant 
que  ces  racines  sont  zéro  et  oc  ;  on  a  ainsi 

J  =  —  32C2d2^0. 

Si  l'équation  a  une  racine  triple,  en  la  supposant 
nulle  ou  infinie,  on  a  J  =  o.  (Salmon  fait  observer 
que,  si  une  équation  de  degré  m  a  une  racine  multiple 
d'ordre  p,  avec  i  p  >>  m,  tous  les  invariants  sont  nuls  ; 
c'est  ainsi   que,  pour  l'équation  du    quatrième  degré, 

on  avait 

S  =  o,         T  =  o, 

dans  le  cas  d'une  racine  triple). 

Si  I) ,  ,  et  D-,  i  sont  nuls,  il  y  a  au  moins  une  racine 
triple;  en  supposant  que  cette  racine  soit  zéro,  ce  qui 
est  permis  au  point  de  vue  des  semi-invariants,  on  a 

S  =  3c2; 

selon  qu'il  y  a  une  racine  triple  et  une  racine  double, 
ou  une  racine  quadruple,  on  a 

S^o         ou         S  =  o. 

On  a  ce  Tableau  : 

pas  de  racine  multiple, 

une  racine  double, 


D5 
Di 
D, 
D, 
D, 

I».; 
Ds 

K. 


=  o  / 

o  * 


v  =  o 
o 

5  =  O 
'.  ==  ° 
3  =  0 


deux  racines  doubles  ou  une 
racine  triple,  selon  qu'un  a 
J  p-I  o  ou  J  =  o, 

une  racine  double  et  une  racine 
triple,  ou  une  racine  quadruple, 
selon  qu'on  a  Sjz=o  ou  S=o; 


D5,i      o 

•  i  tous  lesD  sont  nuls,  on  a  une  racine  quintuple. 
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La  fonction 

n(a+[3-Y  —  S), 

avec  i5  facteurs,  s'annule  dans  le  cas  de  deux  racines 
doubles  et  ne  s'annule  pas  dans  le  cas  d'une  racine 
triple;  c'est  un  semi-invariant  de  poids  égal  à  i5, 
d'ordre  égal  à  12,  contenant  par  exemple  un  terme 
en  a9/3.  Pour  le  calculer,  on  chercherait  la  condition 
qui  exprime  que  la  somme  de  deux  racines  est  égale  à 
la  somme  des  deux  autres;  la  racine  restante  étantcelle 
de  l'équation 

ax  —  m  =  o, 

on  exprimerait  que,  dans  l'équation 
X  :  (ax  —  m)  =  o, 

la  somme  de  deux  racines  est  égale  à  la  somme  des 
autres,  ce  qui  donne 

m3-i-  3 b m* -h  (Bac  —  5  b2  ) m  -+-  16 a2 d  —  l\oabc  -+-  lïb*  =  0; 
on  éliminerait  m  entre  celte  relation  et  la  relation 

*(ï)-- 

On  aurait  à  écarter  la  solution  parasite  a  =  o,  à  la- 
quelle correspond  la  valeur 

m  = —  5  b. 

9.  Remarque  sur  le  signe  du  discriminant.  — 
Bien  que  ce  signe  soit  ici  sans  importance,  je  rappelle 
le  fait  suivant  qui  mériterait  d'être  plus  connu. 

Appelons  discriminant,  et  désignons  par  A,  le  quo- 
tient para  du  résultant  des  équations  Y=o,X'=o, 
résultant  dont  Je  signe  ne  dépend  pas  de  l'ordre  dans 
lequel  on  prend  les  différences  des  racines  des  deux 
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équations.    Ce    résultat   est,    pour    une    équation     du 
quatrième  degré  : 
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Zd 

el  Ion  en  prend  le  quotient  par  a.  Ce  quotient  contient 
un  terme  en  a'e3,  provenant  de 


—  e 
o 


et  ce  ternie  est  a3e3.  D'une  manière  générale,  on  aura 
le  terme  amgm,  que  m  soit  pair  ou  impair. 
Le  discriminant  ainsi  défini, 


ac  —  h  - . 

ciidi-\-.  .  . 

ou 

a- e*  -H. .  . 

ou 

4  V 


S«— 27T*, 


est  de  signe  contraire  au  produit  des  carres  des 
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différences  des  racines  pour  un  polynôme  de  degré 
î  A  -t-  2  ou  4^  +  3,  tandis  qu'il  aie  même  sigite 
que  ce  produit  pour  un  polynôme  du  degré  \  /.  nu 
\  k  -f-  î.  (Salmon,  Algèbre  supérieure,  p.  34-5;  voir 
ci-dessus  les  expressions  des  quantités  D2i)  D)3  d'une 
part,  D4,4  d'autre  part.^ 

Si,  partant  d'une  équation  du  quatrième  degré,  on 
passe  à  une  équation  du  troisième  degré  en  faisant 

a  =  o,         \b  =  a         6cs=3ô',         jd  =  3  c'.         e  =  ci. 


S3_27T2=  Ilt_(4Y,3-t-8'*)=  Zll!a'ï(a'«£fî_h...)î 

avec  un  signe  — .  Il  en  sera  de  même  chaque  fois  que 
l'on  passera  d'une  équation  de  degré  pair  à  l'équation 
de  degré  immédiatement  inférieur. 


DEUXIÈME   PARTIE. 

10.  Je  vais  reprendre  d'une  manière  différente  l'étude 
de  l'équation  du  quatrième  degré 

X  =s  ax'< •+■  \  &./'3  —  fi c.r-  —  \ dx  +  e  =  o: 

on  obtiendra  ici  les  expressions  des  racines  multiples. 

Le  polynôme  dérivé   du   polvnomc  X  est  4X|,    en 
posant 

Xj  =  ax'A  —  ibx2~  icx  ■+-  d. 

On  a 

(i)  aX  =  X|lar-  b  ) -h  B, 

en  |)osant 

R  =  3 ( ac  —  bn-  i ./ -  —  ! ( ad—  bc)x  -+-  ae  —  bd. 
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On  a  ensuite 

(2)     3(ac  —  è"2)2X,  =  Rx  [a(ac— 62)^-i-36(ac  — 62) 

^  — a  (ad —  6c)]~aY, 

en  |)osant 

Y  =  [n  ac  —  b*-) S  —  3a T]:r  -+-  [(ad—  bc) S  —  3 bl  \. 

11  faut  alors  distinguer  deux  cas;  et  c'est  là  un  défaut 
de  la  méthode,  les  deux  cas  n'étant  pas  distincts  dans 
le  cas  où  l'équation  a  simplement  une  racine  double. 

I.  —  ac  —  b1^  o. 

11.  Pour  que  le  polynôme  X  ait  une  racine  double 
et  une  seule,  il  faut  et  il  suffit  que  le  polynôme  Y  ait 
une  racine  et  que  cette  racine  annule  le  poly- 
nôme R.  Nous  admettrons  que  le  discriminant  de  X 
est  S3 —  27  T2,  et  nous  écrirons  les  conditions 

S3—  2-T2=0, 

27s  —  3aT^o. 

12.  Si  l'on  veut  que  le  polynôme  Y  ait  deux  ra- 
cines doubles  ou  une  racine  triple,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  polynômes  X  et  X(  aient  un  plus  grand  commun 
diviseur  R  du  second  degré,  non  carré  ou  carré  par- 
fait. Dans  les  deux  cas  le  polynôme  Y  doit  être  identi- 
quement nul,  ce  qui  donne  les  conditions 

S«— 27T»  =  o, 

2-fS  —  3aT  =0. 

On  en  conclut  comme  précédemment 

S  x  S  =  o. 
On  peut  d'ailleurs  observer  qu'on  a 

a  Y  =  (  2 y  S  —  ">aT)(ax  ■+-  b  )  -+•  ôS. 
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Or  le  discriminant  du  polvnome  R,  qui  est  bien  du 
second  degré  avec  l'hypothèse  y  ^  o,  est 

Y  S  «+-  3«T         ou         3  y  S, 

eu  égard  à  la  condition 

2yS  —  3aT  =  o. 

On  a  donc  le  résultat  suivant  : 


d'où 


S3_27t*=o  j   , 

I   o  =  o,         deux  racines  double, 
2  Y  S  —  3aT  =  o  > 

„       _  \  S  =  o,         une  racine  triple  : 

o  x  S  =  o  )  ' 


il  n'y  a  pas  lieu  d'accompagner  la  condition  o  =  o,  de 
l'inégalité  S  ^o,  car  si  l'on  avait 

3  =  o,        S  =  o,        d'où        T  =  o, 

on  aurait 

Y  =  o, 

d'après  une  relation  du  n°  5. 

II.  —  ac  —  b-  =  o. 

13.    On  a  alors 

R  =  3(ad  —  bc)x  ■+•  (ae  —  bd), 

et,  d'après    l'égalité  (2),  le  polvnome  Y  est  le  produit 
du  polynôme  II  par  ad  —  bc;  on  a 

3  {ad  —  bc  f1  =  2  y  S  —  3  a  T. 

Il  n'y  a,  par  suite,  rien  de  changé  pour  le  cas  dune 
racine  double;  l'inégalité 

ad —  bc  ^  o 

ne  diffère  pas  de  l'inégalité 

.  2yS  —  3aT  ^  o. 
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Si  l'on  suppose 

ad  —  bc  =  o, 

il  ne  peut  y  avoir  de  racine  multiple  que  si  le  poly- 
nôme R  est  identiquement  nul,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

ae  —  bd  =  o; 

le  polynôme  X  est  alors  divisible  par  sa  dérivée,  il  a 
une  racine  quadruple.  La  condition  ad —  bc  =  o  équi- 
vaut à  2yS  —  3aT  =  o,  qui  se  réduit  d'ailleurs  à 
T  =  o  ;  comme  on  a 

aS  =  a(ae  —  bd)  —  3  b  (ad —  bc), 
la  condition  ae —  bd  =  o  équivaut  à  S  =  o,  par  suite  à 

S3_2-T2=o. 

I  \.  En  rapprochant  les  résultats  obtenus,  on  re- 
trouve le  Tableau  du  n°7. 

lo\  Remarque  I.  —  Lorsque  le  polynôme  X  a  une 
racine  double  unique,  c'est  la  racine  de  l'équation  Y=o. 
Or,  le  hessien  du  polynôme  X  est 

H  =  (ac  —  b2)xi-h  i(ad —  bc)x*-r- .  . .  ; 

considérons  le  covariant  bien  connu 

2S.II  -   JT.X. 

4)11 

|  •,  (  ac     .  //•  ,  s  —  ;  <i  T  | x>  ■+-  4[|  ad  —  I»-  \  S  —  \  b T  J  x3-i-  ...  ; 

sa  dérivée  troisième,  divisée  par  ■>.  \,  est  précisément  le 
polynôme  ^  .  La  racine  double  du  polynôme  Xesl  donc 
la  racine  du  polynôme 

(2S.H  —  3T.\/"=o. 
Ann.  de  Mathémat.,  \*  série,  t.  XL  (Août  191t.)  23 
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C'est  qu'en  effel  le  covariant  ci-dessus  est 

=^!fp-Y)2(i-8)S(Y-S)2,,r-a)>; 

quanti  le  polynôme  X  a  une  racine  double  œ,  ce  cova- 
riant se  réduit  à 

x  21  a  —  Y)2(a—  °)l(7  —  ô)2Cr  —  «)*. 


192 


I(>.  Remarque  II.  —  Salmon  observe  que,  dans  le 
cas  de  deux  racines  doubles,  le  polynôme  X  et  son 
hessien  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant;  on  a 
donc  pour  ce  cas 

ac  —  b2  _  ad  —  bc  _  ae  ■+-  ?.bd  —  à  c2  _  be  —  cd 
a  ib  6c  id 

_  ce  —  d-  _  3  T 
~         ~e         =  7S' 

le   covariant   2  S.  H —  j  T.  X  est  alors  identiquement 
nul. 

Les  conditions 

i{ac  —  b'2)S  —  3«T  =  o. 
(ad—  bc)S  —  36T  =  o 

expriment  directement  que  le  polynôme  \   est  identi- 
quement nul;  l'égalité 

ac  —  b-        ad —  bc 
a  :>.  b 

n'est  pas  autre  chose  que  0  =  0.  L'équation  en  -  déduite 
de  l'équation  X  =  o  rend  compte  des  égalités 

\{ce  —  d'2  )  S  —  3  e T  =0, 
<  be  —  ed)S  —  3dT  —  o. 

Dans  le  cas  d'une  racine  triple  a,  le  hessien  est  à  un 
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facteur  constant  près  (t  —  a)4.  On  a  alors 

S  =  o,         T  =  o, 

el  le  covariant  ?.  S.  H  —  3T.X  est  encore  identique- 
ment nul. 

Si  l'on  se  reporte  à  l'expression  de  ce  covariant 
donnée  plus  haut  pour  le  cas  d'une  racine  double,  on 
voit  encore  qu'il  est  identiquement  nul  pour  y  =  o 
(deux  racines  doubles)  et  pour  a  =  y  (une  racine  triple). 

17.  Remarque  III.  —  On  aurait  pu  employer  la 
transformation  U=ax-{-b,  qui  substitue  au  poly- 
nôme X  le  polynôme 

V*  —  6yli2  +  j3U-t-02S  —  3y2); 

d'une  part  on  aurait  eu 

«Y  =(2yS  — 3aT)U-+-8S; 

d'autre  part  on  aurait  eu 

a'2R=  3-,-l  2—  ioU  -(-(««S  —  3?*), 

dont     le    discriminant     prend     facilement    la    forme 

-S  — 3  «T. 


[R6a] 

APPLICATION  DU  THÉORÈME  DE  H.  APPELL  SUR  LE  MOMENT 
DE  LA  QUANTITÉ  DE  MOUVEMENT  PAR   RAPPORT  A  UN 
COMPLEXE  D'UN  MOBILE  SOUMIS  A  UNE  FORCE  APPARTE 
NANT  A  CE  COMPLEXE    -  GÉNÉRALISATION  DE  L'ÉQl  A 
TION  DE  CLAIR  UT; 

I'ai»  M.  di.  PLATRIER, 
Ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique. 


Dans  son  Cours  de  Mécanique  rationnelle  (t.  I, 
p.  3ii)j  M.  Appel I  généralise  ainsi  l'application  à  un 
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mobile  soumis  à  une  force  :  i"  constamment  perpen- 
diculaire à  un  axe;  'i°  située  constamment  dans  un 
même  plan  avec  un  axe,  des  tliéorèmes  de  la  quantité 
de  mouvement  et  du  moment  de  la  quantité  de  mou- 
vement :  Si  la  résultante  des  forces  agissant  sur  un 
mobile  appartient  à  un  complexe  linéaire,  le  mo- 
ment de  la  quantité  de  mouvement  par  rapport  à  ce 
complexe  est  constant. 

Autrement  dit,  si  la  force  XYZ,  appliquée  au  mo- 
bile (x,y,  z)  de  masse  1,  satisfait  constamment  à 
l'équation 

pX  -+-  qY  -\-  rZ  -\-  a ( yZ  —  s  Y) 

-H  b(sX  —  arZ)  +  c(x\  —  yX)  =  o, 

où  p,  q,  r,  «,  b,  c  sont  des  constantes,  nous  dirons 
qu'elle  appartient  au  complexe  (p,  q,r,a,b,  c)  et  nous 
aurons  la  relation  : 

dx  dy  dz  (    dz  dy\ 

?7tt+«liï-rdt-i-aV-dï-z1ti) 

,  [    dx  dz\  [    dy  dx\ 

h-  o  (  z  —. x  —r-  )  -r-  cl  x-~  —  v— —  I  =  const. 

\     dt  dt  j  \     dt        J  dt  J 

Nous  nous  proposons  d'appliquer  ce  théorème  au 
mouvement  d'un  mobile  astreint  à  se  déplacer  sur  un 
hélicoïde  quelconque  d'axe  Os  et  de  pas  k  =  2ttâ~,  ce 
mobile  n'étant  soumis  qu'à  la  réaction  normale  de  la 
surface. 

Nous  remarquerons  tout  d'abord  que  les  normales  à 
tous  les  hélicoïdes  d'axe  O;  et  de  pas  h  forment  un 
complexe  linéaire;  en  effet,  les  normales  en  question 
qui  passent  par  un  point  M(x,y,z)  sont  toutes  situées 
dans  le  plan  mené  par  M  perpendiculairement  à  la 
langente  en  M  à  l'hélice  de  pas  h  et  d'axe  O;.  Les 
paramètres  directeurs  de  cette  tangenle  sont 

—  y,     x,     /.. 
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Appelons  «,  0,  c  les  paramètres  directeurs  d'une  droite 
du  complexe  passant  par  M.  Le  complexe  considéré  est 
défini  par  la  relation 

—  y  a  -\-xb-\-  kc  =  o. 

Nous  en  déduirons  immédiatement  que  le  mobile  dont 
nous  étudions  le  mouvement  est  soumis  à  la  réaction 
normale  de  l'hélicoïde  N  (XYZ)  appartenant  au  com- 
plexe (o,  o,  /,-,  o,  o,  i  ). 

Appliquons  alors  le  théorème  de  M.  Appell  en 
appelant  3  la  distance  du  mobile  à  O;;  t',  sa  vitesse; 
(o,  l'angle  de  sa  trajectoire  en  M  avec  l'hélice  de  pas  h 
et  d'axe  O;  passant  par  M;  o,  l'angle  de  la  tangente 
en  Ma  cette  hélice  avec  un  plan  horizontal. 

Décomposons  la  quantité  de  mouvement  suivant 
deux  directions  rectangulaires  :  MT  tangente  à  l'hélice 
el  MW  ;  le  moment  par  rapport  au  complexe  de  la  com- 
posante suivant  MIN  (droite  du  complexe)  est  nul. 

Et  le  théorème  de  M.  Appell  donne,  par  suite,  en 
tout  point  de  la  trajectoire, 

(  \)  kv  i'osw  sins  -+-  zv  coso)  cosa  =  const. 

Or  l'angle  a  est  tel.  que  tang  o  =  ->  et  l'on  sait  qu'un 
mobile  astreint  à  l'unique  condition  de  se  déplacer  sur 
une  surface  décrit  avec  une  vitesse  constante  une  ligne 
géodésique  de  la  surface. 

L'équation  (i)  peut  donc  s'écrire,  en  remplaçant  a 
par  sa  valeur, 


v/?1-*-  k1  cosw  =  const. 

Elle  définit  les  lignes  géodésiques  des  hélieoïdes 
et  constitue  une  généralisation  de  l'équation  de  Clai- 
nuit  : 

(3)  p  cosw  =  const. 
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qui     définit  les    lignes  géodésiques    des    surfaces    de 
révolution  (hélicoïdes  de  pas  nul,  c'est-à-dire  tels  que 
k  =  o). 

Au  point  de  vue  de  la  théorie  des  surfaces  l'équa- 
tion (2)  peut  d'ailleurs  être  considérée  comme  une 
conséquence  de  l'équation  do  Clairaut  et  du  théorème 
de  Bour  sur  l'application  des  hélicoïdes  sur  les  surfaces 
de  révolution. 


AGREGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS  DE  1911). 


SUJETS    DES    COMPOSITIONS. 


Mathématiques  élémentaires. 

I.  Si  l'on  mène  à  une  ellipse  i  C)  de  centre  G  deux  cercles 
bitangents,  l'un  (A)  ayant  son  centre  A  sur  l'axe  focal, 
l'autre  (B)  ayant  son  centre  B  sur  l'axe  non  focal,  le  point 
d'intersection  I  des  cordes  de  contact  MM'  et  NN'  est  un 
point  limite  pour  le  système  des  deux  cercles.  (On 
demande  aux  candidats  une  démonstration  indépendante 
de  la  théorie  des  pôles  et  polaires  dans  les  coniques;  s'ils 
emploient  l'équation  de  la  droite  AB,  rapportée  aux  axes 
de  l'ellipse,  pour  montrer  d'abord  que  le  point  I  est  sur- 
cette  droite,  ils  établiront  géométriquement  les  formules 
qui  expriment  CA  et  GB  au  moyen  des  coordonnées  CP  et 
GQ  du  point  I.  Ils  pourront  donner  subsidiairement  une 
démonstration  fondée  sur  la  théorie  des  pôles  et  polaires 
dans  les  coniques.) 

II.  On  donne  deux  cercles  (A)  et  (B),  de  centres  A  et  B, 
dont  l'un  (A.)  est  intérieur  à  l'autre  ;  soit  I  celui  des  deux 
points  limites  du  faisceau  (A,  B)  qui  est  intérieur  aux 
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deux  cercles.   |  Ce  choix  du  point  I   a  pour  but  d'écarter 
une  discussion  que  les  candidats  n'auraient  pas  le  temps 
de  faire  convenablement.  ) 

Si  l'on  mène  par  I  deux  cordes  rectangulaires  MM'  et  N'Y 
appartenant  respectivement  aux  deux  cercles,  il  existe 
une  ellipse  (C)  doublement  tangente  aux  deux  cercles,  les 
cordes  de  contact  étant  MM'  e<\'N';  le  démontrer.  Les 
cordes  variant,  les  pôles  R  et  S  de  ces  cordes  sont  sur  une 
droite  fixe  \  perpendiculaire  à  la  droite  AB  en  un  point  J  ; 
lescireonférences  qui  ont  pour  diamètres  les  segments  l'S 
sont  orthogonales  à  la  circonférence  de  diamètre  Al!  qui 
est  le  lieu  des  centres  des  ellipses  (C);  les  carrés  «2  et  b'1  des 
de  mi-axes  des  ellipses  (G)  sont,  les  uns  et  les  autres,  pro- 
portionnels aux  distances  CD  des  centres  C  à  la  droite  A  : 
les  ellipses  (G)  sont,  par  suite,  semblables  entre  elles. 

III.  Les  données  /estant  les  mêmes,  les  tangentes  en  M  et  M' 
sont  rencontrées  par  les  tangentes  en  N  et  N'  aux  points  E,  F, 
G,  H.  Désignant  par  \  l'angle  que  fait  IM  avec  le  prolon- 
gement de  BA,  on  établira  les  six  relations  qui  déterminent 

en  fonction  des  constantes  delà  figure  (r,  B,  —  =  A,— -=B) 

et  du  paramètre  X  les  éléments  essentiels  du  quadrilatère 
IMEN,  à  savoir  les  angles  IME  =  a,  INE  ='i,  les  côtés  IM 
et  IY  les  côtés  KM  et  EN;  les  deux  dernières  de  ces  rela- 
tions sont 

KM  sin  a  +  E\  cosB  =  S -} 

r  COSÀ 

KM  cosa  — EN  sin  B  = A: '-• 

sin  À 

,,,   . ,.  ,  ,  .,,,.,  KM       15 

Veri/ier  au  moyen  de   ces  relations  légalité  Trrr  =  -ri 

J  °  EN        A 

et  en  déduire  que  le  quadrilatère  KFGH  reste  inscrit  à  un 
cercle  fixe  (0)  du  faisceau  (A,  B)  lorsque  les  cordes  MM 
et  NN'  e, nient.  On  déterminera  la  position  du  centre  O  de 
ce  cercle  en  fonction  des  longueurs   IA,  IB,  JA,  JB,  JI.  en 

OA 
calculant  successivement  t— >  OA,  OB;  on  calculera  aussi 
U  B 

A/  distance  JO,  o«  interprétera  géométriquement  la  for- 
mule obtenue  ,  et  l'on  en  déduira  une  conséquence  pour 
les  circonférences  décrites  sur  les  segments  RS  comme 
diamètres. 
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Comparant  de u.v  expressions  différentes  de  la  valeur  du 

ME  .  ,  /\ 

rapport  -— ry  en  fonction    des  quantités  1E,   IH,  MJE   =  y, 

MIH  =  ô,  on  obtiendra  y  =  o,  et  l'on  interprétera  ce  résul- 
tat en  considérant  les  diagonales  EG  et  FH.  De  quelle 
nature  est  la  correspondance  entre  les  droites  EG  et  FH  ? 

Solution  par  in  anonyme. 

I.  a.  Par  le  calcul.  —  En  considérant  l'ellipse  comme  pro- 
jection du  cercle,  sans  invoquer  de  propriété  focale,  on  Aijis".  i) 

PÂÏ2  =  ÂF.PÏÏ,         PmS  =  JCP.PR, 


b"- 
a- 

= 

AP 

CÏÏ 

et.  par  suite. 

(«) 

GP 

a2 

AP 
6* 

- 

GÂ 

c-    ' 

v       CR 

puisque  CP.  CR  =a'2;  en  projetant  l'ellipse  suivant  un  cercle, 
on  a  de  même,  si  l'on  considère  le  point  N, 

CQ         BQ         CB 

1  P  ' 


6?  as         — c2  \       CS 

les  relations  (a)  et  (ji)  sont  d'ailleurs  équivalentes,  car  les  unes 
ou  les  autres,  appliquées  au  point  M,  donnent  sur  la  normale 
en  M 
;    .  WW         Âlî         RÂ" 

On  peut  dire  encore,  en  considérant  l'ellipse  comme  projec- 
tion du  cercle  et  en  invoquant  en  même  temps  la  propriété 
focale  de  la  tangente. 

CÂ.CR  =  c2,         CP.CR  =  «2, 

ce  qui  donne  les  relations  (a),  en  introduisant  dès  le  début  le 
segment  CR  utilisé  à  la  fin  de  la  seconde  partie;  on  a  ensuite. 
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k  cercle  FNF'  passant  en  B  et  par  suite  en  S, 

GB.CS=—  c»,         CQ.CS  =  &*, 

ce  qui  donne  les  relations  i  fi). 

Sans  considérer   l'ellipse   comme  projection  du   cercle,    on 

Fis.  i. 


s 

m 
\  '  i 

- 

k^^  - 

0 

/ 

1    1     . 
('      \/ 

/n\~""^\  "^ 

\     F 

c 

y 

y« 

F        ] 

R 

B 

B' 

peut  dire  aussi  :  on  a  d'abord,  en  appelant  p  et  p'  les  rayons 
vecteurs  du  point  M, 


A  F        AF' 


a  G  A.  G  A 


d 

,  / 

p 

c 
a 

GP 

c- 

CA 

a- 

== 

CF' 

nn  écrit  alors  les  relations  (a ),  en  tenant  compte  de  la  propriété 
focale  GA.  GK  =  c2  ;  on  en  déduit  les  relations  (y);  celles-ci 
donnent  les  relations  (J3)  pour  la  normale  en  M,  et  on  les 
applique  au  point  N  en  tenant  compte  de  la  propriété  focale 
GÏÏ.GS=— c2. 

Ou  bien,   le  cercle   NFF'  ayant   13S    comme    diamètre,    la 
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similitude  des  triangles  BA'F  et  BF\  donne 

BA/  _  BF  _  A^F  _  c 
BF  ~  BN  ~"  ~F\~  ""  a' 

d'où 

BA'    _  c* 

ÏÏÂ7  BN     _  AN 

c2     ~    a2     ~~     ô2   ' 


,•;', 


sur  la  normale  en  N.  On  en  déduit  (a)  et  ([}),  en  introduisant 
les  points  B  et  S. 

Si  l'on  considère  maintenant  sur  AB  le  point  I  défini  par 
les  relations 

ÏB         ÏÂ  AB 

~7r>~  ~   62   ~~    c*-    ' 

on  voit  que  les  cordes  MM'  et  NN'  passent  par  ce  point. 

On  pourrait  dire  encore  :  la  corde  NN'  étant  fixe,  le  point  "NI 
variant,  CA  et  CP  sont  proportionnels,  donc  CA  et  QI  sont 
proportionnels,  donc  la  droite  TA  rencontre  l'axe  noi.  focal  eu 
un  point  fixe,  et  ce  point  fixe  est  le  point  B,  comme  on  le 
voit  en  mettant  le  point  M  en  N.  L'idée  est,  en  somme,  que 
la  forme  de  la  division  M,  A,  B'  ne  dépend  que  de  l'ellipse, 
comme  le  montrent  les  relations  (y). 

La  méthode  à  laquelle  l'énoncé  fait  allusion  consiste  à  vérifier 
la  relation 

cp       W  _ 

CÂ         CB 

ce  qui  est  immédiat. 
Montrons  que  I  est  un  point  limite.  Des  relations 

GÂ.GB  =  cV        GB.GS=  —  cs, 
on  déduit 

CB  .  CS  =  —  CÂ  .  TTÏÏ  : 

le  quadrangle  (A,  B,  B,S)  est  donc  orthogonal,  la  droite  RS 
est  perpendiculaire  sur  AB,  et  cette  droite  est  alors  la  polaire 
du  point  I  par  rapport  à  chacun  des  cercles  (A)  et  (B). 

\  On  aurait  pu  établir  la  relation  CB.  CS  =  —  c-  pour  le 
point  M,  soit  CB'.  CS'—  —  c2,  en  observant  que  le  quadrangle 
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(A,  R.  B',  S')  est  orthogonal,  et  en  écrivant 

CB7.  GS7  =  —  CÂ .  CR  =  —  c*  ; 
on  se  rend  mieux  compte  ainsi  de  la  relation 
GB.GS  =—  CÂ.  CR, 

dont  on  fait  usage  ici.] 

I.  b.  Solution  géométrique.  —  Considérons  la  polaire  du 
point  I  par  rapport  à  l'ellipse.  Elle  passe  par  le  point  R,  et 
aussi  par  le  point  R[  qui  est  le  conjugué  du  point  I  par 
rapport  à  M  et  M'  :  elle  est  donc  la  polaire  de  1  pour  le 
cercle  (A);  elle  est  de  même  la  polaire  de  I  pour  le  cercle  (B); 
le  point  1  a  donc  même  polaire  RS  par  rapport  aux  deux 
cercles,  c'est  un  point  limite.  [On  sait  d'ailleurs  que,  si  une 
conique  (G)  est  doublement  tangente  à  deux  coniques  (A) 
et  (  B  ),  les  cordes  de  contact  passent  par  l'un  des  sommets  du 
triangle  autopolaire  commun  relatif  à  ces  deux  coniques, 
leurs  pôles  étant  sur  le  côté  opposé  ;  c'est  cela  qu'on  démontre 
ici.] 

Remarque.  —  Le  point  I  est  intérieur  au  rectangle  circon- 
scrit à  l'ellipse  parallèlement  aux  axes;  il  peut  être  intérieur 
ou  extérieur  à  l'ellipse,  intérieur  ou  extérieur  aux  deux 
cercles. 

II.  Les  cercles  (A;  et  (B) 'étant  donnés,  ainsi  que  le  point 
limite  I  et  les  cordes  rectangulaires  MM'.  \\",  menons  par  A 
et  B  des  perpendiculaires  à  ces  cordes  qui  se  coupent  en  un 
point  G;  il  existe  une  ellipse  de  centre  G  qui  a  ses  axes 
dirigés  suivant  CR  et  GS,  qui  passe  en  M  (par  suite  en  M'), 
et  qui  est  tangente  en  M  (par  suite  en  M')  au  cercle  (A): 
en  elfet,  nous  pouvons  tracer  un  cercle  de  centre  C  tel  que 
les  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  R  à  ce  cercle 
soient  sur  MM',  et  l'ellipse  qui  admet  ce  cercle  comme  cercle 
principal  et  qui  passe  en  .M  répond  aux  conditions  énoncées. 
Je  dis  que  cette  ellipse  est  tangente  en  N  et  en  N'  au  cercle  (B). 
Il  existe,  en  effet,  un  cercle  de  centre  i  B;  doublement  tan- 
gent à  l'ellipse;  la  corde  de  contact  passe  au  point  I,  elle  est 
portée  par  \N  ;   l'un  des  points  limites  du  cercle  considéré 
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et  du  cercle  (A)  étant  le  point  I,  ce  cercle  est  le  cercle  (B). 
(On  aurait  pu  considérer  l'ellipse  de  centre  C,  tangente  en  N 


Fit 


il  N'  au  cercle  (B);  les  loyers  de  cette  ellipse  sont  donnés 
par  le  cercle  de  diamètre  BS.] 

Les  points  R  et  S  sont  sur  la  droite  A  qui  est  la  polaire 
commune  du  point  I  par  rapport  aux  cercles  (A)  et  (B). 

Le  quadrangle  (A,B,R,S)  étant  orthogonal,  la  circonfé- 
rence de  diamètre  RS  est  orthogonale  à  celle  de  diamètre  AB. 
Voici  une  démonstration  simple  de  ce  fait  :  l'ensemble  formé 
par  la  première  circonférence  et  le  triangle  inscrit  SCR,  et 
l'ensemble  formé  par  la  seconde  circonférence  et  le  triangle 
inscrit  ACB  peuvent  être  rendus  homothétiques  par  rapport 
au  point  G  au  moyen  d'une  rotation  d'un  angle  droit  autour 
de  G  ;  les  tangentes  en  C  sont  donc  orthogonales.  Les  circon- 
férences qui  ont  pour  diamètres  les  segments  RS,  ayant  leurs 
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centres  en  ligne  droite  et  étant  orthogonales  à  un  cercle  Gxe, 
forment  un  faisceau  ;  elles  coupent  la  droite  AB  en  deux  points 

—  î 
fixes  L  et  L'  définis  par  la  relation  JL    =  JA.  JB. 

Nous  reviendrons  sur  ces  circonférences. 
On  a  trouvé,  dans  la  première  partie, 


JB 


IA 
6» 


AB 


les  ellipses  (C)  sont  donc  semblables  ;  l'idée  est  que  la  forme 
de  la  division  I,  A,  B  détermine  la  forme  de  la  division  M,  A,B', 
et,  par  suite,  les  rapports  des  quantités  «2,  b2,  c2-  Comme  on 
avait  d'ailleurs 


CP 

A.P 

G  A 

I 

= 



= 



z=z 

a- 

62 

c- 

CB 

BÏ 

Âï 

BÂ 

i 

«2 

b* 

c2 

CD 

puisque  les  segments  de  la  division  C,  A,  P  sont  aux  segments 
de  la  division  B,  A,  I  comme  CD  est  à  GB  ;  a2,b-,c2  sont  donc 
proportionnels  à  CD  lorsque  MM'  et  XV  varient.  On  pourrait 
introduire  dans  cette  démonstration  les  points  l  et  \  où  la 
droite  CD  rencontre  MM'  et  VY  ;  on  a  par  antiparallèles 


a9-  =  CP  .  CB  =  GU  .  CD  =  Bl  .  <  ;d  . 
/>2  =  I^.CS  =  CV.ÏÏÏÏ==Â7.GL). 

Signalons  encore  les  relations 

c2=  GÂ.CB=  — CB.CS  =  BÂ.  CD 


III.   a.  Considérons   le  contour  quadrangulaire  IMEN.   Les 
triangles  AIM  et  BI.N  donnant 

sin(go  —  «)        sinX  _  si»[X —  (90-   »)] 
~"âT~  ~T~  \\\ 

-m (90  —  ft)  _  sin(c)o  —  À)  _  sin f  90  —  ).  —  (  go  —  i  i| 
BT~  "IT-  ÎT- 


on  a  donc 
(I) 

(2) 


et 
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cos  a  =  A  sin  À  i  A  =  — 


:osp  =  BcosX  (n=^ 


) 
3') 


Fie.  3. 


IM  = 
l\  = 


—  /•  cos(x  -f-  À  ) 

sin  X 
Rsin([3  — X) 
cos  À 


ou  encore,  d'après  (i)  et  (2), 

(3)  IM  =  /-(sina  —  A  eosX), 

(4)  I\  =  Risinp  —  B  sinX); 

on  a  (railleurs  directement  ces  dernières  formules  en    écri- 
vant 

IM  =  PM— PI  =  r  sina— AI  cos  X  =  r<sina— AcosX), 

c'est-à-dire  en  appliquant  aux  triangles  AIM  et  BIN  une  des 
relations  classiques  obtenues  par  projection. 
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Par  projection  sur  IM  et  sur  IN  on  a  enfin 

EN  sin? -4- EM  cos  a  =  IM, 
KM  sin  x -H  EN  cos  [J  =  IN, 

ou,  d'après  (i),  (ï),  (3)  et  (4), 

-  5  i  EN  sin  p  -+-  À.EM  sinX  =  r(sina  —  A  cosX), 

|  6)  EM  sina-+-  B.EN  cos),  =  R(sin3— B  sinÀ  i. 

Si  l'on  divise  membre  à  membre,  on  voit  que,  pour  établir 

,     ■       ÊM       B    ..  ,  .  .. 

la  relation  tttt  =  t-j  ''  »aut  vérifier  qu  on  a 

EN       A  ' 

Ai  sin  3  +  B  sin  À  >         /-(sin a  —  A  cosX) 
li(  sina  -r-  A  cos)-)  —  R(sin  3  —  B  sinX)' 


A.R 


sin2  a  —  A*  cos2X 


B./-         sin23  — B2sin2X' 
en  tenant  compte  à  nouveau  de  (ï)  et  (2),  cette  relation  devient 

A.R  _  1  —  A? 

B./-  ~  1  —  B2  ' 
ou 

A.Ri'i-  B2)  =  B./(i  — A2), 

ou,  en  divisant  par  AB. 

Or,  a  priori,  les  quatre  quantités  R,  r.  A,  B,  relatives  à 
un  système  de  deux  cercles,  sont  liées  par  une  relation  qui 
exprime  que  I  est  point  limite  ;  on  doit  avoir,  J  étant  le  con- 
jugué de  I  par  rapport  aux  deux  cercles, 

ÏÏJ  —  ÏTT  =  AT  —  Â7 . 

"U 

Itl  AI 


ou 

(3) 


lî.R  =  —  \r 


c'est  bien  ce  qu'il  fallait  établir. 
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[En  considérant  l'ellipse  comme  projection  d'un  cercle,  on  a 
b'        ÏM.IM'        IM.IM         /'-II2 


a-        i?n.irri         IN.  IN'         r>2 rï»5 


.  6*       IA 

comme  on  a  trouve  ■ —  =  — .  on  duit  avoir 

«*       1B 


IA 

•  = 

/•-'- 

-IA 

ÏB 

R2 

—  IB'- 

A: 

R 

i 

—  A* 

B  :  /■      i  _  b2  ' 

(est  la  relation  (o)  sous  la  forme  qu'on  a  d'abord  rencontrée 
ci-dessus.] 

c.  „  .    ,        .     .        KM       B 

si  1  on   veut  arriver  a   la  relation    — — ■  =  — •>  et  non  pas  se 

Ji  IN        A 

contenter  de  la  vérifier,  le  mieux,  est  de  calculer  directe- 
ment EM  et  E.\  sur  la  figure,  en  projetant  le  contour  IMEN 
sur  une  perpendiculaire  à  EN  el  sur  une  perpendiculaire 
à  EM  ;  on  a  d'abord 

EM  sin  E  =  IN  sin  3  —  IM  eus  3 

=  Rsin3(sin3  —  B  sin  À  ;  —  B.r(sina  —  A  cosX)  cosX 
=  —  B(R  sin  3  sin/.  —  r  -in a  cosX) 
—  (Rsin2p4-A.B./-cos2/,/i, 

et  le  second  terme  devient 

R  — RB2cos2/.  -r-  A.B./cos2)., 


B 


r^-H(A,'r-B.R)cos«xl; 

on  a  de  même,  en  permutant  AetB,  K  el  /•,  a  et  3,  /.et—  —À. 
EN  sinE  =  —  A(  /•  sin  y  cos),    -  R  sin  ,3  sin/ 
-+■  A  T^-  +  (  15.11  —  \./)sin2x|  ; 

dans  ces  expressions  de  EM  et  de  EN,  les  premières  pareil- 
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thèses  sont  identiques;  les  secondes  parenthèses  sont  égales, 
c'est-à-dire  qu'on  a 

£  +  i  A./-  —  B.R)cos*  À  =  x  -+-(B.R—  A./jsin2/., 
car  cela  donne 

,      EM       B 
et  c  e<t  la  relai  ion  (S);  on  en  conclut  -.—  =  — • 

..     .  ,.  EM       B      . 

Ainsi  Ion  a  — —  =  — ,  c  est-a-dire  que   le  rapport  des  puis- 
I'.  N        A 

sances  du    point   E,    par   rapport  aux  cercles  (A)  et(B),  est 

— - :  ;  la   même   chose   ayant   lieu    pour   les   points  F,  G,  H,    il 

résulte  d'un  théorème  connu  que  le  quadrilatère  EFGH  reste 
inscrit  à   un  cercle  fixe  (O)    du    faisceau  (A,  B),   lorsque   les 
cordes  MM   et  \Y  varient.    Le    fait   que   ce   quadrilatère    est 
inscriptible  à  un  cercle  se  vérifie  d'ailleurs  aisément. 
Comme  on  a 

ËÂ" — r-         B2  2  2 

— =  —         ou         A2.  EA   —  B2.  EB   =  A2  r2  —  B2  B2, 

EB   —  R2        A 

le  centre  Û  de  ce  cercle  est  déterminé  par  la  relation 

S  =  ^         (A<B); 

OB         -*- 


^,_  IA  IA  IA  _ 


à  cause  de 

s_  TA2 

'v.JA  ~  Jl'  "   jb 

on  a  donc 

ô"Â       Tïï      TA 

ÔB         JB    '    JÂ"  ' 

de  sorte  que esl  égal  au  rapport  anhari iique(I,  J,  B,  \  . 

OB 
el  I  "ii  en  déduit,  en  appliquant  la  relation  cTEuler  pour  quatre 
point  -  en  ligne  droite, 

ÔÂ  ÔB  Tïï  —  i 


ib..i\       ia.jb       -.n.  ai;        ji 

Ann.  de  Mathémat.,  \    série,  t.  XI.  i  Vool   igti.)  "i 
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on  a  encore 

77:       TT       TA       TT         ÏB.JÏ  JÂ .  JB 

JO  =  JA  —  AO  =  JA  -i =  


JI  JI 

ou 

JÔ.  JT  =  JÂ.TB; 

or,  si  l'on  appelle  X  et  Y  les  points  d'intersection  de  la  droite 
JO  avec  le  cercle  (0),  on  a 

i  i  I  2JTJ  —    —        —    — 

-=-         ou  JO  .  JI  =  JX.  JY, 


JI  JX  JY  JX.JY 

de  sorte  que  le  produit  JO.JI  représente  la  puissance  du 
point  J  par  rapport  au  cercle  (O);  cette  puissance  est  donc 
égale  à  JA.JB,  d'où  il  suit  que  l'axe  radical  du  cercle  (O)  et 
du  cercle  de  diamètre  AB  passe  en  J  ;  dès  lors,  les  circonfé- 
rences décrites  sur  les  segments  BS  comme  diamètres  sont 
orthogonales  au  cercle  (O),  puisqu'elles  le  sont  au  cercle  de 
diamètre  AB  ;  on  a 

JK.  JS  =  —  JÂ.TM  =  —  JTJ.JÎ  =  —  JX.JY, 

et  les  quadrangles  (X,  Y,  R,  S)  sont  orthogonaux,  comme  les 
quadrangles  (A,  B,  R.,  S). 

Les  triangles  1RS  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle  (  O)  ; 
ils  ont  leur  orthocentre  en  O,  et  à  cela  correspond  la  relation 
JÏÏ.lS  =  -  JÏÏ.JÏ. 

Le  fait  que  le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  puissances 
par  rapport  à  deux  cercles  (A)  et  (B)  est  constant  se  trouve 
être  un  cercle  du  faisceau  (A,B),  fait  évident  si  les  cercles 
se  coupent,  se  trouve  établi  d'une  manière  générale  si  l'on 
part  de  ce  théorème  :  la  différence  des  puissances  d'un  point 
par  rapport  à  deux  cercles,  est  égale  au  double  produit  de  la 
distance  des  centres  par  la  dislance  du  point  à  l'axe  radical 
de  deux  cercles.  Si  l'on  veut  vérifier  ici  le  fait  en  question  pour 
le  cercle  (0),  qui  est  un  cercle  particulier  du  faisceau,  on  peut 
vérifier  la  relation 

ô~Ê2  =  Ôïx  ôï. 

La  formule  de  Stewart 

ËÂ?ÔB  -EB?C)Â  =ËÔ?ÂB— ÔÂ.ÔB.ÂB, 


(3;.  ) 
ûïï       oX         Âïï 


A2 


B*  A*— B* 


donne 

A«.ËÂ*  —  B*.ËBi  =  (A*—  BS)ËÔS 

on  a  donc 


A*.  B*.  AB" 
A*— B*     ' 


A.  ,.2  _  B*  R«  +     "^_'B"    =  (  A.»    -  B»)OE*  ; 


or,  si  l'on  se  reporte  à  l'établissement  de  la  formule  (8),  on  a 
(le  sens  positif  étant  de  B  vers  A) 

ÂÏÏ  =  Âl  —  Bï  =  A  /•  -  BR. 

r         R        B  /•  —  A  B 


AB  =  AJ  — BJ  = 


A        B  A.B       ' 


on  peut  donc  écrire 


AB,  Vr  +  BR)  +  ÂBABlfr~AR)=(A»-B»)OE! 

A ri- 


ABCA»/-— B»R)        — - 
=  OE 


(A*—  B*)« 
Or  on  a,  d'une  part, 

ôï  =  Tm-âï      mB' 


\r 


A*—  B» 

(•Ar— BR)B' 

A«— B* 


—  A/- 


A»r  —  B3B 
A*-B*     ' 


on  a,  d  autre  part, 


OJ  =  OA  —  AJ 


AB.B2 


A*— B*        A 

et,  en  évaluant  cette  fois  AB  par  rapport  à  l'origine  .1, 
(Br—  AB    B 
ÔJ=   ■ 


r        \(\r—  BB) 


u; 


A--  B* 

on  a  donc  bien 


A  A  (A*—  B»  A'— B*' 

Ol/=TJÏ  ■:  (jj. 
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On  peut  remarquer  les  formules 


—  _OB_OA 
JJ  "   A*   ~    B* 


HT.    b.    En  ce  qui  concerne  les  angles  y  et  S,  on  a,  d'une 
part, 

ME  IE  M  H  III 

sin  y        sina  sino        sina 

■d'où 

ME  IE  sin  y 

MÏ1  =  IH  sino' 

relation  évidente  d'ailleurs;  on  a,  d'autre  part, 


d'où 


ME  _  B  _  MH 
EN  ~  A  -  ÏÏW 

FE  cosv 


ME        JEN_  sin  3        _  lEcosy  , 

MH  ~~  HV  ""    JHcosS    =_  IH  c.so' 
si  n  3 

la  comparaison  des  deux  résultats  donne  tangy  =  tango,  ou 
Y  =  ô.  Ainsi,  les  demi-droites  IE  et  IH  sont  également  incli- 
nées sur  IM  et  sur  IN;  il  en  est  de  même  des  demi-droites  IE 
et  IF;  il  suit  de  là  que  les  demi-droites  IF  et  IH  sont  opposées. 
En  conséquence,  les  diagonales  EG  et  FH  passent  en  I,  et  sont, 
également  inclinées  sur  MM'  et  NN\ 

Il  est  facile  de  voir  géométriquement  que  IM  est  bissectrice 

de  l'angle  EIH  ;  [dus  généralement,  étant  donnés  deux  cer- 
cles et  un  de  leurs  points  limites  I,  considérons  une  sécante 
qui  les  rencontre  aux  points  E  et  H,  M  et  IM,  :  si  U  et  V  sont 
les  deux  points  qui  divisent  liarmoniquement,  les  segments  EH 
il  MM],  le  cercle  de  diamètre  UV  est  orthogonal  aux  deux 
cercles  donnés;  ce  cercle  passe  donc  en  I,  l'angle  UIV  est  droit, 
les  droites  IU  et  IV  sont  bissectrices  de  leurs  angles  EIH  et 
MIM,.  Si  la  sécante  devient  tangente  en  M  à  l'un  des  cercles, 
la  droite  IM  est  bissectrice  de  l'angle  EIH. 
Si  l'on  se  donne  la  droite  FUI,  ce  qui  détermine  les  points  F 
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et  H,  on  peut  mener  du  point  F  deux  tangentes  au  cercle  (B), 
ce  qui  détermine  deux  points  E;  on  a  alors  deux  droites  EII1  ; 
la  correspondance  entre  les  droites  EIG  et  FIH  est  une 
correspondance  doublement  quadratique. 

III.  c.  Si  l'on  suppose  bien  connue  la  théorie  des  polaires 
dans  le  cercle,  comme  le  quadrangle  EFGH  est  inscrit  an 
cercle  (0),  on  voit  d'abord  que  les  points  R  et  S  sont  con- 
jugués par  rapport  à  ce  cercle,  d'où  il  suit  que  les  circonfé- 
rences décrites  sur  les  segments  RS  comme  diamètres  sont 
orthogonales  à  la  circonférence  (O). 

Le  triangle  diagonal  du  quadrangle  EFGH  est  autopolaire 
par  rapport  au  cercle  (O);  les  côtés  opposés  EG  et  FH  se 
croisent  donc  en  un  point  qui  est  le  pôle  de  RS,  c'est-à-dire 
au  point  I,  puisque  le  cercle  (O)  fait  partie  du  faisceau  (A, B); 
on  a,  en  I,  un  faisceau  harmonique  (MM',  NV,  EG,  FH),  et 
c'est  là  une  propriété  de  deux  coniques  bitangentes  à  une 
même  conique.  Le  triangle  variable  1RS  est  autopolaire  par 
rapport  au  cercle  (O);  son  orthocentre  est  en  O,  et  l'on  a 
JR.  JS  =  —  JO  .  J I  ;  comme  on  a  aussi  J  R.  JS  =  —  JA.JB,  on 
retrouve  la  relation  JÛ.JI  =  JA.JB. 

III.  d.  Le  quadrilatère  EFGH  étant  circonscrit  à  l'el- 
lipse (G),  le  théorème  de  Brianchon  montre  encore  que  les 
diagonales  EG  et  FH  passent  au  point  de  croisement  I  des 
cordes  de  contact  MM'  et  NN' ;  le  faisceau  en  I  est  harmo- 
nique, de  sorte  que  les  droites  rectangulaires  MM'etXN'  sont 
les  bissectrice^  des  angles  que  forment  les  droites  EG  et  FH. 

Le  quadrangle  EFGH  étant  inscrit  à  un  cercle,  les  bissec- 
trices des  angles  formés  par  les  trois  couples  décotes  opposés 
aux  points  I!.  S.  I,  sont  parallèles. 

Remarque.  —  Le  quadrilatère  EFGH  est  un  polygone  de 
Poncelel .  inscrit  à  un  cercle  fixe,  et  dont  les  côtés  restent  tan- 
gents à  des  cercles  fixes,  les  divers  cercles  appartenant  à  un 
même  faisceau.  On  cannait  des  polygones  mobiles  dont 
chaque  sommet  décrit  une  conique  particulière,  dont 
chaque  côté  reste  tangent  à  une  conique  particulière  ;  pour 
le  cas  des  triangles,  on  trouve  deux  systèmes  différents  de 
six  coniques  (Nouvelles  Annales,  1897,  p.    i  ip,  et   \'->\  I. 
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Mathématiques    spéciales. 

On  considère  dans  un  plan  la  parabole  (P)  et  la 
droite  (D)  dont  les  équations  sont,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, 

y2 —  ipx  =  o,         y  —  a  =  o. 

I.  Une  droite  variable  (A),  issue  de  l'origine  O,  ren- 
contre (P)  en  un  point  A,  et  (Di  en  un  point  B;  trouver 
le  lieu  (C)  des  points  M  et  M'  symétriques  par  rapport  à 
l'origine  et  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  A  et  B, 
M  étant  supposé  constamment  entre  A  et  B. 

Z,es  tangentes  en  M  e/  M'  «  (C)  rencontrent  respecti- 
vement en  I  et  V  la  tangente  en  A  à  (P);  construire  le 
lieu  (Y)  des  points  I  e/  I'  et  distinguer  sur  ce  lieu  les  arcs 
qui  correspondent  à  I  des  arcs  qui  correspondent  à  Y. 

Construire  les  tangentes  en  M  à  (G)  et  en  I  à  (Y). 

II .  D'un  point  I  de  (Y  )  on  peut  mener  à  (C)  trois  tangentes 
chacune  d'elles  rencontrant  (C)  en  un  point  autre  que  le 
point  de  contact  ;  montrer  que  les  tangentes  à  (C)  aux 
trois  points  ainsi  définis  concourent  en  un  point  J  dont  on 
exprimera  les  coordonnées  en  fonctions  de  celles  de  I  ; 
reconnaître  si  les  tangentes  menées  de  I  ou  de  J  à  (C)  sont 
réelles. 

Du  point  I  on  mène  à  (P)  une  tangente  autre  que  IA  ; 
soit  T  son  point  de  contact  ;  du  point  I  on  mène  à  (C)  deux 
tangentes  autres  que  IM;  soient  T[  et  T2  les  points,  autres 
que  les  points  de  contact, où  elles  rencontrent  {C);  trouver 
le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  TTj  T2. 

III.  Par  l'origine  on  mène  deux  droites  également  in- 
clinées sur  les  axes  et  rencontrant  une  tangente  en  un 
point  M  de  {C)  en  des  points  Q  et  Q';  l'axe  OY  rencontre 
cette  même  tangente  en  R;  trouver  le  lieu  des  points  Q' 
et  Q  tels  que  la  somme  des  inverses  des  longueurs  OQ,  OQ' 
soit  égale  à  l'inverse  de  la  longueur  OR. 

Ce  lieu  comprend  une  partie  d'une  branche  d'une  courbe 
algébrique;  trouve/-  l'aire  comprise  entre  cette  branche  et 
son  asymptote. 
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Calcul  difiFérentiel  et  intégral. 

I.  Soient  A  une  droite  donnée,  O  un  point  fixe  sur  cette 
droite. 

Déterminer  les  surfaces  S  telles  que  la  trace  du  plan 
langent  en  un  point  quelconque  Mt  sur  le  /dan  AOM, 
■coupe  le  rayon  vecteur  OM  sous  un  angle  donné  a. 

La  recherche  des  surfaces  S  se  ramène  à  l'intégration 
d'une  éqUation  linéaire  aux  dérivées  partielles  E;  indi- 
quer comment  on  peut  engendrer  les  surfaces  S  it  laide 
d'une  caractéristique  choisie  de  cette  équation. 

II.  Les  surfaces  X  qui  coupent  les  rayons  vecteurs  issus 
d'un  point  donné  O  sous  un  angle  donné  a  sont  les  inté- 

les  d'une  équation   F  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre. 

i°  L'équation  F  admet-elle  des  surfaces  S  comme  solu- 
tions particulières  ? 

Déterminer  les  surfaces  S. 

Comment  une  surface  'Z  peut-elle  être  engendrée  à 
l'aile  d'une  caractéristique  choisie,  par  seul  déplacement 
du  plan  île  cette  courbe  ?  Quelles  sont  ses  lignes  de 
courbure  ? 

i "  Une  surface  X  déterminée  peut  être  engendrée  d'une 
infinité  de  façons  comme  enveloppe  de  surfaces  S  ou  2 
particulier*  v. 

On  peut  toujours  choisir  la  famille  d'enveloppées  de 
telle  sorte  qu'en  tout  point  de  contact  l'enveloppe  et  l'en- 
veloppée aient  mêmes  centres  de  courbure  principaux. 

4°  Toute  surface  X  peut  être  obtenue  comme  intégrale 
commune  à  l'équation  F  et  et  une  équation  linéaire  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  dont  l'origine  est 
analogue  à  celle  de  l'équation  E. 


Mécanique. 

Une  boule  pesante  rencontre   le  sol  supposé  horizontal. 
On  demande  d'étudier  son  mouvement  ultérieur  et  partir 

du  moment  où  la  boule  touche  le  sol . 


(  376) 

I.  On  supposera  la  houle  sphérique  et  homogène.  On 
négligera  la  résistance  de  l'air  et  les  frottements  de  rou- 
lement et  de  pivotement.  On,  admettra  l'hypothèse  de 
Newton  d'après  laquelle  la  composante  verticale  de  la 
vitesse  du  point  M  de  la  boule  qui  vient  en  contact  avec  le 
sol  se  trouve  multipliée  immédiatement  après  la  rencontre 
avec  le  sol  par  un  facteur  négatif  |  —  e)  qui  ne  dépend 
que  de  la  nature  des  surfaces  en  contact,  avec  o^e^i. 

II.  La  discussion  devra  surtout  mettre  en  évidence  s'il  y 
a  glissement  ou  non-glissement  dans  les  contacts.  Elle 
montrera  que  la  forme  de  la  trajectoire  du  centre  c  de  la 
boule  dépend  essentiellement  (pour  des  substances  don- 
nées) de  l'angle  aigu  0,  de  la  verticale  descendante  avec; 
la  vitesse  initiale  du  point  M,  fî\e  sur  la  boule,  qui  vient  en 
contact  avec  le  sol. 

III.  On  appellera  m  la  masse  de  la  boule,  p  son  rayon, 
f  le  coefficient  de  frottement  de  glissement  de  la  boule 
contre  le  sol.  On  prendra  comme  origine  des  axes  fixes  la 
position  initiale  <>  du  ventre  c  de  la  boule  quand  elle 
arrive  au  sol  et  comme  axe  oz  une  verticale  ascendante . 
On  appellera  af,  'i,,  yii  /'i>  '/i,  '"i  ^es  projections  de  la 
■vitesse  de  c  et  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  instan- 
tanée de  la  boule  au  moment  où  elle  touche  le  sol;  0Cj,  i ,  - 
Yt  i  P'u  '/ 1  •  r't>  tes  valeurs  de  ces  projections  après  la  ren- 
contre ;  Vf  et  v\,' les  valeurs  initiale  et  finale,  au  moment 
de  la  rencontre  avec  le  sol,  de  la  composante    horizontale 

de  la  vitesse  du  point  M,      tang  0,  = ! —     • 

L  <-7i>  J 

Comme   application  de   la  discussion,   on  pourra   indi- 

I  2 

que/-,  en  supposant  e  =  -,  y  =  -,  les  formes  de  la   trajec- 
toire de  c  pour  tang  0,  =  i ,  tang  0,  =  -    ou    tang  0,  =  4.    On 

3. 
pourra    aussi  examiner    le   cas   où   ^  =  pi  =  o,    tang0j<  — 


et  le,       -  y.,  j  nul  ou  très  petit. 


2. 
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SOLUTIONS  DE  QIESTIOVS  PROPOSÉES. 


1579. 

•  1888.  p.  1 1  2. 


Si  les    nombres  positifs  (/,.  «2,  «3,  ...  sont  tels  que  l'on 
ait  (a„ —  n  i  =  a  pour  n  infini,  on  aura  également 

n 

l'm-7=(4)    ^aia\a\...al  =  ea. 

\  n     n~ , 

E.  Cesaro. 

Solution, 

Par  M.  G.  Polya. 
Prenons 

Oi  =  i-Hri,         «2  =  2-+-/-2.         ...,         an=  n-+-r„,         ... 
et  nous  avons  à  examiner  l'expression 


«(*)> 


,    I  I  —  /',   .  i  2  — .  /••>  )'...//  /'„  >" 


—       e'      "      ■      ,., "//  ''l    >   /  ''■>  v2  /  'V\" 

/(  ■ 
Par  li\  pothèse 


lim  /„  =  a, 


on  en  conclut  aisément  : 


»/ 


"■^^îivîr-fîr- 
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Reste  à  prouver  que  la  limite  du  premier  facteur  est  i, 


H^1'2'233 


|~1       1   /l  ,       1       2  ,      2  n        n\T 

—  p    \J*      n  »  n        n      n        n  n        ni  J 


—  log.r 

2        °  4 


On  remarque  que 

J'     a?  logx  e?;r 
o 

et  l'exposant  devient 

n     (  -  log 1 log h.  ..H — log—) /     x\osx  dx\ 

\\n     b  n       n     *  n  n     °  n}  n     J0  °  J 

). 
—  7  n  I       (  —  log  —  —  x  log.r  )  dx. 


X=l 


I.  X  =  i . 


/*  /     (  —  log x  logvz  )  r/j*  =  —  log  — i 

J      \  n         n  J  in      °  n        ^n 


II.  X  =2,  3,   ....  n. 

x  \o<ix  =  —  loe  — 


r-    {x )  (   14-   log  - 


f—  ^ 


+-U--     = — 

2 \  "7     A    _ 

(o<e<o. 

Quand  x  est  resserré  dans  l'intervalle  ( ,  —  ) 

\     n        n] 

1  M 

(X>i). 


A  —  I 


(  379  ) 


Kn  intégrant 


^  n   I       (  —  lo'r  —  —  x  \o"x  )  dx 

•2/i      °n        4«       —      |2«2\  °rt/        6n'  A—  ij 

A 

=  !Vi(1+,„.r 

2  —  °  n. 


»'2x 


'/.  =  !  J_ 

6n  4 n 


n  —  i         i  —  lo£(  n  —  i) 


devient  nul  pour  n  infini;  nous  n'avons  qu'à  chercher  la  limite 
de 


ï2I 


o  À  \  i_        ^  /  .    t  y/ 1  ■  >-  ■  3 ...  n 

2   Jmmà    \  '  "^     °^   /l  /    /i    ~    2  \   '      '        °g  « 

A  =  1 


Mai>  d'après  la  formule  de  Slirliii! 


. .       i .  2 . 3 . . .  n  , — 

li  m =  =  /ait) 

n"e-  "y/" 

"/ ~ «/ ~ 

lim =i,         hm  log- = — i, 

I  °  n 


En  rapprochant  les  extrêmes 


Uni J 

n   ■    1    » 


1  /Il \ 

—  y/i'-/23,.../i"  =  lira  e*  v  ' 


<:.  0.   P.  D. 


Remarque.  —  Kn  supposanty(r ),  /    ./■  i.  /"(x)  continus. 
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il  est  aisé  de  remarquer  l'égalité 


-    /     f(x)dx. 


b  — 


Dans  la  démonstration  précédente  on  était  obligé  d'établir 
la  même  égalité  par  un  calcul  plus  détaillé,  parce  que  ces 
conditions  simples  manquaient  d'être  remplies. 

Autre  démonstration  (>).  —  So'itf(x)  une  fonction  telle  que 
/"(■r)  converge  vers  zéro  pour  x  infini,  conservant  le  même 
signe,  toujours  diminuant  en  valeur  absolue. 

/      f(x)dx  =  F(x), 

•■  0 

f(»-;)-Fw-i«.i+^/(.) 

—  TT—J   («)-+"  T7-T  /     (  /l » 

F(n-  L\  =Ffn-.)+J/(«-.)+-7L  /'<»-•) 

Fini-  F(n  —  i)  —  ^f/(/l  —  i)  -+-/(»] 


^7  [/'(  *)—/'<  «  —  uj  —  jy— j  [yo  -  o  ■+-/'<  "  '1 


ffe  [/-(»— I)  -/-(»-!) 


(  ';    Fot>  Cesaro,  Lehrb.  d.  alg.  Analyses  (p.   273),  d'où   nous- 
avons  empruntée  la  méthode  suivie. 
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Faisons  n  =  i,  3,  . . . ,  n. 
F(*)-Fi  i         |  .'.A')-  /(»)"■+-... -H./(»-0 +£/(»/] 

-/"HeT)--/'"("-?)]- 

La  série  à  droite  converge,  ayant  des  ternies  à  signes  alter- 
nés  el  décroissants  sans  limite;  c'est-à-dire,  l'expression  à 
gauche  a  mie  limite  finie  et  déterminée  pour  n  infini.  Posons 

I'   x  l  =  —  loga? 7-,         f{x)  =  xlogx, 

2  4 

/'(*)  =  '  -  logtf,        /"(*)  =  I,         /'"(a;)  =-  ±. 

En  appliquant  le  résultat  obtenu,  il  est  facile  de  montrer 
que 

—  log  n i  log  i  -+-  2  \<>ï  2-1-3  log  i  -+- .  .  . 

2  I  L 

—  (n  —  i)  log(  n  —  i)  h —  «  logn 
/i 
tend  \ers  zéro  pour  n  infini.  c.   Q.   i".   D. 

1580. 

(1888,  p.  H2.) 

Si  dans  la  question  précédente,  on  fait 

b„=  —  (  at -+- a» -+-... +  a„) 


mM^  ?*■••*».:••**— *." 


B.  Cbsaro. 
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SOLUTION, 
Par  M.  G.  Polya. 


On  fait 


«i=i-Wi,         a2=2-f-/-2,         ...,         an=n  +  rllr 
6i=-(i-f-rt),         &*=  -(i  +  ï+'n  +  i^)         ..., 

6«  =  -( i-t-  »  -+- ...-+-  n  -f-  r,  -+-  /-2  —  ...-+-/•„ ), 
n 

£>•  =  H-  I  -+-  1I\,  Oj=î+l  +  2  > 

bn  =  «  -i-  i  -i-  a 


Comme  dans  la  question  précédente 

n 
lim^(;f;)>Mi*i...*! 


/*|  -H  /"s 
I   ■+-  2 ■ 


X  liml  /    (i  +  i  +  'ir,)...!   i 


1661. 

(  189i,  p.  I.) 


Démontrer  que,  si  le  rapport  d'un  terme  au  terme  pré- 
cédent dans  la  succession  ai,ai,a3,  ...  tend  vers  une  limite 
finie  et  déterminée  k.  on  a,  pour  n  croissant  à  l'injini, 

lin,  y  a»»  a»»-,  a','- ;...«'//  =  **, 

"i>  "21  "3.    •  •  •    étant   les   termes  d'une   série   convergente 
quelconque  dont  la  somme  est  i. 
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SOLUTION, 
Par  M.  G.  Polya. 


Posons 


log<71  =  a,,         logtt2=*2.  ■■■,         loga,;=a„, 

lim  a„  =  logÀ\ 

Le  logarithme  de  l'expression  donnée  est 

ï{  '/„-t-  Zjlln-i  -"-  »}»«-»  +  ■  •  •+  gn-l  "2  -^~  aft  ^1 

n 

_  (ai  — q?)?<^-4-  (a-2— a3)(»,;+  "w- 1>-»-. .  ■ 
n 

(  a,,-!  —  a„  j  Ç  t<2  -4-  m3  -t- .  .  .  -t-  M„  ) 
n 


Le  second  membre  converge  vers 

1 1  m  ( U,  -t- . . .  +  «„  > 

=  lim limf  M|  -4-.  .  .-4-  un  ) 

=  5  log£. 

Je  dis  que  le  premier  converge  vers  o;  soit  : 

\     |  a,  —  a/_|  |  pour  i  =  i ,  2,  3,   . .  . , 

Si|u,-n+  Ui+i-h...-hUk\  —  \s/t—  si\  pour  i, k  =  1,2,3,4,..., 

N  an  nombre  entier  choisi  de  manière  que 

|",/  -  ««-M-H  ...  -±-  e*v|     — - 
2  A 

pour  ;jl,  v  =  N -H  I,  N -H  2,  N  -t-  3,  . . .  ;  tous  les  trois  nombres 
existent,  par  hypothèse.  Le  premier  membre  est  donc  plus 
petit  que 

(  \  —  n.VS        À  i  n  —  \  )     e 
/(  n  2  A 

pour  tons  les    /i=N    -i,  N  4-  2,  ...;    alors  on  prendra  n  si 


grand  qu  on  ait 
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(N  —  i)AS 


QUESTIONS. 


2181.  —  Trouver  le  lieu  du  centre  d'un  cercle  inscrit  à  un 
triangle  conjugué  à  une  conique  C,  l'un  des  sommets  du 
triangle  variable  étant  fixe.  N.  Abhamkscu. 

2t82.  —  M  étant  un  point  d'une  courbe  (C),  déterminer 
une  autre  courbe  (Gj),  telle  que  les  tangentes  aux  points 
correspondants  iM  et  INJi  se  coupent  sur  l'axe  Ox.  De  même, 
déterminer  la  courbe  (C2),  telle  que  les  normales  aux  points 
correspondants  M  et  M2  se  courent  sur  0^(axes  rectangu- 
laires). 

Déterminer  la  courbe  (C)  par  la  condition  que  les  tan- 
gentes aux  points  Mi,  M2,  correspondant  à  un  même  point  M 
de  (C),  soient  parallèles. 

Examiner  le  cas,  où  les  courbes  (  G)  et  (C2)  passent  à  l'ori- 
gine, de  telle  sorte  que  M2  vienne  coïncider  avec  l'origine  en 
même  temps  que  M. 

Enfin,  examiner  le  cas  où  la  courbe  (C^  passe  aussi  à 
l'origine,  de  telle  sorte  que  les  points  Mj  et  M  soient  en  même 
temps  à  l'origine. 

Déduire  un  procédé  pour  l'intégration  de  l'équation  diffé- 
rentielle 

x-h(  i  —  m  ).),)•' 


N.  Abramescu. 


(  :**~>  ) 

[M-9e] 

SI  K   CERTAINES  SURFACES  GÉNÉRALISANT  LA   CHAINETTE 
DE  CORIOLIS; 

Par  M.  É.  TURRIÈRE. 


1.  L'une  des  formules  les  plus  remarquables  de  la 
théorie  des  surinées,  eu  coordonnées  langenlielles,  est 
certainement  celle  qui  donne  l'expression  de  la  somme 
des  rayons  principaux  de  courbure  R.  et  R/;  l'impor- 
tance de  cette  expression  découle  de  sa  forme  linéaire 
par  rapport  à  la  fonction  qui  individualise  la  surface  et 
par  rapport  aux  dérivées  des  deux  premiers  ordres  de 
celle  fonction. 

Les  axes  sont  rectangulaires;  suivant  les  cas,  suivant 
qu'il  existe  ou  non  une  direction  ou  un  axe  privilégié 
(un  axe  de  révolution,  par  exemple  ),  ii  y  a  lieu  d'uti- 
liser  I  une  oh  l'autre  des  équations 

\  cos  s  COS^  -+-  Y  coso  sin  •l        Z  > i n  co  =  w, 

u(X  —  iY)       n\       ,\  >     -mv  —  i)Z  =  (mi-  +  \)m, 

pour  représenter  le  plan  tangent.  On  a  alors  l'une  ou 
l'autre  des  expressions 

,,        „,                                dis        d*T3             i       il- m 
l  K  -+-  R  =  ■>.  m  —  ta  n  g  <o r- i — - — 

'    CKp             O-J-            COSO     6'y- 
R  -+-  R'  ==  2BT  ■+■  (i  -|-  UV  * 

v  du  dv 

La   seconde  de  ces  express s  .1  été  utilisée   dans 

l'étude  de  certaines  classes  de  surfaces,  telles  que  les 
surfaces  minima,  les  surfaces  de  M.  Appel!  et  les  sur- 
faces <lr   M.    (ionisai.  Je   vais   appliquer  les   relations 

Ann.  de  Mathémat.,  !\'  série,  t.  XI.  (Septembre  igu.)         '  ' 
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précédentes  à  une  classe  de  surfaces  qui  généralisent 
les  surfaces  mini  ma  et  qui  s'introduisent  en  cherchant 
à  étendre  aux  surfaces  une  propriété  de  la  chaînette  de 
Goriolis. 

2.  La  chaînette  d'égale  résistance  de  Goriolis  est 
caractérisée  par  la  propriété  suivante  :  la  projection  de 
tout  rayon  de  courbure  sur  une  direction  fixe  a  une 
longueur  constante.  En  cherchant  à  étendre  celle  pro- 
priété  à  des  surfaces,  on  est  conduit  à  se  poser  le  pro- 
blème suivant  :  Soient  C,  C  les  centres  de  courbure 
principaux  en  an  point  M  d'une  surface  (S)  et  A  le 
milieu  du  segment  CCV;  déterminer  les  surfaces  S 
pour  lesquelles  le  segment  MA  se  projette  sur  une 
direction  fixe  suivant  un  segment  de  longue  in- 
constante. 

Je  prendrai  l'axe  OZ,  appartenant  à  un  système 
d'axes  orthogonaux  Qxyz  et  parallèle  à  la  direction 
considérée;  je  désignerai  par  -  la  projection  conslan!»- 
de  MA  sur  OZ.  Il  et  R'  étant  les  rayons  de  courbure 
principaux,  les  surfaces  (S)  seront  caractérisées  par  la 
propriété 

R  -+-  R'  =  zh  -?—  ■ 

SI  II  G 

Pour  a  =  0,  les  surfaces  (S)  se  réduisent  évidemment 
aux  surfaces  minima. 

Lorsque  a  est  différent  de  zéro,  il  suffit  de  connaître 
une  solution  (S„)  du  problème  pour  en  déduire  toutes 
les  autres,  par  une  construction  géométrique  fort 
simple.  Considérant,  en  effet,  une  surface  quelconque 
comme  enveloppe  du  plan  d'équation 

PiX-+-pty  -h  p3z  =  m, 
où  ]>\- p ii p-i  désignent  les  cosinus  directeurs  de  lanor- 
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maie  au  point  de  conlact  M  avec  la  surface  et  où  ttt 
désigne  la  distance  de  l'origine  des  coordonnées  O  an 
plan  tangent  en  M,  soit  ro0  la  fonction  relative  à  la 
solution  particulière  (S„)  supposée  connue;  soit  de 
même  ro,  la  fonction  ra  relative  à  la  surface  minima 
générale  (S().  Dans  ces  conditions,  il  est  évident  que 
la  solution  775  la  plus  générale  du  problème  posé  est 
donnée  par  la  formule 


qui  s'interprète  immédiatement  :  soient  (S),  (S0),  (S,) 
les  podaires  de  la  surface  générale  cherchée  (S),  de  la 
surface  particulière  (S0)  et  de  la  surface  minima  géné- 
rale iS,i,  par  rapport  au  point  O;  soient  a,  a0,  u, 
trois  points  correspondants,  respectivement  sur  (S), 
S0),  (S|),  et  alignés  avecO;  la  relation  précédente 
exprime  qu'on  a 

O  [X  =   O  [A0-f-  O  (Ai, 

d  où  la  construction  de  u.  connaissant  u0  et  m,  ('). 

3.  La  solution  particulière  (.ç0)  peut  être  obtenue  de 
plusieurs  manières.  On  peut  tout  d'abord  chercher  les 
surfaces  (S)  qui  sont  de  révolution  autour  de  OZ. 
Posons 

P  =  /^-H^2, 
dz 

^=/(p); 

I  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  des 


'•■'  1 1 1  <  1 1 1  - > .  1  « •  précédente  est  générale  et  s'appliquerait  au  cas 
où  le  serment  MA  serait  une  fonction  quelconque  et  donnée  des 
cosinus  directeurs  pv  />  ,  y>3. 
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surfaces  (S)  étant,  en  coordonnées  ordinaires, 

(3  i  a(rt  —  s-)  =  r(i-+-  q*) —  ipqs  -4-  t(\  •+-/>*), 

la  fonction  /"  doit  satisfaire  à  la  relation 

dp  ,     j.  r  À 

^(«/- ?)  =  /(«+/*); 

celle-ci  est  une  équation  différentielle  du  premier  ordre, 
qui  est  linéaire  par  rapport  à  la  fonction  p  envisagée 
comme  étant  une  fonction  inconnue  de  la  variable  y"; 
et  cette  équation  linéaire 

df  p  a 


adtnet  pour  intégrale  générale 


■A/i-/2 


/  /  ' 

A  désignant  la  constante  arbitraire  d'intégration  ;  il  en 
résulte  alors,  pour  z,  l'expression  suivante 


v7 1  -+- ./  -  —  i 


à  une  constante   additive  prés,   qui   peut  évidemment 
être  prise  égale  à  zéro. 

Pour  la  valeur  zéro  de  a,  les  expressions  précédentes 
de  p  et  de  c  conduisent  aux  relations 

f=    >  0  =  '2  V  cli  — V 

sll— - 

■).  \ 

dont   la   seconde    représente    bien    la    chaînette    ordi- 
naire. 

Pour  toute  autre  valeur  de  a,  les  expressions  précé- 
dentes de  p  et  de  z  qui  représentent  la  méridienne  de 
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la  surface  de  révolulion   cherchée  peuvent  être  mises 

sous  diverses   formes  en   prenant  pour  paramètre   un 

arc  w  ou  un  argument  H  liés  à  /  par  l'une  ou  l'autre  des- 

relations 

/=sh  >0. 

/  =  tan  <;  2 tu . 

Mais  ce  qui  importe  surtout  c'est  d'obtenir  une  solu- 
tion simple  du  problème  posé.  Une  solution  de  cette 
nature  s'obtient  aisément  en  particularisant  la  constante 
arbitraire  A.  En  prenant  V=o,  on  obtient  la  surlace 
engendrée  par  la  courbe  exponentielle 

-  -  =  Log 
a 

surface  qui  est  homothétique  à  la  surface 

z  =  Log  p  ; 

en  prenant  A  =  r«  (ou a)  on  obtient  aussi  une 

surface  particulièrement  simple;  les  expressions  de  p 
et  de  z  se  réduisant  en  effet  à 

af 


z  =  a  Log(v/n-/»-t-l), 

il  vient,  à  une  constante  additive  près  qu'il  est  permis 

de  négliger, 


_  _  =  Log     i  —  X-    , 


'/- 


équation    dune    surface    homothétique   à    celle   dont 
l'équation   esi 

3  =  Log/r  —  p2). 

4.   La  déterminati les  surfaces  de  révolution  qui 
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sont  des  solutions  du  problème  pose,  peut  être  égale- 
ment effectuée  en  coordonnées  langentielles.  Puisque 
l'axe  OZ  est  un  axe  de  révolution,  il  y  a  lieu  d'utiliser 
la  relation  (i) 

drs        <)2ro  i       d'-T7i 

h  -h  h  =  2T3  —  tango i — — -  -! Tnr'< 

'  r>cp  dep2  costp   O'I- 

il  s'agit  de  chercher  les  solutions  ro  indépendantes  de 
la  longitude  ■!>  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
obtenue  en  écrivant 

sin  o 
Je  poserai 

m  =  sincp.<ï>, 

<î>  désignant  une  fonction  de  la  seule  variable  çp; 
l'expression  de  R  -+-  R'  devient  pour  une  surface  géné- 
rale de  révolution 

i  d  I  .  d<P\ 

(6)  R  -+-  R  =  - t-    sm2cp  cosep  -1—    ; 

si  n  <p  cos  ce  d'f  \         '  « cp  / 

l'équation  différentielle  du  second  ordre  qu'il  s'agit 
d'intégrer  est  donc  réductible  à  deux  quadratures,  qui 
s'effectuent  sans  diflîculté  et  donnent  la  relation 

<P  =  «!>„-+-  <î>i, 
où  l'on  pose 

'ï>0  =  —  a  Log( tang  a  ) 

et  où  <I>|  représente  la  fonction  <ï>  relative  au  caté- 
noïde;  pour  solution  particulière  (S0),  on  peut  donc 
prendre 

-  ttf,,  =  - — a  sin  cp  Log(  tang  çp) 

qui  représente,  à  une  translation  près,  la  surface  (4), 
précédemment  obtenue. 

5.   Dans  les  deux  paragraphes  précédents,  je  me  suis 
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occupé  de  la  détermination  d'une  surface  (S)  de  révo- 
lution.  Mais  il   est  possible  de  trouver  des  solutions 
particulières    du    problème    par    une    méthode    difïé- 
reote. 

Etant  donnée  I  équation,  en  coordonnées  ordinaires, 

m  i  -+-  q"-  )  —  i.pc/s  -+-  ((  l  -f-  p1  )  =  o, 

de-  surfaces  minima,  Scherk  a  découvert   la  solution 
particulière  dépendant  d'un  paramètre  X 

cosX.r 

g*~  = ^L 

coskx 

en  cherchant  une  solution  de  la  forme 

a  =  fonction  de  x  -+-  fonction  île  y. 

La  même  méthode  appliquée  à  l'équation  (3)  conduit 
également  à   des  surfaces  (S)  remarquables.    Posant, 

en  effet, 

z  =  X(x)  +  Y(y), 

cet  te  équation  |  3  i  donne 

i  -(-  .r'2         i  -i-  y 


y 


a, 


après  division  par  X  el  V  :  L'une  des  dérivées  secondes 
\  .  ^  ne  peut  être  nulle,  car  d'après  L'équation  (3) 
les  deux  dérivées  sont  nulles  si  l'une  est  supposée 
L'être,  en  se  bornant  en  outre  aux  surfaces  réelles; 
supposer  X."  el  ^  simultanément  nulle-  conduit  à  une 
surfat  e  dégénérée  en  un  plan  arbitraire. 

Dans  la  relation  (g),  les  variables  sont  séparées;  on 
doit  donc  poser,  puisque  les  variables  xy  sonf  indépen- 
dantes, 


/ 


i  -+-  r'2            i  —  À 
f—  —  " 

y 
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A  désignant   un  paramètre  arbitraire  et  constant;    les 
deux  équations  différentielles   du  second  ordre  précé- 
dentes ont  pour  intégrales  générales  : 


.,                 «II  —  A  )  ,  /  2  I  X 

\  = LOg  (  COS 


.'•,,  I 


«(.1  —  A) 


-  X0, 


Y  = 


«(i  —  À  i 


Loi 


'2I  V—ïo  I  |        v 
*OS  — - H. —       -+-  1 

«(i  — A)  J 


avec  quatre  constantes  d'intégration  x0,  J'o>  X.0,  \0? 
qu'il  est  permis  de  prendre  égales  à  zéro.  La  surface 
(S0)  ainsi  déterminée,  et  dépendant  du  paramètre  À, 
a  donc  pour  équation  : 

al\ 


«(] 


A) 


A) 


Lôî 


Loe 


a  (  i  -h  A  ;  _ 

2.r 


a(i  —  X)J' 

cette  surface  (S0)  présente  une  particularité  intéres- 
sante :  les  lignes  conjuguées  x  =  consl.,  y  =  consl. 
qui  par  translation  engendrent  la  surface^  sont  des 
chaînettes  de  Coriolis. 

Les  lignes  asympto  tiques  et  les  lignes  de  plus  grande 
pente,  l'axe  O^  étant  supposé  vertical,  sont  immédia- 
tement déterminables,  les  équations  différentielles 
correspondantes  étant  à  variables  séparées.  Quant  aux 
lignes  de  courbure,  leur  équation  n'est  à  variables 
séparées  que  lorsque  À  prend  la  valeur  zéro;  la  surface 
(S)  correspondante 

-—       '        ix         ->.y 
e         =  cos  —  cos— — 
a  a 

présente  la  plus  grande  analogie  avec  la  surface  miiiima 
de  Scherk.  Ces  deux  surfaces  sont  homolbétiques  aux 
surfaces  d'équations 

e-~=  cosa;  x  cosj-, 
(•o)  _  cosa; # 

(  ~~  cosj' 
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!<•■;  projections  «les  lignes  de  plus  grande  pente  <!e  cha- 
cune   d'elles    ><>ni    superposables  aux  projections  des 
lignes  de  ni\  eau  de  L'autre. 

Les  lignes  de  courbure  de  la  surface  représentée 
par  l'équation  (10)  s'obtiennent  immédiatement,  leur 
équation  différentielle  étant 

tir-  dy"1 

cos2a?        cos2^' 

il  convient  de  remarquer  que,  puisque  celle  équation 
différentielle  ne  contient  pas  de  terme  en  dx  dy,  la 
surface  est  intégrale  particulière  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre 

r\  i  -  -  (f-  )  =  *(!-*- p*) 

qui   fui  étudiée  par  Fuchs(')  et  ramenée  par   lui  à  la 

forme 

O1  (o  dut         do) 


2(a  +  {J) 


Os.  o'i        da    '     op 

Pour  terminer  l'énumération  des  propriétés  de  la 
surface  |  io),  je  ferai  observer  que  celte  surface  rentre 
dans  la  classe  de  surfaces  d'équation 

e:  cos x  cosy  =  const, 

qui  appartiennent  à  un  <1<^  premiers  systèmes  triple- 
orthogonaux  connus  :  d'où  découle  une  nouvelle 
méthode  de  détermination  de  ses  lignes  de  cour- 
bure. 

(i.  Le  problème  que  j«'  m'étais  proposé  au  deuxième 
(')  Fochs,  Intégration  der  partiellen   Differentialgleichung 

r  |  I         (/"   i         I      \  jr  )  —  Ci 

Journal  de  (  'relie,  1860).  L'équation  considérée  par  Fuchs  est 
celle  des  surfaces  <l<>ni  les  tangentes  principales  sont,  en  projection 
-m  Oxj  el  en  direclion  dans  ce  plan,  symétriques  par  rapport 
aux  axes  ().r,  O  1. 
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paragraphe  est  donc  complètement  résolu,  puisque 
j'ai  obtenu  diverses  solutions  particulières,  dépendant 
d'ailleurs  de  constantes  arbitraires,  ce  qui  n'était  pas 
nécessaire.  Il  est  possible  de  prendre  pour  la  solution 
particulière  (S0)  l'une  des  surfaces  simples  cl  remar- 
quables qui  ont  été  signalées  plus  haut.  Je  choisirai, 
par  exemple,  la  solution  (7);  elle  est  susceptible  d'être 
mise  sous  la  forme 


1  —  uv  T       uv  —  1 

ra  =  a Los 


qu'il  est  possible  d'obtenir  directement  d'ailleurs  à 
partir  de  l'expression  (a).  Pour  éviter  l'introduction 
d'imaginaires  dans  l'équation  des  surfaces  minima, 
j'utiliserai  les  coordonnées  //  et  e,  et  non  les  coordon- 
nées cp  et  'l.  Dans  ces  conditions,  l'équation  générale 
des  surfaces  (S)  cherchées  prend  la  forme 

ra        uv —  iT        uv —  1        _..      _„       2(pU  +  kV) 
=  Log  — — —  -+-  U  -f-  \ 


dans  laquelle  U(«)  et  V(r)  désignent  deux  fonctions 
arbitraires  de  chacune  des  variables  u  et  ^',  et  U',  V 
leurs  dérivées. 


[Hllc] 

Sllt  LA  RÉSOLUTION 
DE  L'ÉQUATION  INTÉGRALE  A  NOYAU  SYMÉTRIQUE; 

Par    M    A.    PROSZYNSKI. 


1.  Je  me  suis  proposé  de  trouver  la  solution  de 
l  équation  de  M.  Fredholm  à  noyau  symétrique  (ou 
plutôt  :    à    noyau    de   M.    Schmidl)    par  l'application 
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directe  de  la  formule  générale  de  M.  Fredholm  à  ladite 
équation. 

Soil  l'équation  intégrale 


/,,-)-  À  j     K(5,  t)f(t)dt  =  <l(s). 


La  fonction  'l  (s)  est  donnée,  Ki'.v.  t)  est  donnée, 
c'esl  le  noyau. 

La  fonction  inconnue  f(s)  est  donnée  par  la  formule 
de  M.  Fredholm 


f(s)  =  6(s)- 


,// 


où  D(À')  et  D  (a,  s,  t)  sont  les  séries  entières  en  A 
D(X)  =  i-h—  f  K(sist  )dst 

"~.(     i     I   K 
x  dst  d<-2  -4-. . . 

Xp    r  '        r1 

x  dst. .  :  dsp-\- 

(4)    hi  )..  5,  o 

=  -      f        .L,/!     Kl. S.     /, 


(s2s,)     K(.s-,.v,  i 
K($i«i)      ...      K(*,  *p) 

K  (  .s,,  .s-,  >     ...      K(SpSp) 


dt 


/    j     if{t)dt  / 

•  .1 


\\(st)      K(w,  ) 

Im.s,/!       K(S,S,) 


</.V, 


I'  • .  '„ 


xf'-f 

f /-V  j    .    .    .    //S,,  - 


Ki  st  i        K  i  sst  )        ...      K.  ssp 

Im.s'i/i       K(.s',.t,)      ...      K(.s-,.s„  i 


Ki  s,,/  :      Ki' .*,,.<,  :      ...      K(spSp) 
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En  employant  la  notation  de  M.  Frcdholm 

Kl  SpSq)  =  {SpSq  i.  |     «&,...    I     dsp=     W    » 

1.2.../. 

on  peut  écrire  le  terme  général  de  la  série  (3)  et  celui 
e  (4)  sous  la  forme 

(5,5,)         ...        (StSp) 


1.8...  p\    (SpSt) 


(SpSp) 


et 


"'-i=7<l'¥n'"  S 


1.3.. .p 


(st)        (ssi)        ...        (ssp) 

.s,/i  (Si*i)         ...         Ol*,,) 


(Spl)        (SpSi)        ...        (5p*p) 


2.   Si  l'équation  intégrale  est  de  la  forme 

(5)  /(s)-/,/     K(#,  0/(0  *  =+(*), 

•  ii 

où  les  A  sont  négatifs,  les  séries  (3)  et  (4)  deviennent 


+  ,-""7rrS 


(S,  5,)         ...        (Si$p) 

(SpS^      ...      (.%>«,,) 
I  dt 


7)     D(X,  5.0  =  f   ty(t)K(stt 

i!j0     '  0\  <Slt)    (s, 

-4-1—  I  |/»— y      /         ty(t)dt 


*l) 


S 

1.8.../» 


(*0  (*S|J  ...  (55/,) 

(5|  /j       (  S\  .y,  i       ...        (  Si.yp) 


(XpO      (5/'5l)       ■••       (*/»*p) 
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La  formule  (2)  s'écril 

X  /     l>i  /.  s,  t)ty(t)dt 

I  S  ,  /,  ,  |     =  ^(S)  +  — j— ^ 

La  fonction y(s)  est  méromorplic  en  À  dans  (ont  le 
plan  de  la  variable  complexe),;  ses  pôles  sont  simples. 
ce  sont  les  zéros  <le  la  fonction  D  (X).  V  chaque 
valeur  <!>'  a.  différente  de  la  racine  de  l'équation 
D  (X)  =  o,  correspond  la  solution  unique  de  l'équation 
intégrale  (  5  1. 

3.  Appliquons  maintenant  ces  résultats  au  cas  de 
l'équation  considérée  par  MM.  \).  Hilbert  et  Erhardt 
Schraidt. 

Ecrivons  l'équation  intégrale 


(9) 


/  v.-À  I     Ki  s,  t)J\tult  =  ty(s), 


où   le  novau    k  l 's.  1 1   est  assujetti  aux   conditions   sui- 
\ antes  : 

1  "  Il  esl  s\  métrique 

Mu  ,  \\,  si   ,  k     ts). 

•"  Il  esl  la  soninif  de  produits  «le  fonctions  qu'on 
appelle  les  fonctions  ^ 


(11) 


«co-S^ 


y*(Q 


où  n  peut  «ire  mi  nombre  fini  «m  infini. 
1"   Il  esl  intégrable. 
4°   Sun  carré  <>t  aussi  intégrable. 

Le  inixau   l\  (s.  I  |  -appelle  le  imyau  de  M.  Sclimull 
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4.   Disons  maintenant  quelques    mots  sur  les  fonc- 
tions cp  :  »,  (5),  »2(s),  — 
Voici  leurs  propriétés  : 

i°   Elles  sont  orthogonales 

(12)  /     cp*(s)<p/(*)rfs  =  0         (A- ^ /). 

*  0 

2°  Elles  sont  normales 

(i3)  f  tfl(s)ds=  1. 

>  0 

3°  Elles  sont  linéairement  indépendantes. 

o.  Les  valeurs  du  paramètre  À,  qui  sont  les  zéros  de 
la  fonction  D(),),  sont  appelées  les  autovaleurs (Wiiberl, 
Sclimidt).  La  suite  de?  aulovaleurs 

(II)  >-,.        >2.       >3.        ••• 

est  :  i°  dénombrable;  20  pour  une  antovaleur  X  =  ),,•  ne 
correspond  qu'un  nombre  fini  des  fonctions  o,  qu'on 
appelle  auto/onctions  ;  3°  dans  un  intervalle  fini,  il 
existe  un  nombre  fini  d'autovaleurs  ;  4°  'es  autres 
valeurs  sont  réelles;  5°  à  chaque  autovaleur  ),  =  ),/ 
correspond  une  autofonction  cp/  qui  est  une  solution 
de  l'équation  intégrale  homogène  symétrique 

MM  /(*)-*    f'K(s,t)f(t)dt=0. 

L'ensemble  d'autofonclions  correspondant  à  toutes 
les  autovaleurs  relatif  au  noyau  donné  s'appelle  le 
système  complet. 

MM.  Hilbert  et  Schmidt  démontrent  le  théorème 
d'existence  qui  est  le  plus  essentiel  dans  cette  théorie; 
voici  l'énoncé  de  ce  théorème  : 
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Si  le  noyau  esl  symétrique  en  s  et  en  t,  il  existe 
au  moins  une  autovaleur  )v0  de  X(').  » 

6.  Quelques  questions  en  Mathématiques  et  surtout 
en  Physique  mathématique  offrent  uYs  exemples  de 
fonctions  ».  Citons  d'abord  les  polynômes  de 
Legendre 


\A 


/■>  3  a?*  —  i 


Les  limites  d'intégration  sont  H-  i ,  —  i. 
Les  éléments  de  série  de  Fourier 

l      -cosar,        i/^cosp.o-,         ...,        i/'—cosnx,  

Les  limites  d'intégration  sont  r.  et  o. 
La   suite   des  dérivées   premières   des  intégrales    de 
l'équation  linéaire 

(16)  ^-f-ÀA(.r)  =  o, 

OÙ  X  n'est  pas  quelconque  :  ses  valeurs  sont  les  pôles 
de  l'intégrale  de  (16),  qui  est  une  fonction  méromorphe 
en  X;  mi  démontre  d'ailleurs  que  ces  pôles  sont  réels 
et  simples.  Dans  le  problème  des  cordes  vibrantes  et 
celui  du  mur,  l'intégrale  de  l'équation  (16)  est  prise 
entre  des  limites  finies,  tandis  que  dans  les  problèmes 
d'armille,  du  refroidissement  de  la  sphère,  elle  doit 
satisfaire  aux  conditions  limites.  La  recherche  de  la 
fonction  harmonique  i  les  problèmes  de  Diricblet  et  de 
Neiiin.iiin  i    se     ramené     à     l'équation     intégrale     de 

(  '  )  Voir .  Pic  uu>,  (  'ours  professé  pendant  le  second  semestre  à  la 

Faculté  des  Sciences  de  Paris,  en  i i,  et  d'Adhemard,  L'équation 

de  Fredholm  elles  problèmes  de  Dirlchlét  et  de  Veumann,  1909, 
Paris. 
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Fredliolm 


<l(s) 


où  r  est  la  longueur  du  contour,  s  est  un  point  fixe, 
a-  est  un  point  mobile  du  contour;  o  est  l'angle  de  Ja 
normale  extérieure  au  point  a-  avec  le  rayon  /•  qui 
joint  le  point  s  au  point  ?  ;  f(s)  est  l'inconnue  (la 
densité). 

7.  Cherchons  maintenant  la  solution  de  l'équation  (g). 
Y  cet  effet,  calculons  d'abord  la  fonction  D(X)  donnée 
par  la  formule  (6). 

Le  second  terme  se  calcule  immédiatement 


Ci;)         /    &(slst)dsi=2,   / 


OJ  (  Si  |  f/.S'i 


.VI 


Calculons  le  déterminant  d'ordre  i  qui  figure  dans 
la  formule  (6).  A  cause  de  La  symétrie  de  K(s,  t)  on 
peut  écrire  ce  déterminant  sous  la  forme 


(18) 


K(*i«2)    K(*j.v2)     ...     K(s2st) 


K(.v,5/)     K(s2s,-) 
en  désignant 

(19)    ?/./=  J 5^ 


Ki.-tj.s'z) 


=2 


v  1 1  y  2  2 


?/o 


^(■U  )  cp2(.V/) 


fii(S/l-)Q,i(S/) 

x„ 


11  s'agit  maintenant  de  calculer  le  résultat  de  17-uple 
intégration  du  déterminant  (18).  La  chose  se  simplifie 
considérablement  à  cause  des  propriétés  des  fonctions  es, 
(n"  5)  qui  entrent  dans  les  éléments  du  déterminant  en 
question. 


(  4oi  ) 

Dans   le  développement  du  déterminant  (18)  nous 


aurons  les  termes  suivants  : 

(a)  Le  terme 

Le  résultat  de  l'intégration  est  évidemment 


11- 

(b)  Des  éléments  csyjs  el  o^j  donnent,  après  une 
double  intégration,  le  même  résultat.  Eu  effet,  à  cause 
de  (10)  on  éerit 

^i  [?/(«/)  ?/(s*)~|a 

'  W?ki—2à  [ — ~Ti J  ' 

Ln  intégrant  deux   fois,  on  trouve 

8.  Cela  étant,  je  dis  0,11e  dans  le  résultat  de  17-uple 
intégration  du  déterminant  (18)  on  aura  trois  espèces 
de  ternies  : 

1      D'abord    le    terme    principal     qui,    d'après    («), 

d<\  lent 

jC-jC'»»* *•  *'A'-*'=[ixî]- 

20  Considérons  le  produit 

'  x  >  ?i*,  r-'''i  •  •  •  ?/<,  •  •  •  <fi*r 

Supposons  qu'il  renferme  /  fois  la  somme  oy;  et 
///  paires  de  sommes  symétriques  </-S/»</<  fqp)- 
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Le  résultat  d'intégration  est 


(21) 


[?£]'[?€' 


3°  Supposons  que  dans  (a)  se  trouvent  i  facteurs  : 
cp«  où  j^k  et  que  les  indices  de  deux  facteurs  quel- 
conques ojk  et  C5//|(  soient  tels  qu'on  ait  fcj  y£  l  elj  ?é.  kt. 
Dans  ce  cas,  le  résultat  de  17-uple  intégration  sera 


(•25) 


Ecrivons  enfin  IV-npIe  intégrale  d'un  produit  (a) 
composé  de  t  sommes  ci/,/,,  i»  paires  (<?Pç,  ®qp)  et 
j  facteurs  y,.ifi ortft <p r;/.  où  rh^fk  eln^éfn  r(^fk, 


(26) 


L    /, 


"V  !  1  ""V  * 

*3j  r^1 


avec  les  conditions  :  i"  /+2/w+i/  =  j;  a0  l^é-i, 
m  ^  /(«). 

La  vérification  de  ces  résultats  n'offre  aucune  diffi- 
culté. 

Démontrons  par  exemple  le  3°.  H  faut  calculer 
l'intégrale  /-uple 

(27)  T      f     ...    (      ®lal<¥zal-"tïiaidstdSi...dsi, 

Jq    *-'ù  «-'0 

ou 

./    ./,     "V.    i S ^ j^— ...A....A*. 

Parmi  les   nombres  «,,  (/.>,  •••5  #t   se  trouvent  évi- 


(')  Ces  termes  (2IJ)  se  rencontrent  pour  la    première  fois  clans  le 
développement  du  déterminant  du  sixième  ordre  (i  =  6). 
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demment    i.  2 n  :   or,    en    faisant    le    produit   des 

premiers  ternies  de  chaque  somme  E,  on  obtient 

r  ï  '  *  1  >?|(*j)  •••  ??(*/) 

xi 

17- u  pie  intégrale  de  ce  terme  est  donc 

1 

I  i'iiik'  pareille  manière,  le  produit  des  seconds  termes 
de  chaque  somme  S  est 

?S(j,)?g(J»)...«Pi(*f). 


le  résultat  d'intégration  est 


Le  résultat  total  est  évidemment 

n 

2?- 

9.  Théorème.  —  L'intégrale  multiple  (7-u pie)  du 
déterminant  d'ordre  i  (18)  est  égale  à  la  somme  des 
(n.\  termes,  formés  de  la  façon  suivante  :  le  numé- 
rateur de  chacun  de  ces  termes  est  t!  rt  le  dénominateur 
un  produit  de  i  facteurs  '/.,,r  a,,  ,  ...,  \k.  dont  les 
indices   formenl    une  certaine  combinaison  faite  avec 

les  nombres  1,  2 n  pris  i  à  i.  Or,  nous  avons  la 

formule  à  démontrer 

/        /      •  '  ■    /       7,  =fc«Pu  ?«?«  •  •  •  'i<i  rf»i  <&l  ,/v  I  ■  '     '/v 

(7) 


(  4o4  ) 

où  (  -  )  =  -rr- — : — r-7  c'est  le  nombre  de  termes  du  déve- 

\i  /         il  (n  — i)l 

loppement.  Pour  démontrer  ce  théorème,  remarquons 
d'abord  que  les  formules  (a3),  (••>..{)  ('),  (?.5)  montrent 
que  le  résultat  de  l'intégration  du  terme  principal  («3) 

contient  un  groupe  de   terme  composé  de  . — ; r- 

et  que  ce  groupe  n'a  pas  de  semblables  dans  tout  le 
développement,  tandis  que  tous  les  autres  groupes  de 
termes  ont  des  semblables.  Je  dis  d'ailleurs  qu'ils  se 
détruisent.  En  effet,  les  éléments  desquels  sont  formés 
tous  les  termes  sont  les  suivants  : 

i  i  i 

X, '    xs '  x„  ' 

I  I  I 

A?  '        Xf  '        '  "  '        Xf  ' 

•  •  •>        •  ■  •■>        •  •  •  )        •  •  •) 

I  I  I 

X'        )  ' '  '  ) ' 

Si  nous  formons  tous  les  groupes  possibles  homo- 
gènes de  degré  d'homogénéité  égal  à  i,  il  est  évident 
que  ces  groupes  seront  précisément  ceux:  du  déve- 
loppement du  déterminant  (i 8)  après  une  i-tiple  inté- 
gration. Le  coefficient,  de  chaque  groupe  est  le  même 
dans  l'ensemble  de  termes  négatifs  et  dans  celui  de 
termes  positifs,  il  est  égal  à  -;  d'ailleurs  chaque  groupe 

(  sauf  le  groupe  composé  de  termes  tels  que  ; — ? r-  ) 

a  son  semblable  qui  se  trouve  dans  l'autre  ensemble,  et 
par  conséquent  tous  ces  groupes  se  détruisent  mutuel- 
lement ;  il  ne  reste  donc  que  le  groupe 

£d  X,  A,  .  .  .  A/ 

('  )  Pourvu  qu'on  ait  /  ^  i. 

(-)   Le  calcul   effectif  montre  que  si    i  est   pair,    la  somme  des 
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10.    Ecrivons    maintenant     la    fonclion    1)(a).      A. 
cel    effet,    nous   nous   servons   des    formules   (6),    (18) 
et   !  :ï8) 

Da)=I-.L,\;i.+^!yjr+... 

i!      jLài.k        ?..      jLd>.xr.,_ 

Il  .  *md    X,   .  .  .  A„ 

ou  en  simplifiant,  on  obtient  finalement 

<->  >>w-('-è)(-è)-(-è)-n(-è)- 

/. = i 

On  voit  manifestement  que  les  pôles  de  la  fonction 
1)(  a)  sont  précisément  les  autovaleurs  Xl3  X2  — 

exposants  île  X  est  paire  dans  l'ensemble  positif  et  impaire  dans 
l'ensemble  négatif,  en  outre  il  y  a  i — 2  termes  différents  dans  l'en- 
semble  positif  et  1  —  3  dans  l'ensemble  négatif.  Voici  les  résultats 
finals  : 

p\    p\    pi     ~\ 

1=4/         /         /         /       ±  V  ?n  ?iJ  r ..  •  r  1 ,  «kl  «^s  «**    *  I 
«7o     «-'o     «-^o     «■  0         ^^ 

_6ryjLTy-L-6yjL 


•  1 


1 

'  I   i   l   l   1    £?.«•••?  rf»i-.-*a 

VI 


•     0       -0       •     ij 

VI 


y 

I  >  »    — 
'.      l 

VI 


VI' 


!  I     >      —     —  30     »       r-      »      — 1 


y  1  _  ,„vi  yi 


/. .  x  >.  >. ,  >. 


,     in   | 


(  4o6  ) 

11.  Calculons  le  numérateur  de  la  formule  (8). 
c'esl-à-dire  la  fonction  D(a,  .s,  t)  [on  la  désigne  encore 
A(À,  s, /);  voir,  par  exe  m  pie ,  K.  d'Adhémaud,  L'équa- 
tion de  Fvcdhohn,  njoo,].  11  est  presque  évident  (|ue 
le  déterminant  d'ordre  i  qui  ligure  dans  ('j)  se  réduit 
à  son  premier  élément  multiplié  par  le  mineur  corres- 
pondant, qui  est  précisément  le  déterminant  considéré 
dans  la  fonction  I)  (a). 

Or  nous  aurons 


r-f 


K(st  i 


\<(SSi  ) 


K(Si-it)     K(5/_1<;)) 


K(«i/_i) 
K(*/_i*/_i) 


(Ai  . .  .  d$i 


■/2 


?/.■(  a  ")?/.(/) 


A* 


?!■(*■) 


/■'. 


\"  9/.-(-V|)  ?/.-(5,--i  i 
-^  À/. 


V  rl(s'-0 


,/.V, 


=2 


?aO)9/,(m 


(ï-i)! 


c/s,-  i 


.  Kt-  i 


Tous  les  autres  mineurs  dw  premier  ordre  s'aunulenl 

à   cause  de  l'identité   des  éléments,   de    sorte    que    la 
fond  ion  D  (  X,  s,  t)  devient  (-) 


H 


x  /    f*(Ot(0*+--i 

•Al 


(   1"7  ) 
ou  en  simplifiant,  on  trouve  finalement 

(3i)  D(x,i,o=2)n'(,-x;)!i7/  ?*w^)^  c1). 


En    mellani  les    formules    (3o),   (3i)    dans  (8)    on 
obtienl 


/(*)  =  <K*) 


>-Sn'(-è)^rX'^,^,"/' 

"      ilH) 

ou  en  développant  les  S  et  II  on  obtient  finalement 
(3a)        /(S)  =  ^(^)  +  X2^4    f   ?*(0<K0 


rf/. 


c'est  la  solution  de  l'équation  (i  i). 

M.  E.  Schmidt  a  trouvé  cette  formule  par  une  méthode 
tout  à  fait  différente,  en  s'appujant  sur  «  le  théorème 
d'évidence  ».  (Voir  :  M.  Picard,  Cours  d'Analyse 
supérieure,  1909,  et  R.  o'Adhémard,  L'équation  de 
Fredholm.)  Paris,  1909.) 


(l)    Il    (  ' —  r"  )  (ou  y,    )  indique  que  /  peut  prendre  toutes  les 
valeurs  sauf  l  =  k 
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[M'6g] 


SUR  LES  TRIANGLES  INSCRITS  ET  CIRCONSCRITS 
A  UNE  CARTÉSIENNE; 

Pak  M.  R.  BOUVAIST, 

Enseigne  de  vaisseau. 


L' équation  générale  d'une  cartésienne  en  coordon- 
nées trilinéaires  normales  est 

[(ayz-T-bxz-r-  cxy)  —  (ax  ■+-  by-+-  cz)\  ux  —  \y  -+-  wz)]1 

—  (ax  4-  by  —  czfioLX  -+-  3jk  +  p)  =  o, 
le  cercle 

(ayz  -r6/;  +  cxy)  —  (ax  -t-  by  ■+■  cz)  (ux  -\-vy-r-  wz)  =  o 

ayant  pour  centre  le  foyer  singulier  de  la  courbe,  et  la 

droite 

■xx  -+-  [iy  -+-  y  -3  =  o 

étant  l'unique  bitangente  de  celle-ci. 

La  courbe  considérée   passera  par   les  sommets  du 
triangle  de  référence.  Si  l'on  a 

U?  Q  _    t'2  _    l>'2 

a  '  b  '  c 

Elle  sera  tangente  aux  cotés  du  triangle  si  l'équation 

b- \ ■>. acv  -+-  (bw  —  ce)2] y- 

—  bc  yz\>.(  bw  —  c  v  )2  -+-  i  a  (  b  w  -+-  c  v  )  —  a2  ] 

4-  cx\7.abw-\-  (bw—  ct> )«]**=  o, 

et  les  deux  autres  équations   obtenues  en   permutant 
circulairement,  a,  /v,  c,  m,  c,  rv  sont  carrés  parfaits. 


(  4og  ) 

Ces  trois  conditions  équivalent  aux  suivantes 

b w  -+-  ce  =  —  > 
i 

b 

eu  -+-  aw  =  -  > 


bu  =  -> 

4 


qui  admettent  pour  solutions 


cos  A 


cosB 


cosC 


et  l'équation    de   l'unique  cartésienne  circonscrite  au 
triangle  de  référence  est 

[$(ayz   h  bxz  -+-  cjp^) 

—  l'a-  cos  A  -+- j/-  cosB  -+-  s  cosC)  (ax  -+-  6^  -+-  es)]2 


/  ,  T     cosî 

—      -/  /  Aj-  -4-  C-S)3  I  X 


2  A  cos2B 

-y— e— 


cos^G 


î"  Points  de  contact  de  la  courbe  avec  les  côtés 
du  triangle. 

Les  droites  joignant  les  sommets  aux  points  de 
contact  situés  sur  les  côtés  opposés  sont 

I   by  i  a  —  2  c  cos  B  ;  —  es  (a  -4-  2  b  cos  G  )  =  o. 

mi  cs(6  +  2acosG)  —  ax(b  -t-  ic  cosA)  =  o, 

f  «-/  ./•   c  -  -  >  tt  cos  A)  —  by(c       2  a  cos  8)  =  o; 

la  première   de  ces  droites   passe  visiblement    par   le 

point 

o,  ( h-  b  cosC  J  sinC,  ( \-  c  cos  B  I  sinB  I , 

milieu  du  segment  compris  entre  le  milieu  du  côté  BC 
et  le  pied  de  la  hauteur  perpendiculaire  à  ce  côté. 
Donc  :  La  cartésienne  considérée  touche  les  côtés 


(  4*0  ) 

du  triangle  ABC  aux  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  sur  les  côtés  du  centre  du  cercle  des  neuf 
points. 

Remarque.  —  Les  droites  (i)  ne  peuvent  être  con- 
coiirantes  que  si  le  triangle  considéré  est  isoscèle. 

2"  Tangentes  à  la  cartésienne  aux  sommets  du 
triangle  donné. 

Soit^  —  À z  =  o  la  tangente  à  la  courbe  au  point  A; 
pour  déterminer  à  il  suffit  de  former  l'équation  des 
droites  joignant  le  point  B,  aux  points  d'intersection 
de  cette  droite  avec  la  courbe  et  d'écrire  que  cette 
équation  est  divisible  par  s2. 

Il  vient 

c(c  -h  ib  cos  A. )2 ).  -+-  b ( b  -+-  2 c  cos A )2  =  o, 
la  tangente  est  par  conséquent 

Y  Z 

V  (c  -+-  ib  cos  A  )2  h —  (b  -+-  >c  cos  A)2  =  o. 
b  c 

La  droite  joignant  les  points  de  contact  de  la  courbe 
avec  les  côtés  CA  et  AB  a  pour  équation 

,      c +  2acosB  b  -+-  >.a  cos  G 

—  ax  -{-  by -\-c  z-j r  =  o, 

c  +  26  cos  A  b  -h  2  c  cos  A. 

la  parallèle  à  cette  droite  menée  par  A  a  pour  équation 
y(b  -+-  2  e  cos  A)  -+-  z(c  -+-  ib  cos  A)  =  o, 

le  faisceau  formé  par  cette  droite  et  sa  conjuguée  par 
rapport  à  CA,  AB  est 

J-(b  -r-  2C  cos  A)2—  z-(c  -h  ib  cos  A)2  =  o; 

le  faisceau  inverse 

z-(b  -+-  ne  cos  A)2  —  y*(c  ■+-  ib  cosAl)2  =  o, 


(  4n   ) 

il  la  polaire  du  point  à  l'infini  sur  BC  (  o,  v, )  esl  la 

tangente  à  la  cartésienne  en    \. 

Donc  :  La  tangente  en  \  à  la  cartésienne  est  la 
médiane  issue  de  A  du  triangle  formé  par  BC  et  le 
faisceau  invrr.se  du  faisceau  formé  par  la  parallèle 
à  la  droite  joignant  les  points  de  contact  de  la 
courbe  avec  C  \  et  \\\  et  la  conjuguée  de  celle-ci  par 
rapport  à  ( .  \  et  AI!. 

.')"  Foyer  singulier  de  la  cartésienne.  —  On  sail 
que,  comme  l'a  démontré  M.  Humbert,  les  diamètres 
clos  cartésiennes  sont  perpendiculaires  à  leurs  cordes 
correspondantes  et  passent  par  le  foyer  singulier.  Dans 
le  cas  actuel,  le  foyer  de  la  cartésienne  sera  par  suite  le 
point  de  concours  des  perpendiculaires  élevées  aux 
côtés  <lu  triangle,  au  milieu  des  segments  compris  entre 
le  milieu  de  chaque  côté  et  son  point  de  contact  avec 
la  courbe.  Ces!  visiblement  le  milieu  du  segment  com- 
pris entre  le  centre  O  du  cercle  ABC  et  le  centre  0( ,  du 
cercle  <le^  neuf  points.  Le  foyer  singulier  est  d'ailleurs 
le  cenl  re  du  cercle 

\  {  ayz        h  rz       c  j-y  i 
—  (a^cosA     -i'i.i>|;   h.zcosC)(a:P-t-  by  -+-  cz)  =  o; 

<>n  vérifie  facilement  que  c'est  le  point  indiqué. 

Le  cercle  précédent  passe  par  les  points  d'intersec- 
tion <l«'  la  courbe  avec  la  bitangente.  La  droite 
arcosA  f-^cosB  scosC  :  o  étant  l'axe  orthique  du 
triangle  (axe  radical  du  cercle  circonscrit  et  <lu  cercle 
des  neuf  points),  on  voit  que  !<■  cercle  considéré  fait 
partie  du  faisceau  déterminé  par  ces  deux  derniers. 

Donc  :  Le  foyer  singulier  de  la  cartésienne  est  le 
milieu   >lu   segment   compris  entre  les  centres  des 
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cercles  circonscrits  et  des  neuf  points  et  le  cercle 
ayant  pour  centre  ce  point  et  passant  par  les 
contacts  de  la  courbe  avec  la  bitangente  fait  partie 
du  faisceau  déterminé  par  ces  deux  cercles. 

4°  Bitangente  de  la  cartésienne .  —  La  bitangente 
est  la  droite 


a"  cos2  A        y cos2 B        -cos2<l 

h  : ; 1 =   0. 


C'est  la  droite  coupant  les  côtés  du  triangle,  au 
milieu  des  segments  compris  sur  chacun  d'eux  entre  le 
pied  de  la  hauteur  perpendiculaire  au  côté  considéré 
et  l'intersection  de  ce  côté  avec  l'axe  orthique.  C'est 
par  suite,  si  l'on  désigne  par  H,,  H2,  H3  les  pieds  des 
hauteurs,  le  lieu  des  centres  des  conicpies  inscrites  au 
triangle  H,H2H3  et  tangentes  à  l'axe  orthique,  ou 
encore  le  lieu  des  centres  des  coniques  conjuguées  au 
triangle  ABC  et  tangentes  à  l'axe  orthique.  Parmi  ces 
dernières  il  y  a  deux  hyperboles  équilatères  dont  les 
centres  sont,  les  points  d'intersection  du  cercle  ABC 
avec  la  bitangente;  ces  hyperboles  équilatères  étant 
inscrites  au  triangle  H,  H2H3,  leurs  centres  sont  sur 
le  cercle  conjugué  au  triangle  H,  H2H3,  la  bitangente 
est  par  suite  l'axe  radical  du  cercle  ABC  et  du  cercle 
conjugué  au  triangle  H(  H2  H3. 

Remarque.  —  L'équation  de  la  bitangente  peut 
s'écrire 

x  cos2  A         y  cos2  B        ~cos2C 


b  c 

X  V  '•  I 

a         b         c        1 B 


(  a  x  -t-  by  -4-  c  z  )  =  o  ; 


(  4r3  ) 

elle  est  donc  parallèle  à  la  droite  joignant  les  points 
d'intersection  des  côtés  avec  les  tangentes  aux  sommets 
opposés  au  cercle  ABC. 

5°  l'oint  d' intersection  de  la  cartésienne  avec  le 
cercle  circonscrit  <m  triangle  donné.  —  Les  points 
d'intersection  situés  à  distance  finie,  du  cercle  circons- 
crit et  de  la  courbe  sont  sur  la  parabole 

I  x  cos  \      y  m<  V>  —  z  cosG)8 

,  x/     cos2A  cos-l!  cos2G\ 

—  iax^-by^-cz)  (  x ■-  y  — -. h  z =  o, 

J  \        a  J       b  c     ) 

parabole  dont  Taxe  est  parallèle  à  l'axe  orthique  du 
triangle  ^.BCj  pour  obtenir  le  quatrième  point  D  Pin- 
tersection  de  la  courbe,  il  suffit  donc  de  mener  par  A 
une  droite  AD,  faisant  avec  l'axe  orthique  le  même 
angle  que  BC  et  de  prendre  son  intersection  D  avec  le 
cercle  \B«.. 

Remarque.  —  La  parabole  considérée  touche  la 
bi tangente  de  la  cartésienne,  et  ses  quatre  autres 
points  d'intersection  avec  cette  dernière  sont  sur  le 
i    i>  le  des  neuf  points  du  triangle  ABC. 

Si  I  on  prend  pour  origine  le  lover  singulier  de  la 
cartésienne  h  pour  axe  des  x  I  axe  de  la  courbe,  l'é- 
quation de  celle-ci  devienl 

(a?*    -y- — R* )*  —  Ar3  x      a)  =  o. 

(  )n  voit  que  la  cartésienne  esl  le  lieu  des  points  tels 
que  le  rapport  du  carré  de  leur  puissance  par  rapport 
à  un  cercle  fixe  à  leur  dislance  à  une  droite  fi\«'  esl 
constanl . 
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Nous  allons  calculer,  pour  la  cartésienne  inscrite  et 
circonscrite  au  triangle  ABC,  les  trois  paramètres  de 
grandeur  p2,  À'3,  d. 

r  Calcul  de  o-.  —  Nous  avons  vu  plus  haut  que  le 
cercle  T  passant  par  les  points  d'intersection  de  la 
courbe  avec  la  bi tangente  et  avant  pour  centre  le  foyer 
singulier  F  (milieu  du  segment  compris  entre  le 
centre  O  du  cercle  circonscrit  et  le  centre  O,  du  cercle 
des  neuf  points)  appartenait  au  faisceau  formé  par  le 
cercle  circonscrit  et  le  cercle  des  neuf  points.  Nous 
aurons  par  conséquent,  en  désignant  par  R  le  rayon  du 
cercle  circonscrit, 

?M-OF=  —  ; 
d'autre  part 

2  rt2_i_  A2_l_  r2 

3R*=30G   -f-  , 


(G  étant  le  centre  de  gravité  de  ABC)  et 
3  0G  =  40F  =  011 

(H  étant  l'orlhocentre  de  ABC),  d'où 

_■_,  ifiÔF2  «2+^2_i_c2 

J  I  v  -  =  = ! r > 

-  0  > 

d'où  enfin 

i6p'2^  R2-r-a2-+-62-4-c2. 

2°   Calcul  de  /r3.   —  />'  est  égal  au  rapport  changé 
de  signe  du  carré  de  la  puissance  ~  du  sommet  A  par 


(  4i5  ) 
rapporl  au  cercle  I\  à  la  distance  de  A  à  la  bitangente 

.rcos2A        y  cos2B        ,acos2C 

h    ' ; 1 =  O. 

abc 

L'équation  du  cercle  Y  s'obtient  en  ajoutant  membre 
à  membre  les  équations  des  cercles  O  et  Ot  ;  il  en  résulte 
i|ii«'  la  puissance  ~  est  la  demi-somme  des  puissances 
de  A  par  rapporl  aux  cercles  O  et  O,  ou  la  demi- 
puissance  de  A  par  rapport  à  Oh  c'est-à-dire 

bc  cos  A 


La  distance  de  A  à  la  bitangente  est 


h  v  cos2  A 


//v  étant    la   hauteur  de  ABC   issue    de  A  et    I'   étant 


égale  à 


cos*  A        cos4  P>        cos*  C 


b°~  c* 

2  cos2  A  cos*  15  cos'C  r     a 


dhc 


-'.la  b  c 

LcosA        cosB        cosCj 


i  r  1 1 1 


A-v-  cos2  A  a  v/P 

k   = 7- X  -, — h-r 

16  h  cos*  A 

a*-bie'-  /F  _         Rabc^/V 

37S-  ~~ 8         ' 


reste  à  calculer  y/P. 

c  o  s  *  A        c  o  s  *  B       c  o  s  *  G 


l'  = 


«2  b*  c* 

.  cos  '  \  cos2  B  cos2  <  '. 

abc 


/    a  b  c     \ 

cos  A        cosB       oosC/' 


(   fi6  ) 


or 


d'où 


abc 


cos  A        cosB        cosC        4  R2  cos  A  cosB  cosC' 


P  = 


cos*  \        cos*B        eos4C        eosAoosBcosC 


,    j  R2  _  a%  ,S  ,    j  R!  _  feî   ,2  (  4  R«  _  C2  >» 


i'6R*a!  iGR*è2  i6R*c2 

(fe»-t-e8  —  ^2  )  (g'-f-  c2  —  62)  (a2  _  /,2_  c.2) 
i<5R2a262c2 

P=     ^R'  \t.,    -,  i  iRs("-&*— 6ac*-i-«2c2)[jR2— ct2—  62—  c2] 
ih  K<a2o2c2  L  J 

—  l6R2a2é2c*-l-a2è2c2(a2-H  62-t-  c2  j 
-i-  R2(a2-f-ôa-t-c*)»j; 


or 


as(  ftî-f-  c2—  a2)  -+-  62(  r/2-r-  c2  —  />2  )  -j-  c-( a^-r-  b2  —  c-) 

=  iabc{  a  cos  A  -+-^cnsl?  +  c  cosC) 

=  i  (  a2  b2  -f-  a2  c*  —  A2  c2  )  —  a1  —  6*  —  c1 

=  —  (  a2  -+-  &2  -+-  c'2  )  -t-  4  <  a  -  62  -h  62  c2  —  a2  c2 1 

,  2  S         a2b2c2 

=  labc  x  -7—  = 


R  R= 


d'où 


4R2(«262-h6V2-+-  a*c*)  =  (a2+62+c2)!R2+  a2b^c2; 

en    lenaut    coni|)le    de    celte    relation    la   valeur  de   P 
devient 

RS(a2H-è2-t-c2)2_  3a262c2 


4R2a262c2 


d'où 


K3  = 


\  IV2 1  a2  -+-  A2  —  c2  t2  —  )  c/2  //-  c 


Calcul  de   d,   —    La   longueur  r/  esl  fa  dislance  du 


(    f'7  ) 
j.oini  F  à  la  bitangente,  le  poînl  F  a  pour  coordonnées 

—  [3  cos  A  -+-  2  cosB  cosG], 
4 

—  [3  cosB  -r-  L  COS  A  cos  G], 

—  [  3  cos  G  —  i  cos  B  cos  A  ]  ; 
[  3  cos  A  —  2  cos  B  cos  ( .  | 


d'oi 


v^ 


<l  s   P  =  —  I  3  2_ ~  2  cos  ^  cos  "  cos  G  7   

^çi  cos3  A  i     ^  [  &*  +  c2-*-  a1        a^bc  co-  A  1 

_      a        -  r/^c  ~-d  [  ■>.  4  B- 

i     rrtJ-4-  6*-f-  c-        abc~\ 
abc  L  2  4  B  J 

x  (a  cos  A  —  6  cosB  -+-  c  cos  G), 

y  cns3  A  _      i     r  a* -h  b* -h  c1       aï  b*  c"-  "1 

_.      <•<  f//vc  L  '  8R*    J 

■v^  cos  V 
!  cos  A  cosB  cos  G  >  — — 


«2  —  /y-  -t-  c5 
2  COS  \  COS  15  COsC  X 


=  alTc  X  8a*62c2 

-  I!  rosG  7   

—      a 

rt/vc  $a-b*c- 

ou  «mi  remplaçant 

4(a*6'+6'c*-t-  a»e*)         par         (a>  +  6,  +  c*),+  — g; — > 

^'V'cosA        a»    -b*-hc*  cP-hb*-hc*—8R* 

■>.  cos  A  cos  13  cos  G   >   =  -. — r— ; > 

£d     a  abc  8R3 
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d'où 

/5       R  Rs(a»-4-&*-+-c*)s-MR*(a*-t-£M-c»)  —  3a»fc»c» 

C(     t     -T ; * 

v  4  8  R*  abc 

d'où 

R2(«2^  èï+c*)8—  3a262c2-H  4  R4(«!-(-  62-*-  c2) 


</  = 


16K2  ^Rî^t-j.  ô2-h  c2)2—  3a*6*c2 


Nous  voyons  que  les  trois  paramètres  c2,  A*3,  c/  s'ex- 
priment en  fonction  de  R2,  a2  -h  b-  -f-  c2,  a2  62c2  ;  nous 
allons  cherchera  résoudre  le  problème  suivant  : 

Etant  donnée  une  cartésienne,  déterminer  les 
triangles  inscrits  et  circonscrits. 

Nous  avons 

_  —  k 3        R»(q»4-6*-t-c8) 
C  "~  "R2""^         —4  x  16A-» 

d'où 


et      a2-+-62-i-c2=  i(>p2— R2, 


-/.-:«        iiGp2— R2)R2t 
'   ""     R-  i(3A:'x  4       ' 

la  valeur  de  R2  est  déterminée  par  l'équation 

R6  —  1 6  p«  R*  —  64  dk3  R2  —  64  k6  =  o  ; 

posons 

R«=4è, 

l'équation  devient 

B3  _  j  p20ï  _  4  f//c3  f)  _  A-6  =  o  ; 

la  condition  pour  que  l'équation 

.r3  -r-  />  x2  -+-  </  J"  -1-  /'  =  o 
ail  ses  trois  racines  réelles  est 

|  qi—piqt^.  r[4^3_  i8pq  -+-  27/']  <  o, 


(  4i9  ) 
ce  qui,  dans  le  cas  actuel,  donne 

(i)       27Âs-+-i6Â-3(i8rfp2—  i6rf3)-hi6p4(p!  —  rf'-)<o. 

La  cartésienne 

(ari-f-j**—  pî)ï— A-J(ar  — rf)  =  o 

est  l'enveloppe  des  cercles 

l*k(x  —  d)  -+-  2X(a?*-4-ty*—  p*  )  -t-  A!  =  o. 

Les  trois  foyers  simples  de  la  courbe  situés  sur  l'axe 
s'obtiennent  en  écrivant  que  le  rayon  des  cercles  pré- 
cédents est  nul,  ce  qui  donne  l'équation 

d  o! 

À3  -+-  8  -t-  À»  —  1 6  V  >>  —  8  =  o  ; 
k  k1 

la  condition  pour  que  cette  équation  ait  ses  trois  racines 
réelles  est 

2;/c,;-f-i6Aî(i8rfp2—  i6<2*)-f-i6p*(p*—  </J)<o; 

nous  retrouvons  l'inégalité  (i). 

Nous  pouvons,  par  suite,  énoncer  la  propriété  sui- 
vante : 

Une  cartésienne  peut  avoir  six  triangles  à  la  fois 
inscrits  et  circonscrits  (deux  à  deux  symétriques 
par  rapport  à  l'axe  de  la  courbe)  et  la  condition 
nécessaire  pour  que  ces  six  triangles  soient  réels  est 
que  les  trois  foyers  de  la  courbe  soient  réels. 

Si  l'équation  donnant  les  valeurs  de  R2  a  ses  racines 
réelles,  on  voit,  d  après  le  théorème  de  Descartes,  que 

ces  racines  sont  positives,  leur  somme  étant  égale  à  1 6  &*; 
les  valeurs  correspondantes  de  a'1  -f-  h-  -f-  c-  sont  posi- 
tives,  mais  il  n'en  est  pas  nécessairement  de  même 
pour  les  valeurs  de  a-b-c-.  La  condition  énoncée  plus 
haut  n'est  donc  pas  suffisante. 
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Le  problème  qui  consiste  à  construire  un  triangle 
connaissant  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  la  somme 
des  carres  des  côtés  et  la  surface  (ou  le  produit  des 
côtés)  n'est  pas  susceptible  d'une  solution  géométrique; 
par  suite,  étant  donnés  un  triangle  et  la  cartésienne 
inscrite  et  circonscrite  à  celui-ci,  il  n'est  pas  possible 
de  déterminer  les  triangles  jouissant  de  la  même  pro- 
priété. 

Remarque.  —  La  courbe  inverse  de  la  cartésienne 
inscrite  et  circonscrite  au  triangle  ABC  (ce  triangle 
étant  pris  comme  triangle  de  référence)  est  une  courbe 
du  cinquième  ordre  admettant  les  points  A,  B,  G  et  les 
points  cycliques  comme  points  de  rebroussement.  Par 
suite,  étant  donnés  cinq  points  quelconques  du  plan, 
il  existe  une  courbe  du  cinquième  ordre  et  une  seule, 
admeltanl  ces  points  comme  points  de  rebroussement. 
Je  me  propose  d'énoncer  les  principales  propriétés  de 
cette  courbe  dans  une  étude  ultérieure. 


[LHOa] 

\0TE  SIR  LES  QIAI>KI(HES  IIOMOFOC.UES; 

Par  M.  M. -F.  EGAN. 


I.  Soit  une  quadrique  S  faisant  partie  d'un  système 
homofocal  S,  et  soit  /  une  ligne  géodésique  ou  une 
ligne  de  courbure  sur  S.  Alors  : 

Le  produit  des  distances  d'un  point  M  qui  se  meut 
sur  l,  aux  deux  génératrices  du  'système  qui  sont 
parallèles  à  la  tangente  en  M  à  /,  est  constant. 
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En  eflet,  soit 

(i)  pu--t-  yt»*-+-  rwx—  t*=  X(aJ-t-  v*+  w*) 

l'équation  du  système  S  en  coordonnées  tangenlielles 
u,  v,  iv.  /.  Si  l'on  déplace  le  trièdre  des  axes  d'une 
façon  quelconque,  cette  équation  devient 

(•2)  /(u,  v,  iv,  *)  =  X(k*-|-p*+  w2;, 

le  coefficient  de  tétant  —  i.  Soit  o  une  droite  paral- 
lèle au  nouvel  axe  des  s,  et  projetons  le  système  sur  le 
plan  des  xy  par  des  plans  tangents  parallèles  à  o.  Cela 
revient  à  écrire  W  =  o.  On  a  donc 

/(u,  v,o,  t)  -  X(a*-f-t>*), 

c'est-à-dire  un  système  de  coniques  homofocales  à 
paramètre  X.  Le  coefficient  de  t1  étant  —  i,  la  diffé- 
rence des  carrés  des  demi-axes  majeurs  des  coniques 
A,,  X2  sera  donc  \{  — A2. 

Il  est  facile  de  voir,  et  il  est  d'ailleurs  bien  connu 
que  les  foyers  du  système  de  coniques  seront  les  points 
où  le  plan  des  xy  est  percé  par  les  deux  génératrices 
du  système  S  parallèles  à  o.  Soient  /■,,  r2  les  distances 
focales  du  point  o0  où  la  droite  6  perce  le  plan  ;  et 
soient  A,,  A2  les  paramètres  des  coniques  qui  passent 
par  o0,  c'est-à-dire  des  quadriques  auxquelles  8  est 
tangente.  Les  axes  des  deux  coniques  étant  2at  el2aa, 

on  a 

r,-t-  r»  =  ?.a,,         ri  —  r,  =  20»; 
donc 

rir9a  a\  —  a\  =  )-,  —  X,. 

Or,  les  perpendiculaires  abaissées,  d'un  point  quel- 
conque de  0,  sur  les  génératrices  du  système  qui  lui 
sont  parallèles,  sont  égales  à  /*,  et  r2.  Leur  produit  est 
donc  constant  à  condition  que  A,  — X2  le  soit  :  ce  qui 
démontre  la  proposition. 
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II.  Si  le  système  S  est  composé  de  quadriques  obte- 
nues par  la  révolution  d'une  conique  autour  de  l'axe 
des  foyers  réels,  on  a  le  cas  particulier  suivant  : 

Le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  des 
deux  foyers  sur  une  droite  S,  qui  varie  en  touchant 
deux   quadriques   À,    et  A2  du  système,   est  égal  à 

X,— *.. 

Cela  se  déduit  sans  peine  du  théorème  précédent, 
•mais  il  est  peut-être  plus  simple  de  donner  une 
démonstration  directe. 

Pour  que  X<,  )>2  et  o  soient  réelles,  il  faut  que  l'une 
des  quadriques  soit  un  ellipsoïde  et  l'autre  un  hyper- 
bol  oïde.  Soienl  PetQ  les  points  de  contact  avec  l'ellip- 
soïde (X<)  et  l'hyperboloïde  (X2),  et  soient  S  et  H  les 
foyers.  Alors  les  angles  SPQ,  HPQ  sont  supplémen- 
taires et  les  angles  SQP,  HQP  sont  égaux.  Si  donc  on 
fait  tourner  le  triangle  PQH  autour  de  PQ,  jusqu'à  ce 
que  H  vienne  prendre  une  position  H'  dans  le  plan  SPQ, 
les  points  S,  P,  H' seront  en  ligne  droite,  et  QP  sera  la 
bissectrice  de  l'angle  SQH'.  Si  pt)  p2  sont  les  dis- 
tances de  S  et  H  à  PQ,  il  vient 

4jb,/>s=SH'*— (SQ-QH')'* 

=  4«?  —  4  «i 

=  4(  X,  —  Ào  I.  Ç.  Q.  K.  D. 


CORRESPONDANCE. 


M.  L.  Klug.  —  Dans  la  solution  analytique  de  la  ques- 
tion 2155  (t.  XI,  p.  33o .),  M.  Barisien  a  donné  une  généra- 
lisation. On  peut  de  même  démontrer  assez  simplement  ce 
in*  'H ème  plus  généra]  : 

Si  c,  Ci  sont  deux  coniques  confocales  avec  des  axes  focaux 
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■>a.  20\  et  la  distance  focale  id:  i°  les  coniques  bitan- 
gentes  à  c  (ou  à  c{)  et  ayant  leurs  foyers  aux  extrémités 
des  diamètres  de  la  conique  ct  (ou  c  )  enveloppent  un  cercle 

concentrique  à  la  conique  c  et  de  rayon  (a1  — a]  —  d-  (s  ; 
.)'  les  coniques  bitangentes  à  c  (ou  à  c,)  et  ayant  leurs 
foyers  aux  extrémités  des  cordes  parallèles  aux  axes  focaux 
de  Ci  (ou  c)  enveloppent  deux  droites  perpendiculaires  à 

,.  aa\     .  , 

cet  are  a  une  distance  — r-  du  centre  de  c. 
d 

Soient  0  le  centre,  F,  F!  les  foyers,  AAt  un  diamètre, 
AP  une  tangente  à  la  conique  c  et  BP  une  tangente  à  Cy 
perpendiculaire  à  AP.  Si  B  e<t  le  point  de  contact  de  U  tan- 
gente, les  parallèles  par  B  aux  droites  AF,  AF,  et  les 
rayons  BF,  BFH  BA,  BA,  forment  une  involution  symétrique; 
et  les  angles  de  ces  derniers  rayons  avec  BP  sont  égaux. 
A  et  Ai  son!  dune  les  foyers  d'une  conique  u.  bitangente  a  ct 
aux  extrémités  du  diamètre  BB,.  De  même,  B  et  Bj  soni  les 
foyers  d'une  conique  «].  bitangente  à  c  aux  extrémités  du 
diamètre  A  A,. 

Les  axes  focaux  de  u  et  u{  sont  égaux  à  2OP.  .Mais,  m  l'on 
fait  varier  les  deux  tangentes  perpendiculaires  AP,  BP  aux  co- 
niques c,  Ci;  le  point  P  décrit  un  cercle  du  centre  O  et  de  rayon 
1 
\-à\  —  rf1)"-  Coù  %d  =  FF:  et  ia,  ia{  sont  les  axes  focaux 

de  c,  '1  i;  donc,  la  première  partie  du  théorème  est  démontrée. 
Si  le  cercle  passant  par  FFi  coupée  en  C  et  Ci,  Ci  en  D  et  Dj 
on  peut  démontrer,  comme  dans  la  première  solution  de  la  ques- 
tion 2155,  que  les  axes  focaux  de  la  conique  v  ayant  C  et  Ci  pour 
foyers  et  bitangente  à  c\  aux  points  D  et  D],  et  de  la  conique  t>| 
ayant  I»  et  D,  pour  foyers  et  bitangente  à  eaux  points  G  et  C( 

>aai      , 
sont  égaux  à  — ; — ,  donc.  etc.. 


CERTIFICAT  DK  MIIÏIÉUUÏQLES  GENERALES. 


Alger. 


ÉPREUVE    rHÉORIQUE.   —   I.    On    considère  les  surfaces     S 
et  (S'(  qui,  rapportées  à  trois  axes  rectangulaires, ont  tes- 
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peètivemenl  pour  équation 

(S)  xi-hyi=  s2  tangua, 

(S')  xi^-yi — ax  —  o, 

%  et  a  étant  des  constantes. 

i°  Quelles  sont  ces  surfaces?  Figurer  la  projection  de 
leur  intersection  sur  le  plan  x\0 z. 

2°  Volume  situé  au-dessus  du  plan  z  =  o,  au-dessous  de 
la  surface  (S)  et  à  l'intérieur  de  la  surface  (S').  L'are 
Oz  est  supposé  vertical. 

3"  Centre  de  gravité  de  ce  volume  supposé  homogène. 

II.   i°  Intégrer  l'équation  dij/'é  rende  lie 
(E)  â*//+i+/«=o. 

a"  Construire  la  courbe  intégrale  (G)  qui  passe  par 
x  ■=  i,  y  =  i  et  dont  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle 
à  Ox. 

Montrer  que  la  courbe  (C)  peut  être  représentée  par  les 
équations 

x  =  sin2  t,         y  =  t  -h  sin  t  cos  t, 

où  t  est  un  paramètre  variable. 

3°  Comment  peut-on  déduire  de  la  courbe  (G)  toutes  les 
autres  courbes  intégrales  de  l'équation  (E)? 

4°  Développée  de  la  courbe  (G). 

Épreuve  pratique.  —  I.  Un  point  M,  de  masse  égale  à  \T 
mobile  sur  une  droite,  est  attiré  vers  un  point  fixe  0  de  la 
droite  par  une  force  i  OiW.  Le  point  M  est  soumis  en  outre 
à  une  résistance  dirigée  en  sens  inverse  de  la  vitesse  et 
égale  au  double  de  la  valeur  absolue  de  cette  vitesse.  Les 
unités  choisies  sont  celles  du  système  G.  G.  S. 

i°  Trouver  le  mouvement  de  M.  Etudier  ce  mouvement. 

x°  On  suppose  que,  pour  la  position  initiale  M0  du  mo- 
bile, la  vitesse  initiale  est  nulle  et  OM0  est  égal  à  io.  Cal- 
culer la  limite  de  la  somme  des  chemins  parcourus  par  le 
mobile  lorsque  le  temps  croit  indéfiniment. 

II.    i°   Combien    l'équation 

i 

ex~x  —  x =  o 

e 

a-t-elle  de  racines? 

2°  Calculer  ces  racines  à  -^  près.  (Juin  1910.) 
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Besançon. 

Épreuve  théorique.  —  Question  de  cours.  —  i°  Vecteur 
tourbillon  d'un  champ  vectoriel  dérivable;  théorème 
d'Ampère-StoAes;  invariance  du  vecteur  tourbillon;  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'expression 
X  o.r  +  Y  0/  +  Z  oî  soit  une  différentielle  exacte,  en  sup- 
posant  au  préalable  que  les  fonctions  X,  Y,  Z,  des  va- 
riables x.  y,  z  admettent  des  dérivées  partielles. 

>°  Faisceau  de  rayons  à  deux  paramètres;  il  n'existe 
pas  en  général  de  sur/ace  qui  leur  soit  normale  ;  condi- 
tion pour  qu'il  en  soit  ainsi;  si  cette  condition  est  satisfaite 
pour  un  faisceau,  elle  sera  également  satisfaite  pour  le 
faisceau  provenant  de  la  réflexion  ou  de  la  réfraction  sur 
une  surface  quelconque. 

PROBLÈME.  —  x,  y,   z  désignant    les  coordonnées  carté- 


siennes rectangles  d'un  point  M,  trouver  la  surface  inté- 
grale la  plus  générale  qui  satisfait  à  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 


dz  àz 

lyz  7  +  k~ 


dx 


xy  =  o. 
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Particulariser  la  solution  de  manière  que  la  surface 
intégrale  contienne  le  cercle 

z  =  o 

a:2_i_jî — y  —  0 

Définition  géométrique  de  la  surface. 

Epreuve  pratique.  —  i°  Déterminer  un  polynôme  du 
quatrième  degré  par  les  cinq  valeurs  o,  —  i,  o,  -+-  r,  o  que 
doit  prendre  ce  polynôme  en  correspondance  avec  les 
valeurs  respectives  de  la  variable  x  : 

—  2,      — r,       o,     -hi-,      -4-2. 

a°  Calculer  le  moment  d'inertie  d'un  tore  homogène 
par  rapport  à  son  axe  de  révolution. 

Densité  cubique  de  la  matière  du  tore  =  i. 

Rayon  du  cercle  décrit  par  le  centre  du  cercle  généra- 
teur =  a. 

Rayon  du  cercle  générateur  —  b. 

(Juillet  191 1.) 

Bordeaux. 

Épreuve  théorique.  —  Soient  Ox,  Oy  deux  axes  rectan- 
gulaires. On  demande  de  déterminer  dans  le  plan  xOy 
une  courbe  C  telle  que  sil'on  mène  en  un  point  quelconque  M 
de  cette  courbe  la  tangente  i\IT  et  la  normale  MN,  on  ait. 
entre  les  abscisses  Xt,  Xn  des  deux  points  où  ces  droites 
rencontrent  l'axe  Ox,  la  relation 

X/ —  X„  =  ia, 

a  étant  une  constante  positive  donnée . 

En  désignant  par  8  l  angle  aigu  positif  ou  négatif  que 
fait  la  normale  MN  avec  Ox,  exprimer  les  coordonnées  du 
point  M  en  fonction  de  6.  Toutes  les  courbes  jouissant  de 
la  propriété  en  question  se  déduisent  de  l'une  d'entre  elles 
par  une  simple  translation  parallèle  à  Ox.  Construire 
celle  qui,  pour  9  =  -,  donne  une  abscisse  nulle  (x  =  o) 
pour  le  point  M  correspondant.  Calculer  la  longueur 
de  l'arc  compris  entre  les  deux  points  qui  correspondent 
à  0  =  o  et  à  0  =  -  .  Déterminer  le  rayon  de  courbure  pour 
chaque  valeur  de  0. 
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Épreuve  pratique.  —  On  donne  les  deux  ellipses  qui,  en 
coordonnées  rectangulaires,  ont  pour  équations 

x*        (y  —  i)t 

-5-  ■+-  — L_i  =  0, 

3  12 

x">-       (  y  -4-  1  )* 


1  4 

On  demande  de  calculer  à  o;ooi  près  l'aire  commune  à 
ces  deux  ellipses. 

(Juin   1910.) 

Épreuve  théorique.  —  I.  Exposer  la  méthode  d'intégra- 
tion d'une  fraction  rationnelle  en  supposant  connues  les 
racines  du  dénominateur. 

II.  Déterminer  l'ordonnée  y  d'un  point  d'une  courbe  en 
fonction  de  l'abscisse  x,  de  telle  manière  que,  en  tout  point 
de  cette  courbe,  le  rayon  de  courbure  R  soit  égal  au  carré 
de  la  dérivée  seconde  de  y  par  rapport  à  x,  c'est-à-dire 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  le  cercle  G  dont  le 
diamètre  OA  est  égal  à  l'unité. 

Par  le  point  O  on  fait  passer  une  sécante  variable  OP 
sur  laquelle  on  porte,  à  partir  de  O,  une  longueur  OM 
telle  que 

OM  =  /ÔP. 

Le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  y  qui-  en  tournant 
autour  de  OA,  engendre  une  surface  de  révolution  S.  On 
demande  d'évaluer  ; 

i°  Le  volume  du  solide  limité  par  la  surface  S; 

2"  L'aire  de  la  surface  S. 

I  Novembre  1910). 

Caen. 

Épreuve  THBORIQl  E.  —  Les  ares  de  coordonnées  Ox,  Oy, 
étant  supposés  rectangulaires,  on  considère  la  chaînette 
ayant  pour  équation 

y  =  -(e*-i-e-*). 
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Soient  P  un  point  de  cette  courbe, H  sa  projectionsurOX. 
(G)  le  cercle  de  centre  P  et  de  rayon  PH. 

L'enveloppe  de  ce  cercle  (C)  se  compose  :  i"  de  l'axe  OX, 
qu'il  touche  au  point  H;  i°  d'une  certaine  courbe  (S), 
qu'on  demande  de  déterminer,  et  qu'il  touche  en  un 
point  M. 

Construire  cette  courbe  (S). 

Vérifier  que\la  distance  des  deux  points  II  et  M  est  con- 
stante. 

Montrer  que  la  longueur  de  l'arc  décrit  par  le  point  M 
sur  la  courbe  (S)  est  égale  à  la  longueur  du  segment  rec- 
tiligne  décrit  pendant  le  même  temps  par  le  point  H  sur 
l'axe  OX. 

Épreuve  pratique.  —  Les  axes  de  coordonnées  OX,  OY 
étant  supposés  rectangulaires,  un  point  mobile  {x,  y) 
décrit  la  parabole  donnée 

yi  =  ipx. 

Si,  à  partir  de  l'origine  0,  on  mène  un  vecteur  équi- 
pollent  au  vecteur  vitesse,  l'extrémité  (a,  b)  de  ce  vecteur 
équipollent  décrit  la  parabole  également  donnée  (Jiodo- 
graphe) 

a2  =  %qb. 

Cela  posé,  on  demande  : 

i"  De  calculer  —7-,  -4-  en  fonction  de  y; 
dt      dt        J  J  ' 

i°  De  montrer  que  la  vitesse  aréolaire  par  rapport  à 
l'origine  est  constante  ; 

3"  De  calculer  x  et  y  en  /onction  de  t. 

(Juin  1910.) 

Epreuve  théorique.  —  Les  axes  de  coordonnées  OX,  OY 
étant  supposés  rectangulaires  : 

i°  Construire  la  courbe  ayant  pour  équation 


y  = 


20  On  considère  seulement  la  portion  de  la  courbe  pré- 
cédente qui  correspond  aux  valeurs  positives  de  x.  Soient, 
sur  cette  portion  de  courbe  : 


(  429  ) 
\   le  point  d'ordonnée  maximum; 
Mi  le  point  d'abscisse  r,  ; 

Mg  le  point  d'abscisse  x«,  qu'on  supposera  situé  à 
droite  du  point  A. 

Déterminer  la  relation  qui  doit  exister  entre  X\  et  x2 
pour  que  l'aire  comprise  entre  l'arc  0M|,  l'axe  des  x  et 
les  ordonnées  des  points  O  et  Ml5  soit  égale  à  l'aire  ana- 
logue comprise  entre  l'arc  AM2,  l'axe  des  x,  et  les  ordon- 
nées des  points  A  et  M.2. 

3°  Etudier  comment  varie  la  distance  mutuelle  des  pro- 
jections des  points  Mj  et  M2  sur  OX,  lorsque  ces  deux 
points  varient  en  satisfaisant  à  la  condition  ci-dessus  spé- 
cifiée. Montrer  que  cette  distance  possède  un  minimum. 

4°  En  désignant  par  M\  et  M's  les  positions  des  points  M| 
et  M 2  qui  correspondent  à  ce  minimum,  calculer  le  volume 
engendré  par  la  rotation  autour  de  OX  de  l'arc  M', M', 
complété  par  les  ordonnées  des  points  extrêmes. 

ÉPREUVE  PRATIQUE.  —  i°  Intégrer  l'équation  différentielle 

y'^-y  =  iev 

(e  désigne  la  base  des  logarithmes  népériens). 

•jl"  Indiquer  les  diverses  formes  que  peuvent  présenter  les 
courbes  intégrales  de  l'équation  précédente  ; 

3"  Quel  est  le  lieu  des  points  d'inflexion  de  ces  courbes, 
et  le  lieu  des  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe 
des  x  ? 
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Épreuve  théorique.  —  I.  Calculer  la  constante  À  de  ma- 
nière que  l'expression 

-2         ,  3y*       , 

-r—  dx  H =lt—  dy 


x  -r-  ky  y  ■+-  /,x 

soit  la  différentielle  totale  d'une  fonction  \j(x,y),  et  dé- 
terminer cette  fonction. 

En  désignant  par  OX,  OY  deux  axes  rectangti/ai/es,  conS' 
traire  les  courbes 

U  (x,  y)  —  const.. 
ainsi  que  leurs  trajectoires  orthogonales. 
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II.  Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ  : 
i°  Déterminer  toutes  les  courbes  intégrales  du  système 
d'équations  différentielles 

dx 


dz 


—  x  -\-y  —  iz-  z, 


dy 
dz 


2Z!+2(a  +  i)z  +  2a2 —  a-i-2, 


où  a  désigne  une  constante. 

■j."  Déterminer   celle  de   ces   courbes    qui  passe  par   le 
point 

#  =  o,        j  =  — a,         z  =  o; 

montrer  que   cette  courbe  est   une   parabole,    et  former 
l'équation  de  son  plan  P. 

3°  Trouver  l'enveloppe  des  plans  P  lorsque  a  varie. 

Epreuve  pratique.  —  Etant  donnée  une  parabole  dont  le 
sommet  0  et  le  foyer  F  sont  distants  de  i,n,  on  considère  la 


corde  AFB,  perpendiculaire  en  F  sur  OF,  et  l'on  demande 
de  calculer  : 

i"  En  décimètres  carrés  l'aire  de  la  portion  de parabo- 
loïde  engendrée  par  la  rotation  de  l'arc  OA  autour 
de  OF; 

2°  En  décimètres  cubes  te  volume  du  solide  engendré  par- 
la rotation  de  l'aire  FAOF  autour  de  OF  ; 

3°  En  décimètres  la  longueur  de  l'arc  AOB  de  la  para- 
bole. 

(Juin  i g r  i.) 

Grenoble. 
Eprei  \  i:  théorique.  —  I.  Construire  la  courbe 

(x—y)*=x-hy. 
Calculer  son  rayon  de  courbure  à  l'origine. 
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II.  Intégrer  l'équation 

y" —  3  y" -+-  v  —  3 y  =  s'\nx  ; 

déterminer  la  courbe  intégrale  de  façon  quelle  ait  un 
point  d'inflexion  à  l'origine,  la  tangente  d'inflexion  étant 
l'axe  des  x. 

III.  On  considère  dans  l'espace  une  courbe  C,  la  tan- 
gente T  et  le  plan  normal  P  en  un  point.  La  tangente 
coupe  le  plan  des  xy  en  un  point  A  et  le  plan  normal 
coupe  le  même  plan  suivant  une  droite  D;  déterminer  la 
courbe  C  de  façon  que  le  pied  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  A  sur  D  soit  un  point  fixe  qu'on  pourra  supposer 
placé  à  l'origine  des  coordonnées. 

Epreuve  pratique.  — I.  On  considère  la  fonction 
y=    I     s\nzx  cos-x  dx. 

Étudier  les  variations  de  cette  fonction.  Construire  la 
courbe.  Points  d'inflexion. 

Mener  par  l'origine  des  coordonnées  les  tangentes  à  la 
courbe.  Calculer  à  o,oi  près  l'abscisse  de  celui  des  points 
de  contact  qui  a   la  //lus  petite  abscisse  positive. 

Calculer  l'intégrale 


xz  d  r 


\ 


Ç  .r3  d 
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SOIITIOXS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


2170. 

(1911,  p.  93.) 


On  donne  une  courbe  plane  (C)  et  un  point  fixe  O  dans 
son  plan.  <)n  p<>r(r  sur  la  tangente,  en  un  point  M  de  (Gj, 
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une   longueur  MP   égale    au    rayon    vecteur  OM.    Déter- 
miner la  tangente  en  Y  à  la  courbe  lieu  de  ce  point. 

A.  DUBY. 

Solution, 
Par  M.  0. 

Soient  tu  et  0  les  angles  que  OM  et  MP  font  respectivement 
avec  Ox,  m  le  centre  de  courbure  répondant  au  point  M, 
N  et/?  les  points  où  la  normale  en  M  à  la  courbe  (C)  est 
rencontrée  respectivement  par  la  perpendiculaire  élevée  en  0 
à  OM  et  par  la  normale  en  P  à  la  courbe  que  décrit  ce  point. 
On  a 

d.OM  =  ON.dw,         d. MP  =  mp.dB; 
d'où 

ON.diù  =  mp.dO. 

Mais  si  ds  est  la  différentielle  de  l'arc  de  la  courbe  (G)  en 
M,  on  a  encore 

ds  =  I\l  N .  cko  =  M  m .  r/0. 
On  tire  de  là 

ON  __    mp 
MX  ~~  Mm' 

Il  en  résulte  que  §i  jrap.  est  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  de  courbure  m  sur  le  rayon  vecteur  OM,  on  a 
mp  =  m\x:  De  là,  la  construction  demandée.  Si  l'on  reporte 
m\L  en  sens  contraire  sur  la  normale  MN,  on  obtient  le 
point  q  déterminant  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  le 
point  Q  obtenu  en  portant  MO,  dans  le  sens  contraire  aussi, 
sur  la  tangente. 

Autres  solutions  par  MM.  Abramescu,  Bouvaist  et  Kllg. 


Bit  RATA. 


1911,  page  335,  ligne  i  en  remontant,  au  lieu  de  P',  lire  R-. 
1!J11,  page  33.3,  ligne  3  en  remontant,  au  lieude  son  cercle  ortho 
ptique  S,  lire  un  cercle  concentrique  S. 

1911,  page  336,  ligne   i,  au  lieu  de  K^a-H^'.  lire  K-  =  a2^-6,. 
1011,  page  336,  ligne  ~,  au  lieu  de  d'où  l'aire,  lire  dont  Taire. 
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[0'5j] 
SUR  LES  COURBES  PLANES, 
QUI  SO\T  A  ELLES  MÊMES  LEURS  POLAIRES  RÉCIPROQUES; 

Par  M.  Paul  SUCHAR, 
Professeur  au    Lycée   de    Pau. 


1.  Je  me  propose  de  déterminer  les  courbes  planes 
qui  sont  à  elles-mêmes  leurs  polaires  réciproques  par 
rapport  à  un  cercle,  ainsi  que  les  courbes  qui  coïnci- 
dent avec  leurs  polaires  réciproques  par  une  rotation 
autour  du  centre  du  cercle  directeur.  Je  dois  d'abord 
signaler  sur  un  sujet  analogue  un  article  de  M.  Fouret, 
Sur  les  courbes  planes  ou  surfaces  qui  sont  leur 
propre  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  infinité 
de  coniques  [Bulletin  de  la  Société  philo matique, 
187H,  |».  42-45).  Dans  cette  Note,  M.  Fourel  montre 
que  les  seules  courbes  possédant  la  propriété  indiquée, 
sont  les  combes  triangulaires  signalées  par  MM.  Klein 
et  Lie.  Enfin,  M.  Appell  a  étudié,  au  point  de  vue 
géométrique,  le  problème  que  nous  avons  en  vue,  dans 
deux  articles  Sur  les  courbes  aulopolaires  [Bulletin 
de  la  S,,ciét(:  mathématique,  j  février  1894,  et 
Nouvelles  Annale*  <lc  Mathématiques,  3e  série, 
mai  i-S()4  >•  Dans  ces  Notes,  M.  Appell  désigne,  sous  le 
nom  de  courbe  et  conique  autopolaire,  une  courbe 
qui  esl  à  elle-même  sa  polaire  réciproque  par  rapport 
à  une  conique  donnée.  M.  Appell  montre  que  la 
conique  la  pins  générale,  aulopolaire,  esl  bilangenle  à 
li  conique  fondamentale  el  dépend  en  outre  de  deux 
paramètres.    En   établissant    une   relation    quelconque 

Ann.  de  Mailu'inat.,  4'  série,  1    \I.  (Octobre  191 1.)  ,s 
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enlre  les  deux   paramètres,  M.  Appel I  démontre  que 

l'enveloppe  de  ces  coniques  se  compose  de  la  conique 
fondamentale  donnée  et  d'une  courbe  C,. qui,  si  elle  ne 
se  décompose  pas  en  deux  courbes  distinctes,  polaires 
réciproques  l'une  de   l'autre,  elle  est  aulopolaire   par 

rapport  à   la  même  conique  fondamentale. 

2.  La  recherche  des  courbes  qui  fait  l'objet  de  notre 
travail,  constitue  un  problème  très  général  dont  les 
solutions  sont  en  nombre  infini,  et  ne  semblent  pas 
devoir  être  comprises  facilement  dans  une  formule 
unique.  Je  suis  parvenu  à  résoudre  le  problème  dans 
sa  généralité  en  le  rattachant  à  la  Mécanique.  Je 
regarde  les  courbes  cherchées  comme  étant  les  trajec- 
toires décrites  par  un  point  matériel,  et  je  démontre  au 
n"  ï  le  théorème  suivant  : 

Si,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales,  la 
trajectoire  d'un  point  matériel  est  plane,  et  si  elle 
est  à  elle-même  (la  courbe  hodographe)  sa  polaire 
réciproque  par  rapport  à  un  cercle,  la  force  qui  le 
sollicite  passe  par  [V origine  de  l' hodographe)  le 
centre  du  cercle  directeur. 

Rappelons  encore  un  théorème  que  nous  avons 
démontré  dans  les  (Nouvelles  Annales  de  Mathéma- 
tiques^ 4e  série,  t.  II,  «902)  et  qui  nous  sera  utile  : 

La  courbe  hodographe  correspondant  à  la  tra- 
jectoire décrite  par  un  point  matériel  sous  l'action 
d'une  force  centrale  et  ayant  pour  origine  le  centre 
de  la  force,  coïncide,  après  une  rotation  de  900 
autour  de  ce  centre,  avec  la  polaire  réciproque  de  la 
trajectoire  par  rapport  à  un  cercle  ayant  pour 
centre  le  centre  de    la  force,    et   pour    rayon    la 
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racine  carrée  du  nombre  qui  est  la  constante  des 
aires. 

D'après  ce  dernier  théorème,  la  recherche  d'une 
solution  s'obtiendra,  en  supposant  la  courbe  comme 
étant  la  trajectoire  décrite  par  un  point  matériel,  sous 
l'action  d'une  force  centrale,  ayant  pour  centre  le 
centre  du  cercle  directeur.  On  effectue  ensuite,  sur  les 
coordonnées  du  point,  ainsi  que  sur  le  temps,  une 
transformation  convenable,  ayant  pour  but  de  trans- 
former la  force  en  une  autre  également  centrale,  et  le 
mouvement  en  un  autre,  avant  pour  nouvelle  trajec- 
toire la  courbe  hodographe  correspondant  à  la  nouvelle 
trajectoire,  ou  bien  la  polaire  réciproque  de  la  même 
trajectoire,  par  rapport  au  cercle  directeur.  On  dispo- 
sera ensuite  de  la  loi  de  la  force  qui  est  encore  inconnue, 
pour  que,  par  la  même  transformation,  le  premier 
mouvement  se  transforme  en  lui-même,  et  que  la  tra- 
jectoire se  transforme  en  elle-même,  le  mouvement  sur 
cette  dernière  trajectoire  étant  en  général  différent  du 
premier.  Remarquons  que  le  problème  étant  ainsi 
présenté,  il  peut  être  considéré  comme  un  exemple 
d'un  problème  résolu  par  M.  Painlevé,  Sur  la  trans- 
formation des  équations  de  la  dynamique  [Journal 
</c  Math.,  îe  série,  t.  X,  1894).  Je  dois  cependant 
faire  remarquer  qu'aucune  restriction  n'est  faite  sur  la 
loi  de  la  force.  J'entends  par  là  que  la  loi  île  la  force 
peut  dépendre  aussi  bien  <!<•  la  position  du  point  ma- 
tériel que  <lf-.  composantes  de  la  vitesse  de  ce  point 
sur  les  axes  des  coordonnées. 

3.  Soient  x  et  y  les  coordonnées  par  rapport  à  deux 
axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  d'un  point  matériel,  que 
pour  simplifier  nous  supposons  de  masse  égale  à  1 .  Les 
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•  •qualions  du  mouvement  où  l'origine  des  axes  est  le 
centre  de  la  force  sont 


(i) 

uy; 

le  double  signe  correspond  au  cas  d'une  force  répul- 
sive ou  attractive;  enfin  a  est  une  fonction  inconnue 
qui  peut  dépendre  en  général  de  x  et  y  et  de  x'  el^', 
x'  et  y'  étant  les  projections  de  la  vitesse  sur  les  axes 
Ox  et  Oy. 

Considérons  un  second  point  matériel  de  même 
masse  que  le  premier  et  dont  les  coordonnées  par 
rapport  à  Ox  et  Ov  sont  x,  et  y,,  et  qui  se  meut  dans 
le  temps  £, . 

Effectuons  la  transformation  suivante,  en  posant 

(2)  xi  =  x,       y\—y ,       -jj=±u. 

Diflérentions  les  deu\  premières  relations  (2)  par 
rapport  à  t{;  on  aura,  en  désignant  par  x\,y\  les  déri- 
vées de  xK ,  ys  par  rapport  à  /, ,  et  x",  y"  les  dérivées  de 
x'  et  y'  par  rapport  à  t, 

..  dt  ,  .  dt 

d'où,  en  ayant  égard  à  (1)  et  (2),  on  a 

Dilférentions  une  dernière  fois  ces  dernières  rela- 
tions, on  a 

,  dt  „  dt 
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en  ayant  égard  à  (2),  ou  ;t 

,  ,    ==±  —  x*. 

dt\  uJ 

Ces  équations  sont  les  équations  du  mouvement  du 
point  de  coordonnées  xltytJ  et  où  l'on  doit  remplacer 
dans  la  fonction  u,  d'après  (2)  et  (3),  x  et  y  par  x\, 
y\,  el  x'  et  y'  par  .r,  et  jk,.  Nous  remarquons  que,  par 
cette  transformation,  le  premier  mouvement  se  trans- 
forme en  un  autre,  où  la  force  est  encore  centrale,  le 
centre  de  la  force  étant  le  même  point  que  dans  le 
premier  mouvement  et  ayant  pour  trajectoire  la  courbe 
hodographe  correspondant  au  premier  mouvement;  le 
mouvement  sur  cette  dernière  courbe  a  lieu  d'ailleurs 
dans  le  temps  tt.  Remarquons  que  si  l'on  a  égard  au 
second  théorème  énoncé  au  n°  2  et  si,  au  lieu  d'effec- 
tuer les  transformations  (2)  el  (3),  nous  effectuons  la 
transformation 

dtt 

on  en  déduit  comme  précédemment  par  dillcreutialions 

1 6 1  x\  —y-*      y\  —  —  x< 

et  pour  les  équations  du  mouvement 

,'   d-X\  1 

=  ±  -xu 


dt\  u 

I    dt\    '      ~  uYu 

où  l'on  doit  efTecUier  sur  la  fonction  //  les  transforma- 
tions (5)  et  (6).  L<-  mouvement  défini  par  le  système  (1) 

se   transforme  ainsi   en    un   autre,    ayant    pour    trajec- 
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toire  la  polaire  réciproque  correspondant  à  celle  tra- 
jectoire, par  rapport  au  cercle  qui  figure  dans  l'énoncé 
du  théorème  du  n°  2.  Il  résulte  donc  d'après  ce  qui 
précède  que  la  trajectoire  correspondant  au  système  (i) 
coïncide  avec  la  courbe  hodographe,  ou  bien  avec  la 
polaire  réciproque,  si  ce  système  se  transforme  en  lui- 
même  par  les  transformations  (2)  et  (3),  ou  par  les 
transformations  (5)  et  (6),  ce  qui  exige  que  la  fonction  u 
soit  de  la  forme 

(S)  u=f(x  y  *\f) 

f{x,y,x,y) 

dans  le  premier  cas,  ou  encore  de  la  forme 


(9) 


Ax'*,y*,x*,y*y 


où  f  est  une  fonction  arbitraire,  et  de  plus  celte  der- 
nière expression  est  symétrique  par  rapport  à  x  et  y, 
ainsi  que  par  rapport  à  x'  el  y  . 

Il  est  facile  de  montrer  que  toute  solution  du  sys- 
tème (1)  est  une  solution  du  problème,  si  la  fonction  u 
est  du  type  (8)  ou  (9),  la  fonction  f  étant  donnée. 
En  effet,  soit 

(10)  w(v,y,&o,yo,B'oiy!o)  —  ° 

1  intégrale  générale  du  système  (1),  où  nous  avons 
exprimé  les  constantes  d'intégration  en  fonction  des 
conditions  initiales.  Nous  aurons  l'équation  de  la 
courbe  hodographe  correspondant  à  cette  dernière 
équation  en  lançant  le  mobile  d'après  (2)  et  (3)  avec 
les  conditions  initiales  suivantes  :  les  coordonnées  du 
point  initial  sont  x'0  et  y'oy  et  les  composantes  de  la  vi- 
tesse initiale,  x0  ely0.  Le  système  (1)  se  transformant 
en  lui-même,  l'équation  de  l'hodographe  est  donc 

(»j  [i'{  '■y,x'Q,y'o,xo,yo)  =  0, 
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où  nous  avons  supprimé  les  indices.  Il  y  a  deux  cas 
à  distinguer,  ou  bien  cette  dernière  courbe  coïncide 
avec  la  première,  ce  qui  exige  que  l'équation  (10)  smi 
symétrique  par  rapport  à  ./0  et  x'0  ainsi  que  par  rapport 
à/o  et  i  0.  Dans  ce  cas  et  pour  la  fonction  particulière 
de /"donnée,  la  trajectoire  correspondant  an  système  l  i 
est  à  elle-même  sa  courbe  hodographe,  quelles  (pie 
soient  les  conditions  initiales.  Nous  aurons  dom. 
d'après  le  n"  2,  l'équation  de  la  polaire  réciproque,  en 
effectuant  une  rotation  d'un  angle  droit  de  la  courbe 
(m)  ou  (u)  autour  du  centre  du  cercle  directeur: 
celte  équation  est  donc 


(12) 


xV(—y,  x,  #'„,/„,  a?o,JKo)  =  ». 


Si  les  équations  (10)  et  (i  i)  sont  distinctes,  il  suffit 
d'écrire  que  ces  deux  courbes  coïncident,  d'où  Ion 
déduit  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
données  initiales.  Supposons  la  fonction  u  du  type  i  9), 
on  remarque  dans  ce  cas  (pie  l'équation  (12)  est  aussi 
une  solution  du  système  (1).  Si  nous  lançons  le  mobile" 
d'après  les  formules  de  transformation  (5)  et  (6)  avec 
les  conditions  initiales  a?'0,  —  v0,  J'o-,  — #o5  l'intégrale 
générale  du  système  (1)  est  la  polaire  réciproque  cor- 
respondant à  l'équation  (10);  cette  équation  est  donc 
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'l'(  •'•,/,  -r'o,  —  y<>,yo,  —  *o)  =  o. 


Il  s'ensuit  (pie  les  équations  (1  2)  et  (i3)  ne  sont  pas 
distinctes,  ce  qu'on  voil  sans  peine  puisque  la  loi  de 
la  force  esl  la  même,  et  les  conditions  initiales  qui' 
font  décrire  ces  courbes  sont  les  mêmes.  Sur  les 
combes  (10)  et  (l3)  nous  pouvons  faire  les  mêmes 
hypothèses  que  sur  les  courbes  (10)  et  (1  1).  Les  courbes 
101  ci  11.)  1  coïncident,  et  dans  ce  cas,  pour  la  fond  ion 
/'donnée,  la  trajectoire  (10)  est  à  elle-même  sa  polaire 
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réciproque,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales; 
dans  le  cas  contraire,  on  écrira  comme  précédemment 
que  les  courbes  (10)  et  (i3)  coïncident,  d'où  l'on 
déduira  les  conditions  auxquelles  les  données  doivent 
satisfaire.  Il  peut  cependant  se  faire  que,  pour  une 
fonction  particulière  de  f,  on  ne  puisse  pas  déterminer 
des  conditions  iuitiales  particulières,  permettant  d'a- 
mener la  courbe  (10)  à  coïncider  par  une  rotation 
comme  nous  l'avons  expliqué,  avec  sa  courbe  hodo- 
graphe ou  avec  sa  polaire  réciproque;  cela  tient  à  ce 
fait  (pie  ces  dernières  courbes  sont  égales  à  la  première, 
mais  non  superposables.  En  effet,  on  remarque  que  si 
la  (onction  u  est  du  type  (9),  la  symétrique  de  la 
courbe  hodographe  ou  de  la  polaire  réciproque,  par 
rapport  à  l'axe  polaire  Qx,  est  aussi  une  solution  du 
système  (1). 

i.  Nous  avons  montré  que  toute  solution  du  sys- 
tème (1)  est  une  solution  du  problème,  si  la  fonction  u 
est  du  type  (8)  ou  (9).  Il  nous  reste  à  montrer  qu'on  a 
ainsi  toutes  les  solutions.  Il  suffit  pour  cela  de  démon- 
trer le  théorème  suivant  : 

Si,  quelles  que  soie/tt  les  conditions  initia/es,  la 
trajectoire  d'un  point  matériel  est  plane,  et  si  elle 
est  à  elle-même  [la  courbe  hodographe)  sa  polaire 
réciproque  par  rapport  à  un  cercle,  la  force  qui  le 
sollicite  passe  par  (l'origine  de  V hodographe)  le 
centre  du  cercle  directeur. 

En  effet,  prenons  pour  axe  polaire  fa  droite  Ox,  et 
pour  pôle  le  centre  du  cercle  directeur,  et  soient  /'  et  H 
les  coordonnées  polaires  d'un  point  M,  a  l'angle  de  la 
tangente  à  la  trajectoire  décrite  par  le  point  avec 
I  axe  Ox,  V  l'angle  de  celte  tangente  avec  le  rayon 
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vecteur  ()M,  enfin  /•,  et  x,  les  coordonnées  polaires 
du  pôle  correspondant  à  la  tangente  en  M  par  rapport 
au  cercle  directeur.  On  a,  comme  il  est  bien  connu, 


(') 


/r,  sin  V 


C: 


y/C  est  le  nombre   qui   mesure  le  rayon  du   cercle 
directeur.  La  relation  (i)  peut  s'écrire,  en  ayant  égard 


a  la   relation  tang V  =  r -y  > 
p  dr 


(2* 


On  sait  que  l'angle  V   se   conserve    par   la    transfor- 
mation  par   polaire    réciproque  :    on    aura    donc    par 


analogie 


ou 


r?  =  C* 


r*  =  C* 


\d*t/   -  r\  y 


l— 
777 


Celte  dernière  relation  correspond  à  la  courbe 
obtenue  par  la  rotation  de  la  polaire  réciproque  d  un 
angle  droit  autour  du  point  O.  Diirére niions  (2)  et  (3), 
nous  aurons 


(4) 
et 


'1  dr 
dr 


drt  r\  \  d%\  r,  /  ' 


il    suffit   de  remplacer  x,  par  x  dans  cette  dernière  for- 
mule pour  avoir  la  différentielle  de  (3').   Remarquons 
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que  si  nous  égalons     '      '  à  une   fonction  de  ;•,  Q,  /•,, 

x,  ou  a.  d'où  l'on  déduit  r-j—  et  qu'on  porte  dans  (4) 
et  (5)  en  avant  égard  à  (a)  et  (3),  on  aura  l'équa- 
tion différentielle  de  la  trajectoire  et  de  sa  polaire  réci- 
proque; or,  si  les  deux  courbes  coïncident,  elles  doivent 
satisfaire  à  une  même  équation  différentielle  ;  donc  les 
deux  équations  différentielles  (4)  et  (5)  ne  doivent 
différer  que  par  le  changement  de  /•  et  H  en  /-,  et  a,. 
Il  s'ensuit  par  conséquent  qu'on  ne  peut  avoir  que 

drt  _     f(r,  6,  ru  at) 
dr  f\  ru  a,,  r,  6  >' 

où  f  est  une  fonction  arbitraire.  En  portant  cette  der- 
nière expression  dans  (4),  on  a 


qui  est  la  formule  de  Binel  de  l'équation  différentielle 
de  la  trajectoire,  dans  le  cas  d'une  force  centrale  qu 
passe  par  l'origine  des  axes,  c'est-à-dire  le  centre  du 
cercle  directeur. 

5.  application.  —  Examinons  les  cas  particuliers 
où  /  est  une  constante,  et  supposons  la  force  attractive  ; 
on  a  dans  ce  cas  : 


c/Kr   _ 
d>y 

de*  ~     y' 


avec  les  formules  de  transformation 


a>i=x,       y\ 


dt\ 
dt 
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L'intégrale   générale  est  l'ellipse  ayant   pour  équa- 
tion 

{b'  x  —  by)*-^-  (a  y  —  a! x)1  =  (  ab'  —  ba'  f-, 

ab'  —  ba  pÉ  o, 

où  a,  6,  «',  b'  sont  les  constantes  d'intégration;  la 
constante  des  aires  a  pour  valeur  C  =  ab'  —  ba' .  W 
résulte,  d'après  ce  qui  précède,  que  pour  avoir  l'équa- 
tion de  la  courbe  hodographe,  il  faut  exprimer  les 
constantes  en  fonction  des  conditions  initiales,  et  faire 
l'échange  entre  x0  et  x'0  et  y0  ety'0  ;  or,  par  un  calcul 
facile,  on  trouve  que  cela  revient  à  changer  dans 
léquation  précédente  a  en  b  et  a  en  6',  et  comme 
l'équation  ne  change  pas,  il  résulte  que  l'ellipse  précé- 
dente est  à  elle-même  la  courbe  hodographe,  quelles 
que  soient  les  conditions  initiales,  l'origine  de  la 
courbe  hodographe  est  le  centre  de  cette  ellipse  ;  par 
conséquent,  la  polaire  réciproque  de  cette  ellipse  s'ob- 
tiendra en  la  faisant  tourner  d'un  angle  droit  autour 
de  son  centre.  Le  cercle  directeur  a  pour  centre  Je 
même  point  et  pour  rayon  \  ab1 — ■  ba  . 

Exemple  11.  —  Supposons   la  force  répulsive;  dans 
ce  cas  les  équations  du' mouvement  sont 

d*x  _ 

17F  ~x' 

dly 

avec  les  formules  de  transformation 

dt\ 

L'intégrale    générale     est    l'hyperbole     ayant     pour 
équation 

(  b'x  —  by)  {a  y  —  a  x)  =  (  ab' —  ba' j2 
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et  pour  asvmptoles  les  droites 

b'&  —  bjr  =  o,         a  y  —  a' x  =  o; 
la  constante  des  aires  est 

C  —  ab' —  ba  . 

Si    nous  déterminons   les  constantes  en   fonction   des 
conditions  initiales,  on  trouve  par  un  calcul  facile 


a  = 


•7V 


a?o—  ar, 


b'  = 


y  a  -+- 

Xo 

X 

J'o  — 

/o 

En  remplaçant  dans  ,  .    .  ,  , 

tanh-s  par    leurs    „1  "  Precedenle  les  cons" 

|jfL    leurs    valeurs,    ei  „      rr     .         .    i>  -    i 
eni.P  -r    al     '  '         i   effectuant   l'échange 

e'"ie^0et^     et   yn  et  y'     on».  ,, ,  • 

de  h  rnnnl      k    J  j°'   °n  tNYe  pour  l'équation 

ae  ,a  (  ourhe  hodograplie 

L  .  _j  . 

On  remarque  que  eetle  courbe  coïncide  avec  IV- 

L::u;e„("'e';:;,SC"a"^"sd~'e  dernière 
initiale,  do.vent  satisfaire  à  la  relation 


iuhia'l"n,a    VileS5C    iniliale    "   '»    le    ™J°°    vecteur 
'«U.al.   Da,,  cet  exe„lpk,e  centre  de,  Vperbolee"; 
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le  centre  du  cercle  directeur  qui   a  pour  diamètre  Taxe 
transverse  de  l'hyperbole. 

Exemple  III.  —  Supposons  la  force  attractive,  et  la 

fonction  u  = — —  • 
x.y 

Les  équations  du  mouvement  sont 


d'où 


y 

„ 

x'  .y' 

)    — 

X 

dx' 
as' 

= 

y 

dy' 

y 

= 

dx 

X 

En  intégrant  ces  équations  on  a 


(') 


x  =  —, 
y 

h 

y  =  -' 


où  a  et  b  sont  les  constantes  d'intégration.  Les  rela- 
tions (i)  nous  donnent,  en  désignant  par  C  la  cons- 
tante des  aires, 

yx'  —  xy'  =  a  —  h  =  C  ; 

posons  en  particulier 

a  =  m  C,         b  =  (m  —  i) G, 

où  m  est  nombre  entier  quelconque  et  positif.  L< is 
relations  (i),  en  les  divisant  membre  à   membre,  nous 

donnent, 

dy  _  ( m  —  \)y^ 
dx  ni  x 

En  intégrant  celte  équation,  on  a,  après  avoir  déler- 
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miné  la  constante  d'intégration, 


vm=     -1  o      r  '"-'• 

posons  encore 

ym 
3T=("V)m-1. 


où/)  est  une  constante  quelconque  ;  on  a,  pour  l'équa- 
tion de  la  trajectoire,  la  courbe  algébrique 

y"1—  {  mp)'"-l.r'"-1. 

Cette  courbe  coïncide  avec   sa   courbe  hodograpbe, 
si  les  conditions  initiales  satisfont  à  la  relation 


..m 
J   0 


Nous  aurons  ensuite  la  polaire  réciproque  par  une 
rotation  d'un  angle  droit  de  cette  dernière  courbe 
autour  du  point  O  de  rebroussement  de  la  courbe.  Le 
centre  du  cercle  directeur  est  ce  même  point  et  le 
ravon  a  pour  mesure 

e    ,    I),„-J"*("*-i)/>']'»-1 

m 

Si  en  particulier  nous  supposons  m  =  2,  on  trouve 
pour  trajectoire  une  parabole;  le  centre  du  cercle 
directeur  est  le  sommet  de  la  parabole;  ce  cercle  est 
imaginaire  et  son  rayon  est  p  y  —  i,  p  étant  le  para- 
mètre de  la  parabole.  Dans  le  cas  où  m  =  3,  on  trouve 
pour  trajectoire  une  parabole  semi-cubique. 

Exemple  IV.  —  Nous  allons  terminer  par  un  der- 
nier  exemple.  Supposons  la  lorce  attractive  et  u==  —  » 
V  étant  la   vitesse   à  l'instant  considéré  et  /•  le  rayon 
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vecteur.   La  loi  de  la  force  clans  ce  cas  est 


or,  d'après  Résal  (Comptes  rendus  de  f  Académie  des 
Sciences,  t.  00  |,  on  a 

où  C  est  la  conslante  des  aires  et  p  le  rayon  de  cour- 
bure  au  point  correspondant   de   la   trajectoire.    On  a 

donc 

r!/'!         r- 

en  avant  égard  au    théorème  des  aires,    écrit   sous  la 

forint' 

pv  =  G, 

où  p  est  la  distance  du  centre  de  la  force  à  la  tangente 
à  la  trajectoire.  La  formule  (i)  peut  encore  s'écrire 

dr  _  r* 

'  dp  ~~  P  ' 
d'où  enfin 

p  =  a  r. 

a  étant  la  conslante  d'intégration.  Si  nous  désignons 
par  V  L'angle  de  la  tangente  à  la  trajectoire  avec  le 
rayon  vecteur,  la  relation  précédente  nous  donne 

«in  V  =  a. 

Il  s'ensuit  par  conséquent  que  la  trajectoire  est  une 
spirale  logarithmique  ayant  pour  pôle  le  centre  de  la 
force;  son  équation  est 

Supposons   que   le   mouvement   sur   la   trajectoire  a 
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lieu  dans  le  sens  de  H  croissant;  prenons  pour  sens 
positif  sur  la  tangente,  le  sens  du  mouvement,  et  pour 
sens  positif  sur  le  rayon  vecteur,  le  sens  OM  ;  l'angle  V, 
qui  figure  dans  l'équation  précédente,  est  l'angle  de 
ces  deux  directions  positives.  On  remarque  alors  que 
l'angle  de  deux  directions  positives  correspondant  à  la 
courbe  hodographe  est  ti  —  V,  et  par  conséquent, 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  3,  l'équation  de  la 
courbe  hodographe  est 

p  =  p0«TcoiV(a— a,)t 

Il  résulte  donc  que  ces  deux  courbes  sont  égales, 
mais  non  superposables.  Il  suffit  par  conséquent  de 
considérer  la  courbe  symétrique  de  la  précédente  par 
rapport  à  l'axe  Ox,  pour  l'amener  ensuite  par  une 
rotation  convenable  à  la  faire  coïncider  avec  la  pre- 
mière courbe.  Remarquons  (pie  le  centre  du  cercle 
directeur  est  le  pôle  de  la  spirale. 
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SIR  LES  FOMTIOXS  ENTIERES  D'ORDRE  MIL; 

Par  M.  G.  VAIJRON. 


Je  me  propose  dans  ce  travail  de  préciser  la  relation 
entre  l'ordre  de  grandeur  d'une  fonction  entière  d'ordre 
nul  et  la  distribution  de  ses  zéros,  principalement 
dans  certains  cas  de  croissance  régulière. 

\.    Désignons    par    a„    le   //"'""'   zéro,   et  par  rn  son 


(  ï4g  ) 
module;  par  hypothèse  la  série 


2^ 


converge  quel  que  soit  le  nombre  positif  A".  Par  suilc, 
la  quantité 


loi 


Iog/-„ 


tend  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment.  On  peut 
alors  trouver  d'une  infinité  de  façons  (')  des  fonctions 
?(#),  définies  et  continues  pour  x  >>  /■„„>  et  telles  que  : 
i°  ^{x)  décroît  (ou  du  moins  ne  croît  pas),  et 
lim  p(#)  =  o; 

p(#)log#  croît  (ou  ne  décroît  pas),  et  croit  indé- 
finiment. 

2"  t7rt^p(rw)j  quel  que  soit  n  >  //0: 

trn=  p(''»)5  pour  une  infinité  de  valeurs  de  //. 

o(x)  sera  appelé  un  exposant  net  de  la  suite  des 
zéros;  on  voit  qu'on  a,  pour  n  >-  //„, 

(l)  n     r;,      >. 

2.  Ceci  posé  considérons  le  produit  canonique 

a*) -ni 

en  désignant  par  /•  le  module  de   s,  <>n  a  évidemment 

l/'-'î:       |      [l 


(')  Voir  mon  article  :  Sur  les  fonctions  entières  d'ordre  nul 
(  Malliematische  Annalen,  1!.  70.  p.  172). 

Ann.  de  Mat  fié  mat.,  V  série,  t.  XI.  (Octobre  1911.)  29 
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En  définissant  le  nombre  m  par  la  double  inégalité 
i  2  '  r/n|  /■  <  rm+i, 

nous  avons,  pour  n  <<  />?, 

r  r 

H <2— , 

et  par  conséquent 

|/(*)|<  — 2«fT(i+-). 

/•,  /••> .  . .  r,„       1_  1  \         rn  I 

m  -  1 

D'autre  part  on  a 

r 

r  — 

M <  er»\ 

r„ 

donc 

,v_L 


n 


H <e 


Soit  alors  $>{x)  un  exposant  de   la   suite  des  zéros, 
nous  aurons  pour  n  >>  m  : 

o(rn  )  <  pi  /-,„_,_,  )  <  pi  /•  |; 
d'où 

'         ni  rV»  <rV\ 

et  par  suite 

i  i 

< 


/./;    ^       i     » 

posons  enfin 

M  =  partie  entière  de  /•? '' '  . 
ou  aura 

AI  —  /»  Z^30     <Y.r 

<-7-+/      TU 

/  <rP    '' 
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el  comme 


( 


il.r  li  /•  i  ;M  -(-  I  r?  ' 

r—<(H-e) p(/-)     i  '  i. 


I  —  zi  r  i 


«^  M  4-  I      '  ' 

nous  aurons 


i  M  -4-1  {■'• 


rjt  —     ;  M  —  m  -f-(H-  z)p(r)  rP(,,)<  (n-e)/*p'''] —  ///. 

m  ■  i 

Finalement  nous  obtenons 

/•'"  .  p  .  r'"  r  r 

iji   |/ù)|< 2"»e(l    -'      e    '»< e<1    E)'T    . 

/-,/-2  ...rm  't/'2  ••■'"/« 

L'inégalité  (3)  et  le  théorème  bien  connu  de 
M.  Jensen  montrent  que  l'on  a 

i.ii  M  i  n  =  c'x/'  (  o  <  a  <  i -f- £  ). 

Mi  /•  i  désignant  le  maximum  de  l/(-s)|  pour  ;  =  /•. 

',].  Pour  trouver  une  limite  supérieure  de\f{:-  ]  en 
fonction  de  l'exposant  net,  il  reste  à  calculer  une  limite 
supérieure  de  l'expression 

iin  ,-M 


M    étant    le    nombre  défini  précédemment.   Pour  cria 
nous  introduirons  les  nombres  \\/t  définis  par  l'égalité 

dP  ''■" 

De  cette  définition  résulte  l'inégalité 

I; ,  <;  r„      r        i  //„  <  n     M  i; 

(')  l»;ins  tout  ce  «pii  suit  je  désignerai  par  :  toute  quantité  ten- 

■  .  iii 

.l.iui  \  ers  zéi  o  avei    ->  —  >  mi  — 
r     r  m 
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d'où  il  suit 


A  <  K  i—jT rr-         I  K  fini 


ou  encore 


A.<K/»e    "• 

Désignons    pour    un   instant    par    s  (a?)    la    fonction 

inverse  de  x?{-r-;  »(^)  est  une  fonction  croissante,  telle 

c  j  u  e 

cp(n)  =  R«, 

et  par  conséquent  on  a 

"  -M+8 

yiogR„=  /  logf(a?)rfa?  +  8'IogRM         ( — i<0'<i>* 

en  posant 

M  •+-  8  =  rP  '''  ; 


et  en  intégrant  par  parties 

,  H  +  0 

ç(  J-  ) 


/  logOl  3"  )dx  =  \x\o"V\  X  l]*+  J—    /  — <?[?(&) 

/  O   .  L  »   ,  J»„  /  Oi  X)        L  '         ■ 


En   prenant  o  (a?)    pour    variable    dans    la    dernière 
intégrale,  nous  obtenons 

/  log  c?(a?)  f/^  =  (M  -h  6)  log  r  r-  Ki—  /     — —  dx 

i  Ki  fini  I, 

cl  ainsi 

m  ,. 

V  log R„  =  M  log/-  -r-  8  logr  +  0'  logRM  —  \<y—f    '^-  dx. 

On  aura  donc 


A< 


—  8log;-—  0'logBa+Ki+  /    — — </■•' 


(   ft>3  ) 
et  comme 

loffP 


r  '"  g-pt-gj 


^A/- 


icml  vers  zéro  avec  -  , 


A  <e 
Puisqu'eniin 


l  + 1    /     -! —  </.r 


,.p(/-) 


£ 


lend  vers  zéro  avec  -  [car  cette  expression  est  inférieure 
à  p (/')],  l'inégalité  (3)  donnera 


f(z)\<e 


4.  On  peut  obtenir,  en  partant  de  L'égalité  (4),  une 
égalité  assez  précise  dans  certains  cas.  Soit  '^{x)  une 
fonction  continue,  croissante  (ou  ne  décroissant  pas), 

et  telle  que 

/•„  =  çpl  /'  I, 

et  soit  'lt(x)   la   fonction    inverse    (qui   peut  avoir  des 
discontinuités  brusques). 
L'égalité  (  { )  s'écrit 

-2<os<p<« 

M|  ;•)  =  r»le     '  e*,f    . 

En  opérant  comme  précédemment,  on  obtiendra 

m 

,    logç(n)  =  mJogr-fr-0logr-h8'  logr/H — K—  / dx 

i  '"• 

i  K  constant  l, 


du  encore  comme 


(    l'i   ) 
losr 


ilii  ./•  i 


/./■ 


m 

/ 1  log  »(»)  =  m  log r  —  ( i  +. e)  /      r"  -    dx  . 

i  '  '  ■ 

et  par  couséquenl 

logM(r)  =  (i -f-s)  I      - dx-+-y.r?'       (o<a<i-t-e'/. 

Cette  égalité  donnera  une  expression  asymptoticjue 
de  logM(r),  lorsque  le  second  terme  du  deuxième 
membre  sera  négligeable  devant  le  premier.  En  parti- 
culier, si  l'on  a 

»  =  (i-t-e  )/•'//'»  . 

la  fonction   b(x)  satisfaisant  aux  premières  conditions 
du  paragraphe  l,  on  aura 


Iosr.Mi'/- 1  =  1 1 


J,-.   x 


dx. 


Ceci  montre  cpie  l'inégalité  (5)  est  la  plus  précise 
que  L'on  puisse  obtenir. 

5.  Il  existe  d'ailleurs  une  infinité  de  cercles  I  z  I  =  /', 
sur  lesquels  le  second  membre  de  l'égalité  (6)  se  réduit 
à  son  premier  terme,  et  sur  ces  cercles  on  a 

log  |  f{z)  |  =  (i  ■+■  s)  /     — '- —  dx. 


En  ellet,  en  supposant  ;•  ^é  /•„,  on  a 

i/(*)i  >rifii-f 


posons  toujours 
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rm  â  r  <  r 


et 


'•/«•  <  t.  <  r»r+i,        r,„»  <  /«i  /•  <  >•„,'+ 1        <  /. ,  >  i  >. 


on  obtiendra  facilement 

iA-.'i>ni'^h^b-n(^) 


nmn 
n 


Oi 


n 


-   >  (  I  —  -  )       >  e-hm'  ,  /,  fini  |; 


d'après  la  définition  de  nt\ 


n 


_2  y  ii      _2  y  - 

>e    m"+1     >e     m  +  1      , 


et,  d'après  le  calcul  du  paragraphe  2, 

7;  4~  <(i-f-e  irP  '  —  m; 


donc 


n 


>e 


Eulîu 

n(^)n 


m     i  »r+  i 


l /,/•!'"      '"   ' 
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d'où 


[J|r-r,| 


I  /'  -  »  I  >        /""         e-A«*  e -t(H  s  r! 


ou 


n 


(7)     |/(s)|  > 1 e-e.^SL+î — _  (H_,  fini). 

Ceci  posé,  étant  donné  le  nombre  R,  nous  choi- 
sissons (')/•  de  la  façon  suivante,  si  nlK  est  le  nombre 
des  zéros  compris  entre  les  cercles  de  rayons  II  el 
KR    (K>4)'>    nous    tracerons    les    cercles    de    rayon 

R  +  (K  —  i)R  t — ,  i  =  i,  2,  ...,  XnR,  (a  >>()),  et  nous 

exclurons  certaines  des  couronnes  formées  de  la  façon 
suivante  :  si  une  couronne  contient  q  zéros,  elle  est 
exclue  ainsi  que  les  q  précédentes  et  les  q  suivantes;  si 
ces  iq  couronnes  contiennent  ;■  zéros,  les  /•  couronnes 
précédentes  et  suivantes  sont  exclues,  etc.  Comme  il 
reste    au  moins  6/in    couronnes,  on  peut   trouver   un 

cercle  pour  lequel  y  =  R,   k{  r  =  KR. 

Nous  aurons  alors 

i         i            /•  i r     i 
'•,,,+i+i  —  /•    >  i  lv  —  i  i  -— -  . , 

K      A  «il 


d'où 


K      A  «u 


n,r_r;,>  a-^]—  ii^ 


i  car  «r 


Procédé  indique  par  M.   Boutroux  dans  sa  Thèse. 
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el 


11 

;;'-+-  1 


\  ?■   —  f 
mf+  l 


"■>   (  1  m''    m'  »    /.'«,.  -^  •>    II    w»*     m' 


i  À'  et  IL  finis  i. 
mais  puisque 

»»"=  ''„■'"'  '  <  I  /■  i  r  i?''1  <  i  i  —  e  i  r?  ■>■  . 


l'inégalité  (7)  devient 

(  8  )     |/i5i 


i  II  fini  i. 


,-H/;f      _  e(14-£),/ro      .>• 


En   comparant  avec  les  égalités  (6)  et  (4),  on  voil 
que  dans  les  couronnes  considérées,  on  a 


(9)     !/(*) 


r,  r2 . . .  /•„, 

i  A  fini  i. 


Il  reste  à  montrer  que  Ton  peut  déterminer  I\  de 
façon  (pie  les  seconds  membres  se  réduisent  à  leur 
premier  terme.  Soit  N  un  nombre  tel  que 

N  =  rj  '"  : 

d'après  le  paragraphe  I.   il   existe  une  infinité  de  ces 

nombres  :  nous  prendrons 


K  —  /  \  =  >\c  i  7.  fini  i. 

Nous  aurons  ainsi 

r?  *  =  i  /,  i;  ip  *b    ;  i  /  lt  iP  '>  <  (  i  +  i  irjj  '  i  **, 
el  d'autre  part 

>     —      >  cP  '■  : 


/,/•..  .  ./• 
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il  s u il  bien  de  là  l'égalité 


<■>■■ 


sur  les  cercles  considérés  et  par  suite  l'égalité 
annoncée 

Pr  tl/l  ri 

/  ,.WI  \l+ï  [1  +  8')/      J rfx 

.10)  \f(z)\=   (-— —  )  =6  ./r,     ■' 

valable  sur  une  infinité  de  cercles  ('). 

6,  Il  résulte  de  ce  qui  précède  cpie  l'on  doit  prendre 
pour  limite  supérieure  du  maximum  M(/')  du  module 
t\ef(z)  pour  |  z  |  =  r,  une  expression  de  la  forme 

eJrt    ■»■ 

où  'J-('i')  est  une  fonction  croissante  de  r,  mais 
croissant  moins  vile  que  x'~,  t  ^>  o.  Nous  dirons  qu'une 
fonction  d'ordre  nul  est  parfaitement  régulière 
lorsqu'on  a 

(1+6)    /       ! -</.>• 

i  1 1 1  M  (  /•  )  =  e  J  m     '' 

la  fonction  {J-(x)  satisfaisant  à  certaines  conditions.  Si 
l'on  pose 

/''  u(x) 
d.r  =  ry'r)  log/\ 
x 

on  constate  aisément  que  la  fonction  v(r)\ogr  est 
croissante;  d'autre  part  v(/-)  doit  tendre  vers  zéro,  nous 
supposerons  que  'J-(x)  est  telle  que  la  fond  ion  v(.r) 
décroît  constamment  (ou  du  moins  ne  croit  pas). 

Cette    hypothèse    faite,  il    résulte  du    théorème   de 

(  '  )  Ce  théorème  est  une  précision  de  celui  que, j'avais  démontré 
dans  les Mathematische  Annalen  (théorème  de  M.  YViman). 
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fensen  l'inégalité 


^eU+'Jr'    logr, 
\  '"«/ 

d'où 

fi-f-  s  )r^rHosr 

n<  1 i — ' 

logr—  logrn 

valable  f|iiels  que  soient  /•  et  n,  en  prenant 


v    /•„  i  lojr/-,, 


«<(H-e)vi  /■„  i  log/-n  .er'n  '«  . 

et  comme  le  second  membre  de  cette  inégalité  est  une 
fonction  croissante  et  que  son  logarithme  divisé  pai 
logr«  décroit,  il  existe  un  exposant  net  o(.r)  de  la 
■Mille  des  zéros  tel  que 

x9  ■•''  <  i  i  -+-  £  iv  i  x)  logx.ex^xK 
En  appliquant  l'égalité  (6)  on  obtiendra  alors 


£7     * 


(i-t-e)  /        ^-ï-dx-h  av(r)  losre.iMr>  =  (n-Si)/,v(''  log/\ 


ou  encore  comme  v(a?)  tend  vers  zéro,  et  d'après 
l'égalité  (  i  2), 

(|3)  / il.r  =  \  l  -+-  £2  1    /       J '/'•: 

cette  égalité  donne  le  nombre  des  zéros  contenus  dans 
le  cercle  de  rayon  /•  puisque  ce  nombre  n  esl  égal  à  la 
pallie  entière  de  ù(r).  Tout  revient  à  calculer  une 
valeur  approchée  de  ty\  ;•).  <  )i-  de  l'égalité  (i3)  on  déduil 

/  •  dx    =  (l-      il         ' <lr-\-l3    /       ■! <l  1  . 
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£j  et  £.t  tendant  vers  zéro  avec  -•  Déterminons  /•'  par  la 
condition 

<  1 4  »  /      j dx  =  Jz  (     - dx. 

et  prenons  r  assez  grand  pour  que  s;,  <<  s;  on  aura 
C'  4,(#)   .  /*'  (*(•«■  )  j 

/ dx  =  (  I  -f-  £.  )   /        ! tf.T, 

J  x  !  x 

«le  sorte  que  4'(,r)  est  égala  (i -j- s  )  |j.(j;)  pour  une 
valeur  au  moins  de  x  comprise  entre  ;•  et  /',  et  par 
suite  si  l'on  a 

i  •      V-  (  r') 

1 1  m =  i . 

e=o  ;->•(  r) 
on  aura 

n  =<li( r  )  =  [  i  -r-  t)  \xt  r  I. 

C'est-à-dire  que  de  l'égalité  (i  i)  on  déduit  l'égalité 
n  =  \i(  rn){  r-f-e). 

Les  conditions  imposées  à  \±{x)  sont  les  suivantes  : 

i°  La  fonctionner)  définie  par  l'égalité  (12)  es/ 
décroissante. 
2"  Zte  r  égalité 

/*'  u(a?) '  /*''  a(ar) 

/       J <7j"  =  (  1  -+-  e  )  / dx. 

J0  x  JQ         x 

on  déduit 

..      fl(r') 

Jim  - =  1. 

Celle    deuxième    condition   s'obtient    en    modifiant 
l'égalité  (i4);  elle  est  vérifiée  toutes  les  fois  qu'on  a 

I       - dx  =  \x(x)y{x  )(\  -r-  £  ), 

'/\x')  étant  une  fonction  croissante. 
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En  prenant  par  exemple  pour  valeur  de  logM(/*)  à 
(  i  --  z)  près, 

in  IogreA  l0»r  "        i  /.      ;  i; 

2"  (log/')l+a; 

3°  Logre*  l0-i'-  "•        (a>i); 

A 

on  obtiendra  pour  valeurs  de  v(/*)  des  fonctions  dé- 
croissantes; d'autre  part  on  aura  pour  'x(x)  les  valeurs 
suivantes  : 


„  T  A  7.i  lui;/,/'  ia~!    1 

[  logA— iT..  .log2/"J 


i"      eA(iofn;i- 

L        »og 

i  i  —  ■/.  1 1  Iog /•/''; 


a-1  ,.  \   log./-  " 


V   e»  '"-;'•  ![i+Aa|  log2  /•)«-'  |  =  (n-s)Aa  logw^-'c 

r^-      A 

r-"»'"  : (H-  e). 

l'-'g/.  '' 

La  remarque  précédente  s'applique,  et,  d'après  les 
résultats  du  paragraphe  i,  on  obtient  les  égalités  réci- 
proques : 

logM(/')  =  (H-ê)  l.»^/w'v   lu-'-  "'. 

n  =  (i-+-e'  le*  '"^'-  *        |  /,     3); 

IogM(/')  =  (i-+-e)i  log/-)l+fle, 
/i  =  (i-f-e')l  logr)"|  [-»-a); 

logM(r)  =  (!-+■  e)logreA  >"-''  \ 
re  =  (i  +  =  '  -  A-/i  log2/')a   l*A  '"'■'  "        (»>i); 

A 

logMi  r)  =  i  i+e);*', 

A 

re  =  (  i  +  s  i 

lOgA-/- 
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CERTIFICATS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES. 


Lille. 


Épreuve  THÉORIQUE.  —  Problèmes.  —  I.  Dans  un  plan 
rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  Oa?,  Oy,  trouver  les 

courbes  telles  que  la  sous-tangente  soit  égale  à    >.y —  - — , 
oc  et  y  désignant  les  coordonnées  du  point  de  contact. 

II.  1.  Etant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires Ox,  Oy,  Oz  et  la  surface  (S)  dont  l'équation  est 

x2(x2  -\-y2  ■+-  a2)  —  a'2 y2  =  o.; 

indiquer  la  forme  des  sections  de  (S)  par  des  plans  paral- 
lèles aux  plans  de  coordonnées. 

2.  Construire  en  particulier  l'intersection  (Y)  de  (X)  et 
du  plan  xOy,  calculer  l'aire  de  la  région  du  plan  limitée 
par  {  Y  )  et  l'une  de  ses  asymptotes. 

3.  Calculer  le  volume  de  la  portion  de  l'espace  limitée 
par  (S)  et  par  le  cylindre 

x2  -+-  y2  —  ay  =  o . 

Question  de  cours.  —  Mouvement  d'un  point  matériel 
sur  une  courbe  plane  fixe  sous  l'action  d'une  force  située 
dans  le  plan  de  la  courbe;  projections' du  mouvement  sui- 
tes axes;  équations  intrinsèques  (projections  sur  la  normale 
et  la  tangente). 

Application  au  pendule  simple  (donner  seulement  les 
équations  du  mouvement). 

Epreuve  pratique.  —  I.  On  considère  la  courbe  (Y)  gui, 
rapportée  à  deux  axes  rectangulaires,  a  pour  équation 

(  I'  )x3  —  a(x2  —  ''>y2 )  =o. 
■s"it  i  C)  le  cercle  de  courbure  au  point  À  (.r  =  a, y  =o). 
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Soit  (C)  le  cercle  qui  a  pour  équation 

■>-  i  .>■-    -  )-)  —  î  i  ax  —  14  a-  =  o. 

Tracer  le  contour  V.BCD  situé  au-dessus  de  O.r  et 
limité  par  un  arc  de  la  courbe  (F),  un  arc  du  cercle  (C) 
l'axe  des  x  et  un  arc  du  cercle  (C). 

Calculer  luire  de  la  portion  du  plan  limitée  par  ce 
contour  et  le  périmètre  de  ce  contour. 

\\.  Moment  d'inertie  d'un  solide  homogène  limité  par 
deux  cylindres  de  /ayons  R  et  r'  de  même  axe  et  de  hau- 
teur commune  h  : 

1"  Par  rapport  à  l'axe  de  révolution; 

Par  rapport  à  une  génératrice  du  petit  cylindre; 
j°  Par  rapport  éi  une  génératrice  du  grand  cylindre. 

(Juillet  1910  .) 

Épreuve  pratique.  —  Problèmes.  —  1. 1.  Dans  un  plan  rap- 
porté à  deux  ares  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy, 
trouver  une  courbe  telle  que  l'ordonnée  é/   l'origine  de  la 

y- 
tangente  en  un  point  M  soit  égale  ci  —         ;  x  et  y  désignent 

1  yax 

les  coordonnées  du  point   M,    a  représente  une    longueur 

•Ion  née. 
~2.  L'une  de  ces  courbes  a  pour  équation 

xyï  =  a(x-+-  y  1-  : 
construire  cette  courbe. 

'■'>.  Calculer  l'aire  du  trapèze  curviligne  limité  par  un 
arc  de  la  courbe  précédente .  les  parallèles  à  Oy  menées 
par  l'extrémité  de  cet  arc  <  1  l'a  r,-  <  >./•. 

II.  Ox,  Oy,  Oz  é-tant  trois  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires et  a   une  longueur  donnée,  calculer  l'aire  de  la 

port  ion  de  la  surf  a* 

iaz  =  x-  -h  y2 

qui  se  projette  orthogonalement  sur  xOyà  r  intérieur  de 

la  courbe 

-+- y-  f-  =  a2  <  x-  — y-  ). 
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Question  de  cours.  —  Mouvement  d'un  solide  autour 
d'un  arc  fixe.  Pendule  composé. 

ÉPREUVE  PRATIQUE.  —  I.   1°  Résoudre  l'équation 

f(x)  =  x6 —  8a"5  +-  9.5. r* —  jK.r3—  >Sx' —  8.r  =  o, 

sachant  que  les  racines  sont  commensurables ; 
2°  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction 

3°    Tracer    la    courbe   y  =  F (x)   quand  x   varie   de  -+■  2 

à   -r-  oc. 

Calculer  l'aire  limitée  par  cette  courbe,  l'axe  des  x  et 
les  droites  x  =  3,  x  =  \. 

II.  Par  rapport  à  un  système  d'axes  fixes  <)X,  OV  et 
à  certain  instant,  un  système  wx.  My  est  dé  fini  de  la  façon 
suivante  :  les  coordonnées  de  to  sont  i,  i  et  l'angle 
(w  x,  OX)  =  3o°,  le  point  io  est  animé  d'une  translation 
parallèle  à  OX  de  grandeur  3  et  les  axes  wx,  o>y  ont  une 
vitesse  angulaire  de  rotation  autour  de  to  égale  èi  ■>..  Le 
point  situé  sur  ta  x  et  d'abscisse  -4-  i  est  le  centre  d'une  rota- 
tion de  vitesse  angulaire  i .  Trouver  le  centre  instan- 
tané du  mouvement  résultant. 

(.Novembre  1910.  ) 

ÉPREUVE  THÉORIQUE.  —  Question  de  cours.  —  Etudier  les 
différents  points  d'un  corps  solide  dans  un  mouvement  de 
rotation  autour  d'un  axe  fixe. 

Donner  leur  expression  analytique  en  supposant  que 
l'axe  de  rotation  passe  par  l'origine  et  que  le  vecteur 
rotation  a  pour  projections  p ,  y.  /'. 

Problèmes. —  I.  Construire  la  courbe  plane  (C)  repré- 
sentée dans  un  système  de  coordonnées  rectangulaires  pur 
l'équation 

x"-  (  x"-  ■+■  y*  )  ■+■  \  a  x"-y  —  a  a"- x1  +  3  «2  r2  —  \  a3y  -+-  a*  =  o, 
où    a   désigne  une   longueur   donnée;   trouver   le   lieu  du 
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milieu  des  cordes  de  (  C  l  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées. 
Calculer  l'aire  de  la  région  du  plan  limitée  par  {C). 

II.    Dans    un  plan    rapparié  à  un  pôle   O    et    ci  un  axe 

polaire    Ox,     construire    la    courbe   (F)    représentée  par 

l'équation 

a 

z  —  i  a  cosw > 

1  cos  M 

nù  u)  et  o  ont  leur  signification  ordinaire,  a  représentant 
une  longueur  donnée. 

Montrer  qu'il  existe  sur  Ox  un  point  I  tel  que  la  droite 
IM  qui  le  joint  à  un  point  quelconque  M  de  (Y)  fasse  avec 
Ox  un  angle  triple  de  l'angle  (Ox,  O.M). 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (T  i 
quand  a  varie. 

La  courbe  (Y  ) présente  une  boucle,  calculer  l'aire  de  la 
portion  de  la  sphère  de  centre  O  et  de  rayon  \  a  qui  se  pro- 
jette éi  l'intérieur  de  cette  boucle. 

Épreuve  pratique.  —  I.  <)n  donne  deux  axes  rectangu- 
laires et  les  courbes 


(A)  y  =  -  \/\Jc  —  x-, 

(B)  y  =  i  s/xi  h-  2. 

Construire  la  portion  DP  de  I  A  |  />"/'/•  O  ^a:  1 1  e/  la  por- 
tion PQ  ^/e  (  B  )pour\'lx<^i.  trouver  les  tangentes  de  ces 
courbes  au  point  commun,  calculer  les  rayons  de  cour- 
bure. Calculer  l'aire  de  la  sur/air  de  révolution  engen- 
drée par  l'arc  OP  en  tournant  autour  de  Ox  et  l'aire 
plane  limitée  par  l'are  PQ,  l'axe  des  x  et  les  parallèles  à 
Oy  menées  par  P  et  Q. 

II.  Deux  points  pesants  se  meuvent  sur  une  droite  verti- 
cale, le  premier  passe  en  <>  au  temps  t  =  0  avec  une  vitesse 
c,,  le  deuxième  passe  en  O  au  temps  0  avec  une  vitesse  c;. 

On  demande  l'instant  où  1rs  deux  mobiles  se  rencon- 
trent, leur  position  et  leurs  vitesses  et  cet  instant;  discuter 
les  signes  de  ces  quantités  (on  supposera  0  "_   o). 

.1////.  de   Uathémat.,  \'  série,  t.  XI.  (Octobre  1911.)  3o 
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Déterminer  <i  de  façon  que  la  rencontre  n'ait  pas  lieu 
<  i  trouver  dans  ce  cas  la  distance  des  deux  mobiles, 

i  .1  uillet  K|i  i .  i 

Lyon. 

Épreuve  théobiqi  e.  —  I.  i"  Vérifier  que  la  courbe  repré- 

si  niée,  en  coordonnées  rectangulaires  planes,  par  les  équa- 
tions 

Ml  X  =  (i  -H  t)el,         y  =  t-e' 

satisfait  à  l'équation  différentielle 

'  >  x  dyl  —  y  dx  dy  —  y  dx-  —  o. 

•  Soient  M  un  point  de  la  courbe  considérée,  T  le  point 
où  la  tangente  en  M  rencontre  l'axe  Qx,  P  la  projection 
de  M  sur  Ox,  et  K  la  projection  de  P  5;//-  MT.  Montrer 
qu'il  résulte  de  l'équation  (2)  que  la  longueur  TK  est 
égale  éi    la    distance   de    l'origine   0    à    la    tan  vent  1'  AIT. 

;     Intégrer  l'équation   différentielle  ('21: 

II.  i°  Connaissant  le  mouvement  absolu  d'un  point  libre 
M.  et  celui  d'un  système  Z  de  forme  invariable ,  en  déduire 
la  ci  /esse  relative  de   M  par  rapport  à   Z  ; 

2"  Déduire  du  principe  des  vitesses  virtuelles  tes  condi- 
tions d'équilibre  d'un  corps  solide  libre  soumis  à  des  forces 
données. 

Épreuve  pratique.  —  Etant  donnée  la  série 

x2  x3  x'1 

J  {X)  = 


1  .  •>,        ■> .  >  ! .  4  n(  n        1 

1     Dire  quel  est  son  intervalle  de  convergence; 
■     Pour  .1:  =  -,    calculer   la    soin  nie   d'un    nombre   suffi- 
sait   de    ternies,    de    manière    à    obtenir  ./*(-)    "    moins 

de  0,  00 1  : 

.     Trouver,  sous  forme   finie,   l' expression  de   f'(x);  en 
déduire  celle  de  fi  ./• 
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4°  Le  sentit'  </<•  l'expression  obtenue  pour  contrôler  la 
valeur  précédemment  trouvée  par  f  l  - 

(Juillet   1910.) 

Épreuve  THÉORIQUE.  —  I.  On  donne  un  système  d'axes 
rectangulaires  Oxyz,  dont  l'axe  Oz  est  vertical,  et  la  sur- 
face S  représentée  par  les  équations 

.1  ■  r.        y  =  mvsiau,         z  =  aco$u, 

où  a,  m  sont  des  constantes  données  et  a,  v  des  para- 
mètres variables . 

1"  Montrer  que  la  surface  S  est  engendrée  par  une 
droite  horizontale  mobile  qui  s'appuie  sur  une  droite  et  un 
cercle  fixes  ;  2°  On  imagine  un  point  M  qui  se  déplace  sur 
la  surface  S,  de  manière  qu'on  ait 

u  =  t,         r=/(0: 

et  l'on  demande  de  déterminer  la -fonction  f(  n  1  de  manière 
que  l'accélération  de  M  soit  constamment  tangente  en  M 
à  la  surface  S  :  3°  Calculer  le  volume  compris  à  l'intérieur 
de  la  surface  S  et  entre  les  deux  plans  x  =  a,  x  =  ia. 

II.  Etudier,  au  point  de  vue  cinématique^  le  mouvemen 
le  plus  général  d'un  corps  solide. 

III.  Un  point  matériel  pesant,  partant  du  repos,  est 
astreint  à  rester  sur  une  droite  inclinée  d'un  angle  y.  sur 
l'horizon,  le  long  de  laquelle  il  peut  glisser  sans  frot- 
tement. On  demande  quel  doit  être  cet  angle  a  pour  que 
la  projection  sur  l'horizontale  du  chemin  parcouru  dans 
un  temps  donné  soit  maxima. 

Épreuve  pratiqi  e.  —  Démontrer  que  l'équation 

.1  ■'•  —  2X3-t-  X  —  I  =0 

a  deux  racines  réelles  et  deux  seulement;  et  calculer  ces 
racines  à  0,  or  près. 

Nota.  On  pourra  employer  des  méthodes  graphiques,  en 
se  servant  de  papier  quadrillé  au  millimètre.  <>n  remar- 
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(/uera  que  la  dérivée   de  l'équation  donnée  a   u/ic  raci/ir 
rationnelle.  (Novembre  1910.) 

Épreuve  THÉORIQUE.  —  I.  Construire  la  courbe  C  définie 
par  les  équations 

x  =  te1,        y  —  {t  -f-i)e'. 

II.  Vérifier  que  les  coordonnées  (x,  y)  d'un  point  >!<■ 
cette  courbe  satisfont  à  l'équation  différentielle 

(1)  x  dy  -t-  y  dx  =  iy  dx. 

III.  Soient  M  un  point  de  la  courbe  considérée,  S  le  point 
où  la  normale  en  M  rencontre  OX,  P  la  projection  de  M 
sur  OX,  montrer  qu'il  résulte  de  (1)  que 

OS  =  aPM. 

IV.  Intégrer  l'équation  différentielle 

(x*  —  4.X2 )  dx2  ■+-  ixy  dx  dy  -H  ^K2  dy-  =  o. 

Épreuve  pratique.  —  1.  Volume  compris  entre  le  plan 
x  =  o,  le  plan  z  =  o,  /e  cylindre  y--\-  x  =  1,  et  le  parabo-^ 
loïde  s  =  x2-t-y-. 

2.  Calculer  à  j^  près  la  plus  grande  racine  de  l'équa- 
tion xïo",10x  -\ .  =  o.  (Juillet  lail.) 

10 

Marseille. 

Épreuve  théorique.  —  Construire  la  courbe  représentée 

en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

x'fy  —  x2-\~y  =  o. 

Trouver  la  position  des  points  d'inflexion. 
Calculer  le  rayon  de  courbure  en  chaque  point  où  y  est 
maximum  ou  minimum. 
Signification  et  calcul  de  l'intégrale  définie 

ÇAh  x*dx 


J  -t-  X4 
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Cette  intégrale  a  pou/-  valeur  limite 


>.     .     >r. 
sin  — 

4 

quand  h  augmente  indéfiniment . 

Épreuve  PRATIQUE.  —  Une  balle  est  lancée  au  point  A 
avec  une  vitesse  initiale  de  20  m  :  s  sous  un  angle  de  \i" 
avec  l'horizon. 

La  balle  vient  frapper  le  plan  horizontal  du  point  de 
départ  en  B;  elle  rebondit  et  décrit  une  nouvelle  parabole 
avec  une  nouvelle  vitesse  initiale  et  un  nouvel  angle  de 
départ.  Elle  jrappe  de  nouveau  le  sol  en  G  et  ainsi  de  suite. 

On  admet  que  chaque  fois  que  la  balle  rebondit  sur  le 
solt  la  composante  horizontale  de  la  vitesse  au  départ  est 
•■gale  à  la  composante  horizontale  à  l'arrivée  au  sol.  mais 
que  la  composante  verticale  de  la  vitesse  au  départ  n'est 
que  les  |  de  la  composante  verticale  à  l'arrivée  au  sol. 

On  assimile  la  balle  à  un  point  et  l'on  néglige  naturel- 
lement la  résistance  de  l'air. 

On  demande  de  calculer: 

i°  La  distance  du  point  de  départ  initial  à  la  position 
I imite  de  la  balle; 

■}."  La  durée  totale  de  ce  trajet  ; 

'">"  Le  nombre  minimum  de  ricochets  que  peut  faire  la 
balle  convenablement  lancée  pour  atteindre  une  portée  de 
IOO™  et  l'angle  de  départ  sous  lequel  on  doit  la  lancer 
pour  qu'elle  atteigne  effectivement  cette  portée  dans  ce 
nombre  minimum  de  bonds.  (Juin    1910.) 

ÉPREUVE  THÉORIQUE.  —    r    Déterminer   les  droites   et   les 

variétés  de  coniques  qu'on  peut  placer  sur  la  surface  dont 

l 'équation  est 

xy=  >z. 

>."  On  considère  l'équation  différentielle 

dr- 

—-—  -+-  n-x  b=  n-'k  ïinqt, 

dt- 


(  17°  ) 

où  x  représente  l'abscisse  d'un  point  mobile  sur  une  droite, 
t  le  temps  et  n,  X  et  q  des  constantes  positives. 

Intégrer  cette  équation  de  sorte  que  la  partie  de  l'inté- 
grale qui  provient  de  l'équation  privée  de  son  second 
membre  soit  nulle  ainsi  que  sa  dérivée  pour  t  =  o. 

Discuter  la  nature  du  mouvement  défini  par  l'intégrale 

q'1 

obtenue  suivant  les  valeurs  du  rapport  2— • 

n2 

Examiner  le  cas  où  l'on  a  q-=  n-. 

Indiquer  des  problèmes  de  dynamique  régis  par  l'équa- 
tion différentielle. 

Épreuve  pratique.  —  i°  Les  racines  de  l'équation 
i  i  i 


sont  séparées  par  les  nombres 

—  l,  +  o,  -HI,  H- oo. 

Calculer,  à  0,001  près,  la  racine  comprise  entre  o  et  1 . 

20  Un  plan  horizontal  monte  d'un  mouvement  unifor- 
mément accéléré  avec  une  accélération  de  3'",  5  par  seconde 
dirigée  suivant  la  x^erticale. 

Un  poids  de  Go1^  est  placé  sur  ce  plan. 

Calculer  la  pression  entre  le  poids  et  le  plan. 

Faire  le  même  calcul  dans  te  cas  de  la  descente  du 
plan. 

SOLUTION. 

i°  Portée  totale  : 

r2siii2a0       1 

— r-   =    12l"S 

g         1  — X 

A  ■==  x?         ^o=  20,        ay=  4i°; 

2"  Durée  du  trajet  : 

2f>osina0       1 

7r 1 ï   =Ss,o3; 

i'l  sin2oc0   1  —  X"  , 

— r-  pour  n  bonds. 


3"  On  a 


(  fol  ) 


Donc 


d'où 

donc 
d'où 


WÎ  SID2Ï0    i  —  A" 

r-   =    [dm, 

g  «  — À 

IOOi'll  —  X  I 


-lll  2«n  = 


10D^(l  —  X)<(.S(I_  >.«), 

i  oo  ■?■  ('  i  —  X 


X»  <  i 


>'.-, 


De  là 


Donc 


los;  12  —  lo£f2,-20 
n  >  — : — f — —  ou  n  >  j.  1 84 1 . 

lo<r3  l0£T2 


On  trouve  ensuite  aa0  =  70°8'  ou  a0  =  »  '    i  • 

i  Octobre  19 io.) 
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Etant  donnés  un  tétraèdre  et  une  droite,  si  les  coor- 
données de  la  droite  rapportées  au  tétraèdre  sont  p.  </ .  r. 
s,  t,  u,  il  existe  deux  systèmes  de  quatre  droites  ayant 
pour  coordonnées  : 

il  \ 
1  a  1 
,6, 
(c) 
(8) 
(a) 

(?) 
(Y) 


P 

q            r 

s 

t 

II 

—  p 

7           '• 

—  5 

1 

II 

p 

-7          '' 

s 

—  t 

a 

/' 

7     — r 

.s' 

1 

—  u 

/' 

7          '■ 

—  s 

—  / 

—  u 

—p 

7          ' 

s 

/ 

n 

p 

—  7          '' 

■ —  .s' 

/ 

—  // 

p 

7     -'' 

—  s 

/ 

u 

(  \z>-  ) 

Chacune  des  droites  du  premier  système  rencontre  cha- 
cune des  droites  du  second  système,  et  les  rapports  anhar- 
moniques  des  deux  systèmes  sont  égaux  ;  on  a,  par  exemple. 

ii  o       ■  at 

i  tt.  a,  0,  c  i  =  (  o,  y.,  p,  y)  =  —  J—  - 

'     '  ru 

Réciproquement,  si  deux  systèmes  de  quatre  droites  sont 
tels  que  chaque  droite  du  premier  système  rencontre 
chaque  droite  du  second  système,  les  rapports  anharmo- 
niques  des  deux  systèmes  étant  égaux,  ces  deux  systèmes 
dérivent  d'un  tétraèdre  de  la  manière  indiquée  ci-dessus. 

(G.  FONTENÉ.) 

SOLUTION, 
Par  M.  R,  BOUVAIST. 

Soit  A.BGD  le  tétraèdre  donné,  et  soient  m,  n,  p,  q  les 
points  d'intersection  d'une  droite  (d)  avec  les  faces  BCD,  ACD, 
\Bl>,  ABC  de  celui-ci:  il  existe  une  quadrique  £  et  une  seule 
conjuguée  au  tétraèdre  A  BCD  et  passant  par  d.  Soit  S'  une 
quadrique  conjuguée  à  ABCD  et  tangente  à  d.  Le  plan  \d 
coupe  X  et  £'  suivant  deux  coniques  bitangentes;  or,  il  coupe 
1  suivant  deux  génératrices  d  et  5,  la  génératrice  o  est  donc 
tangente  à  £',  elle  rencontre,  de  plus,  d  dans  le  plan  polaire 
de  A,  c'est-à-dire  en  m.  Les  plans  Bd,  Cd,  Dd  nous  donne- 
ront, de  même,  les  génératrices  a,  [i,  y,  tangentes  à  X'  et  ren- 
contrant d  en  n,  p,  q.  Les  plans  Bo,  G8,  Do  donneront  de 
même  les  génératrices  a,  b,  c  du  système  d  rencontrant  o  en 
ses  points  n  ,  p' ,  q'  d'intersection  avec  les  droites  An,  Ap,  Aq, 
ci  l'on  aura  évidemment 

i  d,  a,  b,c)  =  Ai  m,  n,  />,  q)  =  (S,  a,  Ji.  y  i. 

Réciproquement,  soient  deux  systèmes  de  quatre  droites  d, 
a .  I>.  c.  o,  y.  p,  y,  tels  que  chaque  droite  du  premier  système 
rencontre    chaque   droite   du    second    système,    les    rapports 

anhar niques  des  deux  systèmes  étant  égaux.  Soient  m  le 

point  d'intersection  de  d  et  o;  n,  p,  q  les  points  d'intersec- 
lion  de  d  avec  a,  [3,  y:  n',  //,  q'  les  points  d'intersection  de  o 
•i \ <-i-  ii ,  I, .  c;  puisque 

'mnpq  )  =  i  mn'p'  q'  I, 


(  i; ;  ) 

les  droites  /in',  />/>'.  qq'  sont  concourûmes  en  un  point  Y.  Les 
droites  d  et  y.,  d  ci  'i,  d  et  y  nous  donneront  de  même  les 
points  B,  <:,  D. 

La  construction  de  ces  points  montre  qu'ils  sont  respecti- 
vement sur  les  droites  d'intersection  des  plans  rfact  oa.  d'i  et 
ob,  d'i  et  8c.  Or,  par  suite  de  légalité  du  rapport  anharmo- 
nique  des  deu\  systèmes  de  quatre  droites,  ces  plans  se  cor- 
respondent horaographiquement  et  le  plan  do  est  à  lui-même 
son  homologue  ;  il  en  résulte  que  le  plan  BGD  passe  par  m 
contacts  du  plan  tangent  dZ  mené  par  A  à  la  quadrique  S 
contenant  les  huit  droites  données  ;  ce  plan  BCD  contient  de 
même  les  contacts  de  1  avec  les  plans  ai,  b$,cy  passant  par  A. 
A  est  donc  le  pôle  de  BCD  par  rapport  à  X.  D'où  l'on  peut 
'•onclure  que  le  tétraèdre  ABCD  est  conjugué  à  S,  et  nous 
retombons  sur  la  définition  donnée  plus  haut  des  systèmes 
île  droites  considérés. 
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Les  quadriques  £'  en  nombre  doublement  infini,  qui 
sont  conjuguées  par  rapport  à  un  tétraèdre  donné,  et  qui 
sont  tangentes  à  une  droite  donnée  d  sont  tangentes  à 
deux  systèmes  de  quatre  droites  (d,  a,  b,  c)  et  (  o.  t.,  3,  y  \  : 
l'une  de  ces  quadriques  So  contient  les  huit  droites.  Les 
quadriques  du  faisceau  ponctuel  défini  par  la  quadrique 
1„  et  l'une  des  quadriques  du  système  font  partie  du  sys- 
tème; il  en  est  de  même  des  quadriques  du  faisceau  ian- 
gentiel  défini  par  la  quadrique  S0  et  l'une  des  quadriques 
du  système  ;  les  faisceaux  ponctuels  sont  en  nombre  sim- 
plement infini;  il  en  est  de  même  des  faisceaux  tangen- 
tiels  et  chaque  quadrique  1  est  déterminée  par  le  faisceau 
ponctuel  et  par  le  faisceau  tangentiel  dont  elle  fait  par- 
tie. L'enveloppe  des  plans  polaires  d'un  point  V  par  rap- 
port aux  quadriques  £  est  une  conique  dont  le  plan  est  le 
plan  polaire  du  point  V  par  rapport  êi  la  quadrique  20  et 
qui  est  inscrit,-  au  tétraèdre;  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  /< 
par  rapport  aux  quadriques  -  est  un  cône  dont  le  sommet 
est  le  pôle  du  plan  p  par  rapport  et  la  quadrique  £0  et 
qui  est   circonscrit   au   tétraèdre .  (G.  Fo.NTKNK.  ) 


(  4-1  ) 

SOLUTION, 
Par  M.  R.  BOUVAIST. 

Si  lient  ABCD  le  tétraèdre  donné,  E0  la  quadrique  conjuguée 
à  ABCD,  et  passant  par  d,  le  plan  \d  coupe  ^0  suivant  deux 
génératrices  d  et  8  et  une  quadrique  S'  suivant  une  conique  V 
tangente  à  d  ;  de  plus,  A  a  même  polaire  par  rapport  à  rfo  et 
à  r  ;  il  en  résulte  que  S  est  tangente  à  T.  Les  plans  Bd,  Cd,  Dd, 
Bo,  Co,  Do  nous  donnent  de  même  des  droites  a,  b,  c,  a,  [i,  v 
tangentes  à  2'  et  situées  sur  £0.  Les  huit  droites  ainsi  obte- 
nues sont  visiblement  des  tangentes  à  la  biquadralique  com- 
mune à  X0  et  2',  et  sont  de  même  des  génératrices  de  la  déve- 
loppable  circonscrite  à  ces  deux  surfaces.  Les  faisceaux  ponc- 
tuels et  tangentiels  en  nombre  simplement  infini  déterminés 
par  X0  et  une  quadrique  2'  ne  contiennent  par  suite  que  des 
quadriques  du  système  2'.  Particulariser  le  faisceau  ponctuel 
auquel  appartient  une  quadrique  2,  revient  à  donner  le  point 
où  cette  surface  touche  d,  et  particulariser  le  faisceau  tan- 
gentiel  auquel  appartient  2',  c'est  se  donner  le  plan  tangent 
à  celte  surface  suivant  d;  la  donnée  de  ces  deux  faisceaux 
détermine  par  conséquent  complètement  ^. 

Les  quadriques  S  tangentes  à  d  au  même  point  a  forment 
un  faisceau  ponctuel,  les  plans  polaires  d'un  point  P  relatifs  à 
ces  quadriques  passent  donc  par  une  droite  fixe  D,  située 
dans  le  plan  polaire  de  P  par  rapport  à  20,  puisque  20  est 
l'une  des  quadriques  2.  Cherchons,  lorsque  a  décrit  </,  l'en- 
veloppe de  ces  droites  D  dans  le  plan  polaire  de  P  par  rap- 
port à  20.  Parmi  les  quadriques  2  tangentes  à  d  en  a,  il  en  est 
une  qui  passe  par  P,  le  plan  u  tangent  à  celle  quadrique  en  P 
passe  par  la  droite  D.  Soit  A  une  droite  quelconque  passant 
par  P  :  les  quadriques  conjuguées  à  ABCD  et  tangentes  à  A 
en  P  forment  un  faisceau  ponctuel;  deux  d'entre  elles  sont 
tangentes  à  d  ;  il  y  a,  par  suite,  deux  plans  7i  passant  par  une 
droite  A  et  ces  plans  enveloppent  un  cône  du  second  ordre,  et 
les  droites  L  enveloppent  la  conique  section  de  ce  cône  par  le 
plan  polaire  de  P  par  rapport  à  20-  Cette  conique  est  d'ail- 
leurs tangente  aux  faces  du  tétraèdre  ABCD,  puisque  ces 
faces  sont  les  plans  polaires  de  P  par  rapport  aux  coniques 
du  système  X. 

De    plus,    le  système    2    se   transforme    en    lui-même    par 
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polaires  réciproques  relativement  à  S0  ;   nn  en  conclut  immé- 
diatement que  le  lieu  des   pôles    d'un    plan  />,    par   rapport   à 
ces  quadriques,  est  un  cône  circonscrit  au  tétraèdre,  et  ayant 
pour  sommet  le  pôle  de  p  par  rapport  à  S0. 

Autre  solution  par  M.  Klug. 

2169. 

(1911.  p.  93.) 

Si  la  courbe  (M)  est  le  lieu  des  points  M  d'où  l'un  peut 
mener  à  deux  courbes  données  1A1  et  iBl  des  tangentes 
MA  et  MB  égales  entre  elles,  et  si  %  et  $  sont  les  centres  de 
courbure   répondant  respectivement  aux  points   A   et  B   : 

i°  La  tangente  en  M  à  la  courbe  (M)  est  perpendicu- 
laire à  la  droite  a^; 

20  Le  point  où  la  droite  AB  touche  son  envelop>pe  est  et  sa 
rencontre  avec  la  droite  a(3.  1  M.  d'Ocagmî.) 

solution, 

Par  M.  N.  Auuamescu. 

i°  Soient  MI*  la  normale  à  la  courbe  (M)  aux  points  .M  et 
P,  Q   les   intersections   de   cette   normale  avec  Aa  et  B(3.  Le 


segment  MA  a  l'extrémité  M  sur  la  courbe  1  M),  et   reste  tan- 
gent à  la  courbe  (A);    donc   la   variation   de  ce  segment  est 
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donnée  par  l'expression 

rf(MA) 

— ■ —  al 

>/0  étant  l'angle  de  contingence  de  (A  |.   Remplaçant  dti  par 

dt  M  i 
MF    ' 

la  variation  de  longueur  de  MA  est  égale  à 

a  P  d\  M  » 
MP 

De  même,  la  variation  de  MB  est 

MQ 

Or,  MA  =  MB  ;  donc  leurs  variations  sont  égales,  et  donc 

aP  _   ?Q 

MF  ~~  MQ' 
un 

aP  [iQ 


MA  MB 


D'où 


cosAMP         cosBMQ 
«PcosAMP  =  pQcosBMQ, 


ce  qui  prouve  que  les  distances  de  a  et  p  à  la  droite  MP  sont 
égales  ;  donc  la  normale  en  M  est  parallèle  à  a[3,  ou  que  la 
tangente  en  M  est  perpendiculaire  à  ajî  ('). 

■2°  Soient  G  le  point  de  contact  de  la  droite  AB  avec  son 
enveloppe  et  u  et  \>  les  intersections  de  la  normale  en  G  à 
l'enveloppe  de  AB  avec  Aa  et  B!ï.  On  sait  que 

d(\)  _  \u  d(B)  _  B  j3  di  M  )  _  MP 

'  '  '     d(B)  ~  B7 '  .TTmI  ~~  ÂÎÔ  '  rfi.A.)  ~"  Âô ' 

les  centres  instantanés  de  rotation  étant  respectivement  u,  t>  : 
»,  Q;  P,  a. 

(')  Cette  première  partie  est  connue:  Manmikim,  Géométrie  ciné- 
ma  tique,   p.   J6. 


(  \"  ) 

Multipliant   les   relations   (i),   on    trouve    le   théorème    de 
Mannheim  : 

\u  B3  MP  _ 
Bi>  Aa  MQ  ~  '" 

Les   triangles   AmC,   BcC.   rectangles,   étant    semblables, 
on  a 

A  u  _  CA 

b7  ~  cïT  ' 

et  remplaçant  en  (2),  on  trouve 

(3)  ÇA^^=I 

GB  Aa  MQ 

M'  étant  l'intersection  de  la  tangente   en  M   avec    a'i,  on  a 
des  triangles  APM,  BMQ, 

Ain  A1A  MA  Mn  M|} 


I  i) 


iuAMM'        sinAaji  x        sinB 

La  relation  (3)  devient 

CA         sinAx3  Aa 


CB        sinBSa  Bp 
Soit  C  le  point  où  la  droite  a3  coupe  la  droite  AB.  On  a 


C'A         sinAai  CB         sinapB  ' 

rl'où 

Aa  (7B  _  sinaftB 
B~3   (TA  """  sinAa,3' 
C'A        sinAaB  A  a 


CB        sinBia    B  i 

ce  qui  prouve  que  les  points  C  et  C  se  confondent. 

Donc,  le  point  où  AB  touche  son  enveloppe  est  L'intersec- 
tion des  droites  AB  et  a3. 

Autre  solution  par  M.  GlSOLF. 

2171. 

(  1911,  p.  90) 

Étant  donnes  dans  un  plan    un   point   et   deux  droites 
parallèles,  on  considère  une  sphère  variable  ayant  pour 


(  i;8  :» 

diamètre  le  segment  intercepté  par  les  deux  parallèles 
sur  une  droite  tournant  autour  du  point.  Montrer  que 
l'enveloppe  de  cette  sphère  est  un  ellipsoïde  de  révolution 
aplati  ou  bien  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe 
suivant  la  position  du  point  Jixe  par  rapport  aux  deux 
parallèles.  <  Klug.) 

Solution, 
Par  M.  N.  Abramescu. 

Prenons  pour  les  axes  coordonnés  la  parallèle  par  O  aux 
droites  données  A  et  B,  et  pour  Oy  la  perpendiculaire  en  0. 
Les  équations  des  droites  A  et  B  étant 

(A)    y  =  a,         (B)    y  =  b. 

les  points  d'intersection  de  ces  droites  avec  une  sécante 
variable  (y  =  1.x)  menée  par  O  seront 


•(H 


M[-i  a), 

L'équation  de  la  sphère  de  diamètre  Ml*  sera 

«-i-6\2      /  a  -+-  b\%        „       (a  —  b)-       (a  —  bY 


./■  — 


-r-  O  \  -         /  a  -+-  V  \  ' 

7r)+(r-—) 


i>- 


ou 

,         .,       a  —  b                                  ab  . 

m     x-  -+-  y-  -+-  z1 ; se  —  i  a-r-  b  i  v  --  ^ h  ab  =  o. 

L'enveloppe  de  celte  sphère  s'obtient  en  éliminant  À  entre 
les  équations  (  i  )  et  sa  dérivée  par  rapport  à  À: 

i         a  +  b 
-,     =   7-.T. 

/.         2ao 


On 

trouve  : 

i 

a?* 

(, 

— 

a 

2 

-y 

(  a 

A 

>2 

b)* 


4  I 

Transportant  les  axes  tellement    que    Ox  suit   la    parallèle 
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équidistante  des  droites  \  ei  B,  l'équation  (2)  devient 


x-  y-  z- 

ab         i  a  —  b  )-  (  a  —  b  )2 


ce  qui  représente  un  ellipsoïde  ou  un  hyperboloïde  de  révolu- 
tion. D'après  l'équation  (2),  on  voit  (pie  celte  enveloppe  est 

un  ellipsoïde  ou  un  hyperboloïde  suivant  le  signe  de  ab, 
négatif  si  0  est  entre  les  parallèles  données,  et  positif  si  le 
point  est  extérieur  à  la  région  comprise  entre  ces  parallèles. 

Autre  solution. 
Par  M.  R.  BoUYAiST. 

Soient  A  le  point,  A  et  A  les  deux  parallèles  données.  L'en- 
veloppe îles  droites  telle*  que  les  segments  interceptés  sur 
elles  par  A  et  A'  soient  \us  d'un  point  F  du  plan  sous  un 
angle  droit  est  une  conique  du  foyer  F,  admettant  A  et  A' 
pour  tangentes  perpendiculaires  à  l'axe  focal. 

Il  \  a.  par  suite,  deux  des  sphères  considérées  passant  par 
le  point  F,  ayant  pour  diamètre  les  tangentes  issues  de  A  à  la 
conique  précédente. 

On  voit  que  l'enveloppe  des  cercles,  sections  de  ces 
sphères,  n'e>t  autre  que  le  lieu  des  foyers  des  coniques  pas- 
sant  par  A  et  admettant  A  et  A  comme  tangentes  perpendi 
culaires  à  l'axe  focal.  Si  A'  est  le  symétrique  de  ^  par  rapport 
à  la  parallèle  L>  équidistante  de  A  et  A',  on  a  visiblement 
\|  :A'F'  =  arf,  2  d  étant  la  distance  de  A  et  A',  le  signe 
correspondant  au  cas  où  \  esl  entre  A  et  A.  le  signe  —  au  cas 
conl raire. 

L'enveloppe  des  cercle-  sections  des  sphères  par  le  plan 
» sidéré  esl  par  suite  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  et  l'en- 
veloppe des  sphères  la  surface  engendrée  par  ces  courbes 
tournant  autour  de  I»,  c'est-à-dire  un  ellipsoïde  aplati  ou  un 
hypei  boloïde  à  une  nappe. 

Remarque.  --  La  solution    précédente  démontre   le   théo- 

1  ème  suivant  : 

Étant   donnée  une  conique   et  unr   corde  focale    </it<l 
conque  de  cette  conique^   cette  corde  coupe  les  tangentes 
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perpendiculaires  à  l'axe  focal  en  A  et  A',  le  cercle  de  dia- 
mètre AA'  est  bitangent  à  la  conique. 


QUESTIOXS. 


2183.  —  Soient  .\  le  point  où  la  normale  au  point  M  d'une 
parabole  coupe  l'axe,  et  P  et  Q  les  points  d'intersection  de  la 
parabole  avec  le  cercle  qui  passe  par  M,  N  et  le  sommet  de 
la  parabole. 

Montrer  géométriquement  que  : 

1"  MP  et  MQ  sont  les  normales  à  la   parabole  en  M  et  N  : 

2°  La  droite  de  Simson  de  N,  par  rapport  au  cercle  MPQ, 
est  l'une  des  asymptotes  de  l'hyperbole  d'Apollonius  de  M,  par 
rapport  à  la  parabole  et  par  conséquent  : 

">'  La  droite  de  Simson  A  de  N,  par  rapport  au  cercle  MPQ, 
est  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole; 

î"  Le  lieu  du  centre  du  cercle  MPQ  est  une  parabole  ayant 
même  foyer  que  la  parabole  donnée; 

5"  L'enveloppe  du  cercle  .MPQ  est  une  strophoïde  droite 
ayant  le  point  double  en  O  et  le  pôle  au  foyer; 

6"  Le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  tangente  en  M  à  la 
parabole  avec  la  droite  de  Simson  de  N  est  une  cubique  qui 
a  pour  asymptote  la  directrice  de  la  parabole. 

N.  AbRAMESCU. 

2184.  —  Le  lieu  du  milieu  des  cordes  d'une  parabole  de 
longueur  il  et  le  lieu  des  pôles  de  ces  cordes  sont  deux  cubi- 
ques asymptotes  à  la  parabole.  L'aire  comprise  entre  ces  deux 
cubiques  est  finie  et  ('gale  à  -/'-,  et  reste  la  même  pour 
n'importe  quelle  parabole.  Cette  aire  est  partagée  en  deux 
parties  égales  par  la  parabole.  E.-N.  BARISIRN. 
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SURFACES  ENGENDRÉES  PAR  LE  DÉPLACEMENT  DINE 
COURRE  PLANE  IXRÉFOIUIARLE,  RE  TELLE  SORTE 
QU'IL  EXISTE  UN  CO\E  CIRCO\SCRIT  LE  LONG  RE 
LA  COURRE; 

Par  M.  E.  KERAVAL, 

Professeur  au  Lycée  Louis-le-Grand. 


On  connaît  la  tlièse  de  M.  E.  Blnlel  sur  les  surfaces 
qui  sont  en  même  temps  lieux  de  coniques  et  enve- 
loppes de  cônes  du  second  degré.  On  pourra  la  con- 
sulter dans  les  Annales  de  l'Ecole  Normale  supé- 
rieure, 1890.  Pour  abréger  je  désignerai  par  surface  S 
toute  surface  engendrée  par  le  déplacement  d'une 
courbe  plane  lorsqu'il  existe  un  cône  ou  comme  cas 
limite  un  cylindre  circonscrit  à  la  surface  le  long  de 
chaque  courbe  plane. 

I.  —  Surfaces  s  de  révolution  de  degré  quatre. 

Je  laisserai  de  côté  le  cas  où  la  courbe  qui  tourne 
est  la  méridienne;  il  est  clair  que  de  celle  façon-là 
toute  surface  de  révolution  est  une  surface  S. 

Je  vais  d'abord  considérer  le  cas  où  la  courbe  dont 
la  révolution  engendre  la  surface  ï  est  une  conique. 
Prenons  trois  axes  rectangulaires  el  soient 

a?*        )- 
:  =  »'         â>+bï-l  =  ° 

les  équations  d'une  ellipse  que  je  fais  tourner    autour 
Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  XI.  (Novembre  1911.)         3l 
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d'une  droite 

x  =  x0-^lz,         y  =  v0  -h  [x  z. 

En  écrivant  que  le  plan  langent  au  point 

x  =  a  cosç,         y  =  b  sin  ç,  z  =  o 

passe  par  le  point  S  de  coordonnées  a,  [3,  y,  j'obtiens 
cinq  équations;  trois  d'entre  elles  me  donnent  a,  fi,  y  : 


'-y  m—  i-«--^o 


Bc=i 


>\To—  H^o 


ou 


—  /. 
( Xyç  —  [-1  ^u  )  ( «2 1^2  j-  &* ^*  ) 

c2  =  a2—  6*. 


Il  reste  deux  autres  équations  qu'on  peut  écrire  en 
posant  —  =  s  : 

62 .r0 j0  p8  —  ( 6*a?5  —  c2  r 2  -4-  62 c2  )  p2 

-+-  (**— c8)a?0JoP  —  6*a:2  =  o, 

il)/ 

'   «27o?3—  (a2+c2)^0rop2 

-4-  (c*tI  -+-  a2jg  —  a2c*)  p  —  a2^0j-u=  o. 

Or  entre  ces  deux  équations  on  peut  éliminer  en  même 
temps  le  terme  en  s3  et  le  terme  indépendant  de  p;  on 
trouve  ainsi 

I  ?JKo-  *o)  {l>*x%  4-  a2j2  -  «2&2;  =  o. 

L'Iiypollièse  p  =  —  conduit  à  o  et  x0  nuls  donc  aux 
quadriques.  Je  laisse  ce  cas  de  côté,  il  reste  alors 


«*        A2 
c'est-à-dire  que  le  pied  de  l'axe  de  rotation  doit  être 
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sur  la  conique,  l'osons  alors 

t0  =  a  c<>-  o,         yn=b>'u\'j\ 

les  deux  équations  se  réduisent  à 

<  a  i       a6J  sin  o  coscp  o3 —  6<  «2  cos3cp  H-  c!  sin*o  |  y'1 

"  t  b2  —  c-)  sin  o  cosœp  —  as6  cos*o  —  o. 

Si  l'on  remplace  -  par  ///  on  trouve  que  (2)  est  l'équa- 
tion aux  coefficients  angulaires  des  normales  abaissées 
du  point  X0.V0  sur  la  conique  quand  on  a  supprimé  la 
normale  dont  le  point  d'incidence  eslx0y„. 

Ces  résultats  étaient  à  peu  près  évidents  d'après  le 
théorème  de  M.  Blutel  qui  dit  que  la  conique  doit 
rouler  sur  deux  courbes.  Ici  l'une  des  courbes  est 
réduite  à  un  point,  l'autre  est  une  circonférence. 

Soit  S'  la  projection  du  sommet  du  cône  sur  le  plan 
de  la  conique.  Il  existe  une  construction  simple  de  ce 
point  S'.  Soit  A'  la  projection  de  Taxe  de  révolution  A 
sur  le  plan  de  la  conique.  A' coupe  Ox  en  P,  Oy  en  <v>; 
achevons  le  rectangle  OPS,Q.  Le  symétrique  du 
point  S,  ainsi  déterminé  par  rapport  au  point  O  donne 
le  pointS  cherché.  Ceci  est  facile  à  vérifier  sur  \c~>  for- 
mules qui  donnent  oc,  J3.  On  peut  donner  une  autre 
construction.  Soient  x '.  8'  les  coordonnées  du  pôle 
de  A'  par  rapport  à  la  conique 


= 

-a2 

|JL 

= 

—  a* 

'•.»• 

h 

•x.r0 

a 

0  i 

= 

bn 

= 

—  b* 

P 

Q 

On  reconnaît  les  formules  de  Desboves.   Donc  : 

Théorème.  —  Onohiient  les  surfaces  -  engendrées 
par  la  rotation  d'une  conique  en  menant   le  plan 
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normal  P  à  cette  conique  en  un  point  A  pris  sur  elle. 
Ce  plan  coupe  la  conique  en  un  deuxième  point  B. 
L 'axe  de  rotation  A  est  une  droite  quelconque  de  P 
passant  par  B.  Pour  avoir  la  projection  S'  du 
sommet  S  du  cône  sur  le  plan  de  la  conique,  on  mène 
pa/B  les  deux  normales  autres  que  BA  :  BA'  et  BA"; 
alors  S'  est  le  pôle  de  A' A".  Sur  ces  surfaces  il  existe 
♦Violemment  deux  séries  de  génératrices  coniques,  car 
on  peut  remplacer  la  conique  choisie  par  la  conique 
située  dans  le  même  plan  et  symétrique  de  la  première 
par  rapport  à  AB.  Gomme  AB  est  normale,  ces  deux 
coniques  sont  osculatrices  et  il  en  résulte  que  le  cercle 
double  est  un  cercle  de  rebroussement.  Par  homographie 
on  obtient  des  surfaces  S  du  quatrième  degré  avec  une 
conique  de  rebroussement  et  un  point  conique.  Dans  le 
cas  de  la  parabole  on  peut  procéder  de  même,  mais  alors 
le  cône  circonscrit  devient  un  cylindre;  on  peut  aussi 
prendre  A  à  l'infini.  Dans  ce  cas  on  doit  prendre  un 
point  B  sur  la  parabole  et  par  B  mener  le  plan  P  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  parabole  et  parallèle  à  son  axe. 
L'axe  A  est  une  droite  quelconque  de  P  passant  par  B. 

Généralisation.  —  On  peut  se  servir  des  résultats 
précédents  chaque  fois  que,  pour  le  mouvement  du 
solide  lié  à  la  conique,  il  existe  une  rotation  tangente. 
Par  exemple,  comme  cas  très  particulier  : 

On  aura  une  surface  2  en  faisant  rouler  le  plan  P 
supposé  lié  à  la  conique  sur  un  cône  absolument 
quelconque  ayant  son  sommet  en  I!. 

Pour  réaliser  le  cas  général  de  la  rotation  tangente, 
il  faudrait  d'abord  construire  une  surface  réglée  engen- 
drée par  le  déplacement  d'une  droite  qui  rencontrerait 
la  conique  en  restant  tangente  au  cylindre  droit  ayant 
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pour  hase  la  développée.  On  ferait  ensuite  virer  sans 
glissement    eette   surface    sur    une    deuxième    surface 
applicable  sur  la  première. 

L ignés  asymplotiq ues . 

Lorsqu'on  fait  tourner  une  conique  autour  d'un  axe 
quelconque  la  détermination  des  lignes  asymplotiq  ues 
de  la  surface  conduit  à  une  quadrature  hjperellip- 
tique.  Je  vais  faire  voir  que  dans  le  cas  particulier 
dune  surface  S  de  révolution  on  trouve  une  intégrale 
elliptique.  Soient 

(C)  z  —  my,         x*=  (ax-h  by)(y  —  c) 

les  équations  de  la  conique  (C)  qui  tourne  autour  de  Oz. 
Je  vais  chercher  suivant  quelle  loi  un  mobile  doit 
>c  déplacer  sur  celte  courbe  pour  que  l'accélération 
soit  dans  le  plan  tangent.  J'imagine  que  le  trièdre  Oxyz 
tourne  avec  la  courbe.  En  posant  y  =  \x  les  équa- 
tions (C)  peuvent  être  remplacées  par  les  équations 
suivantes  : 

c(a-±-b\) 

X=  ~ ' 

jr=cl(a  +  b\)  (A  =  6X«  +  aX-,). 

m  c  '/.  (  a  -+-  b  X  ) 


Si  les  axes  tournent  d'un  angle  ©  autour  de  <  )  z,  on  aura, 
en  appelant  \.  V,  Z  les  coordonnées  dans  le  système 
fixe 

X  =  a:coscp  —  r-ins.  Y— .>-intf>        rnxç..  Z  =  ». 

En  dérivant  deux  fois  par  rapport  au  temps  on  aura  les 
composants  de  l'accélération  par  rapport  aux  axes  fixes 
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d'où  facilement    par  rapport  aux  axes    mobiles.    Ces 
composantes  seront,  si  l'on  prend  ce  =  t, 


—  ->y  —  r,    y 


J, 


les  accents  désignant  des  dérivations  par  rapport  à  t. 
L'équation  des  lignes  asvinplotiques  est  donc 


d'où 


iy 


y 


2b*~k'* 


2  (a 
(a-4 


x    y  -+-  'xx  — y     z 

y 


î-  ///.  )  (a  -^  26À  )  /.' 
ftX)(a-t-2&X)'(i  +  ?l') 


Si  l'on  lire  a',  la  quantité  sous  le  radical  a  pour  valeur 

H  =  (a  -+-  bV)  (a  +  >.bl)  [Zabi  -+-  (a*— a6*  i|. 

ce  qui  démontre  la  proposition.  Les  valeurs  de  A  qui 
annulent  11  correspondent  :  X==  —  j-  à  l'origine,  c'est- 
à-dire  au  point  fixe  de  la  conique;  À  = y  an  point 

de  la  conique  où  la  tangente  est  parallèle  à  0.r  et  qui 
ne  se  projette  pas  sur  Oy  (celui-là  correspondrait  à  X 

infini)  ;  enfin  A  =       „    , —  correspond  à  un  point  A'  de 

la  conique  différent  de  l'origine  et  tel  que  SA  ren- 
contre O;.  Il  est  facile  de  vérifier  que  le  long  de  SA 
le  plan  tangent  au  cône  est  perpendiculaire  au  plan 
SA,  0.8,  de  sorte  que  SA  engendre  un  cône  de  révolution 
auquel  sont  tangents  tous  les  cônes  circonscrits  le  long 
<lrs  coniques.  Il  est  bien  facile  de  voir  pourquoi  cette 
valeur  de  a  doit  intervenir  dans  la  valeur  de  II.  En 
eflet,  >i  l'on  discute  la  réalité  des  lignes  a symplo tiques 
sur  une  surface  de  révolution,  on  voit  qu'elle  change 
quand  on  passe  par  un  point  d'inflexion  de  la  méri- 
dienne ou  encore  lorsque   l'angle  du   plan  tangent  à  la 
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surface  avec  l'axe  de  révolution  passe  paru  a  maximum 
ou  un  minimum.  Or  ceci  arrive  évidemment  lorsque 
se  déplaçant  sur  la  conique,  on  arrive  en  A  à  cause  de 
la  propriété  du  plan  tangent  au  cùue  circonscrit  le  long 
de  SA. 


II.  —  Surfaces  -  de  révolution  dans  le  cas  général. 

Je  fais  tourner  autour  de  O;  la  courbe 

(A)  s^KTi       y  =  F(x>. 

Il  s'agit  de  déterminer  la  fonction  F  de  telle  sorte 
qu'il  existe  un  cône  circonscrit  le  long  de  la  courbe. 
Si  a,  i,  Y  désignent  les  coordonnées  du  sommet  S  du 
cône,  on  devra  avoir 


a  —  x     $—y 

•      y 

y       —* 


:'-y 


C'est    une    équation    différentielle    de    Jacobi    qu'on 
intègre  facilement  en  posant 


et 


x 


L'équation  en  u,  v  est  linéaire  en  p;  elle  s'écrit 

rfp  _         »  4-  A  G 

du  ~  a* -H  A  ii  ■+■  B  u- —  A«  -+-  I! 


ou 


A  = 


B  = 


G  = 


Si  //,,  i/.,  sont  les  deux  racines  de 

m  -'       A  u  -+•  B  =  o, 
la  résolution  de  l'équation  sans  second  membre  conduit 
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à  poser 


v  =  V(a—  u,)"»-"'(.a  —  u,  ,"•-"», 
et  l'on  a,  pour  déterminer  V,  l'équation 


ce  qui  donne  V  par  une  quadrature   facile  à  effectuer 
parce  que  la  somme  des  deux  exposants 

2  «j  —  U\  2«!  —   Mj 


»!  —   ?/2  «2 Ui 

Kliectivement  on  a 


/ 


(  il  —  ut  )"A  (  u  —  Ut  )-  ''~3  du 

i  /  ;/.  —  //  ■  \  Vt- 1 


/u  —  «ty 


I  Uj —  »,  )S(X  +  l)(),  +  2 

I  (il  -4-  tti)^+1 

•  U  i  —  «2  )  (  X  -¥-  2  )    (  U  —  U%  )*-"-s  " 

Finalement  on  trouve 

(B)  (.y—  ax)m=  K(y  —  bx)m~l{y—  h) 

avec  la  condition 

a        m  —  i 
b  m 

qui  donne  la  projection  de  la  courbe  sur  xOy. 

La  condition 

a         m  —  i 
b  ni 

exprime  que  celte  courbe  coupe  Oy  à  angle  droit. 
D'ailleurs  les  coordonnées  du  sommet  du  cône  sont 
données  par  les  formules,  où  p  =  b  —  a, 

im  —  i  jî        m(  m  —  [)p2-f-l  y 

h        m  (m  — 1)0  //  ~        m(  m — ns-  h 
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Nous  trouvons  donc  une  courbe  triangulaire  eu  pro- 
jection horizontale  et  par  suite  également  dans  l'espace. 
Par  exemple,  si  l'on  prend  m  =  3,  on  a  une  cubique 
axant  un  point  de  rebroussemenl  à  l'origine  et  dont  le 
point  d'inflexion  1  se  projette  sur  la  droite  y  =  /é,  par 
conséquent  a  même  ;  que  le  sommet  S  du  cône  cir- 
conscrit. La  tangente  en  S  à  la  trajectoire  de  S  coupe 
le  plan  P  de  la  courbe  en  un  point  A  d'où  l'on  peut 
mener  deux  tangentes  :  l'une,  c'est  la  tangente  en  I: 
soit  B  le  point  de  eontact  de  l'autre.  Le  plan  tangent 
au  cône  le  long  de  SB  contenant  la  tangente  en  S  à  la 
trajectoire  de  S  est  perpendiculaire  au  plan  SB,  Oz  (il 
est  facile  de  vérifier  que  SB  coupe  Oz).  Donc,  pendant 
la  rotation,  le  cône  circonscrit  reste  tangent  à^deux 
surfaces  :  d'abord  le  plan  perpendiculaire  à  Os  et  passant 
par  I;  ensuite  le  cône  de  révolution  décrit  par  SB.  Les 
résultats  sont  absolument  analogues  si  m  est  quelconque 
et  positif.  Voilà  pour  l'enveloppe  des  cônes.  Pour  celle 
des  courbes,  il  y  a,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus 
liant,  un  point  C  de  la  courbe  situé  dans  le  plan  yOz 
où  la  tangente  est  parallèle  à  Ox;  ce  point  décrit  un 
cercle  auquel  la  courbe  reste  tangente.  On  aura  de 
même  une  surface  S  en  faisant  rouler  sur  un  cône  de 
sommet  O  le  plan  yOz  lié  à  la  courbe. 

III.  —  Surfaces  -  engendrées  par  le  mouvement 

I)  1  NE  COURBE   PLANE   INDÉFORMABLE  :   CAS   GÉNÉRAL. 

Ici  encore  nous  allons  trouver  des  courbes  triangu- 
laires, j'entends  par  là  des  courbes  ayant  une  équation 

de  la  forme 

PXQVRV=  K, 

X,  X  .  X",  K  étant  des  constantes  liées  par  la  relation 
À  -T-  X'-t-  >."  =  o, 


(  4«><>  ) 

V  =  o,  Q  =  o,  R  =  o  représentant  trois  droites  formant 
un  triangle.  Je  vais  d'abord  démontrer  sur  ces  courbes 
un  théorème  que  je  ne  crois  pas  connu  et  dont  j'aurai 
besoin  ultérieurement. 

Théorème.  —  V  toute  courbe  triangulaire  correspond 
une  droite  A  et  une  seule  telle  que  les  normales  aux 
points  où  A  rencontre  la  courbe  soient  concourantes 
en  un  point  A;  V  et  A  restant  les  mêmes  quelle  (pie 
soit  la  constante  K.  Celle  droite  A  est  une  droite  de 
Simpson  du  triangle  PQR.  Si,  de  V,  on  abaisse  des 
normales  à  la  courbe,  les  pieds  de  ces  normales,  lorsque 
K  varie,  décrivent  la  droite  A  et  le  cercle  circonscrit  au 
triangle.  Réciproquement,  à  toute  droite  de  Simpson 
du  triangle  correspond  un  faisceau  de  courbes  triangu- 
laires. 

Pour  plus  de  commodité  je  désignerai  A  par  droite 
des  normales  et  A  par  point  des  normales  de  la 
courbe.  Soit 

F  (  a?, . )'  )  =  ly>  Q'-'  R>  —  K  =  o,         X  —  X'  -+-  X"  =  <>, 
P  =y  —  nix  — h,       Q=y — m'a:— h',        H=j'  —  ni".r —  h", 

l'équation  de  la  courbe.  L'équation  qui  exprime  que 
la  normale  en  un  point  xy  passe  par  x0,  y0  est 

,  .,., ,  _  :r  ,,  À  K<,>  ^-/,'R  P  H-  X"  PQ  ) 

-h(yo—y)(^mQK-h  X'/ra'RP  -~X"m"PQ). 

Celte  équation  représente  une  cubique  indépendante 
de  k.  Elle  doit  contenir  tous  les  points  de  A,  ce  qui 
donne,  si  A  coïncide  avec  Oy, 

Xm  -+-  X'/n'-t-  )."//("=  <>. 

ou  pour  abréger 

X).///  =  (i,        SX/////  =  o, 
X),m//A"  SX  A' A" 


SX/i 


J'o 


sx  a 


Donc  ileux  conditions  : 

comme  on  a  aussi 
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X  ).  m  li  =  o  : 


E  A  =  O 

ces  trois  conditions  entraînent 


/// 


mh 
m'  h 

m"  h" 


qui  exprime  que  Oy  est  une  droite  de  Simpson  du 
triangle.  Avant  choisi  dans  le  plan  le  triangle  POR, 
voyons  comment  il  faut  le  déplacer  dans  son  plan  pour 
que  les  deux  conditions  SXm  =  o, 'SXotÀ  =  o  soient 
vérifiées.  Choisissons  l'angle  co  de  P  avec  Ox  pour 
(pie  Yi\m  =  o;  cela  nous  donne,  en  posant  tan  g  es  =  u: 


\u  4- 


A'(»^-  A 
i  —  «A 


À  (  « 


B) 


i  —  m  B 


A  et  Bêlant  différents  de  zéro  d'après  leur  signification 
géométrique  facile  à  voir.  En  développant  et  en  suppri- 
mant le  facteur  u'2  -+■  i  il  reste 

XAB ti  -+■  >' A  -h  À"B  =  o, 

qui  donne  M.  Ainsi  pour  que  EXm  soit  nul,  il  faut  que 
les  côtés  soient  parallèles  à  trois  droites  parfaitement 
déterminées,  donc  un  seul  orientement.  Je  suppose 
donc  le  triangle  orienté  de  façon  (pie 

l 'i.  m  =  o  ; 

je  «lis  qu'alors  une  translation  de  triangle  parallèlement 
à  O.r  rendra   il/./»//  nul.  En  effet,  il  faut  disposer  de  |Jt 

pour  (pie 

X "/. mi  h  —  m  [>.  |  —  o, 

X  À  m  h 
1  z,Km° 
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et  -~/.m2  n'est  pas  nul  sans  quoi,  comme  on  a 

SA  =  o         et         LX/w  a=  o, 

les  trois  quantités  m,  m',  m"  ne  seraient  pas  distinctes. 
Une  translation  parallèle  à  Oy  ne  change  rien.  Donc  il 
existe  une  infinité  de  positions  du  triangle  pour  les- 
quelles les  deux  égalités 

EX/M  =  o,         2,\mh  =  o 

sont  vérifiées;  mais  elles  se  déduisent  de  l'une  d'elles 
par  une  translation  parallèle  à  Oy.  Donc  le  triangle 
étant  placé  et  les  nombres  X,  //,  X"  choisis,  il  existe  une 
seule  droite  A. 

Réciproquement,  considérons  un  triangle  PQR  et 
une  de  ses  droites  de  Simpson  que  nous  prenons  pour 
axe  des  y.  Si  /n,  Ht',  m"  sont  les  coefficients  angulaires 
des  trois  côtés  PQR,  on  devra  prendre  X,  ).',  )/'  égaux 
ou  proportionnels  à 

ni — m",  ni' — m,  ni —  ni, 

afin  que 

/. — }.'-i-a!'=o         et         À  m  -+-  ).'/»'-+- À"m"=  o, 

et,  comme  Oyest  une  droite  de  Simpson,  on  aura  aussi 

/.  inh  -+■  X'w'A'-t-  \"m"h'=  o. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  de  la  cubique 

(a?0— x)  |  XQR  -h  X'RP  +  À'PQ) 
-H.To— ^)(XmQR  ■+-  X'm'RP  -+-  X'm'PQ)  =  o; 

si  Oy  est  la  droite  des  normales,  cette  cubique  se  décom- 
pose en  Oy  et  une  conique.  Or  l'ensemble  des  termes 
du  troisième  degré  est 

—  X  À  ni  ?n"  x(  x2  ■+-  y2  )  ; 
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donc  la  conique  est  un  cercle  et  c'est  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  PQR,  car  la  cubique  passe  par  les 
sommets  du  triangle  et  par  la  droite  des  normales  dans 
le  cas  général. 

Cas  particulier  des  coniques.  —  Dans  ce  cas,  deux 
des  exposant-  /..  X',  a"  sont  égaux;  on  a  alors  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Etant  données  toutes  les  coniques 
qui  sont  tangentes  en  B  et  C  à  deux  droites  sécantes 
V 13 ,  AC,  il  existe  une  droite  A  et  une  seule  telle  que  les 
normales  aux  coniques  aux  points  où  elles  coupent  A 
soient  concourantes  en  un  point  H.  Si  de  H  on  mène 
des  normales  à  toutes  les  coniques,  les  pieds  de  ces 
normales  sont  sur  A  et  sur  le  cercle  circonscrit  ou 
triangle.  Pour  avoir  ce  point  H  on  prolonge  la  médiane 
qui  part  de  A  jusqu'à  sa  rencontre  en  A'  avec  le  cercle 
circonscrit  et  par  ce  point  on  mène  la  perpendiculaire 
à  BC  qui  coupe  le  cercle  au  point  cherché  H.  La  droite 
de  Simpson deH  est  la  droite  cherchée,  elle  est  parallèle 
à  la  médiane  A  V. 

La  première  partie  résulte  de  ce  (pie  j'ai  dit  plus 
haut,  le  reste  est  un  problème  facile  de  géométrie  élé- 
mentaire. Je  reviens  maintenant  à  mon  sujet. 

Théorème  I.  —  Si  une  courbe  plane  indéfor- 
mable engendre  en  se  déplaçant  une  surface  ï  cette 
courbe  est  nécessairement  une  courbe  triangulaire. 

Je  prends  la  courbe  ;'i  l'instant  /,  son  déplacemenl 
infiniment  petit  équivaut  pour  les  vitesses  à  un  mou- 
vement hélicoïdal.  Soit  <  )  z  l'axe  de  ce  mouvement  héli- 
coïdal instantané.    Avec  les  notations  habituelles  mou- 
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avon»  ici 

;  =  o, 
Soient 


T,    =   0. 


o, 


p  =  o, 


r^o. 


z  =  \xy,         y  =  Fi  x  ) 


les  équations  par  rapport  au  triode  mobile  de  la  courbe 
qui  se  déplace.  En  posant 


--=/*. 


L  équation  qm  exprime  que  les  plans  tangents  le  long 
de  la  courbe  vont  passer  par  le  point  S  de  coordonnées 
a,  P,  V  est 


ou 

,3»    y  = 


X  —  X 

P  — y   y  —  v-y 

' 

1 

y        v-y' 

=  0 

y 

—  x             h 

— ■   'XX 

y  —  y  a?  —  h  y  —  //  'i 

—  'xx"1  —  (  \x-x  ~h)x    - 1  \x't>  —  y  )y  ■+•  As       cfa* 


On  a  encore   une  équation    différentielle   de  Jacobi  et 
l'on  sait  que  l'intégrale  est  de  la  forme 

(ax  -+-  6^  -•-  c  fi-(a  x  -i-  6//  —  c')*'  (' </"jt  -+-  6"^ -t-  c"  fi"  =  K 

avec 

À  h-  X'h-  X*=  o. 

Théorème  II.  —  La  droite  des  normales  de  la 
courbe  triangulaire  est  la  caractéristique  du  plan 
de  lu  courbe. 

l'n  effet,  écrivons  que 

(4)     *  ax  —  b  —yfi(  a'x  —  b'  —  y  fi-'  i  a"  x  •+■  b"  —  y  fi-"  =  Iv 
est  solution  de    l'équation   différentielle  (3).    De  (4) 
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nous  lirons 

). a  QR  -+-  }.' a'RP-h  Va"  PQ 


(3)   /= 


XQR-+-  X'RPh-X'PQ 


(P  =  ax-\-b —  jk)- 


An  nnméralenr  le  coefficient  de  y-  doit   être  nul,  ce 

(jiii  donne 

/.a  -+-  ).'fl'-4-  À'rt*'=  o; 

donc  la  droite  des  normales  esl  parallèle  à  Qy.  Je  dis 

,     •                    ,                               h 
que  celle  droite  a  pour  équation  x  = 

En  efiet,  si  l'on  prend  cette  droite  pour  axe  des  y, 
l'équation  devient 

/                    ah         VÂ 
rt  x  -r-  b y) 

t   ,  ,,       à  h  \>-'/   „  a" h  \>-" 

et  Oy  sera  la  droite  des  normales  si 

ou 

/*        £Xa6 


a        1  A  a2 


A     . 


Or  — c'est  le  rapport  des    coefficients  dey  et  xy   au 

numérateur  de  y'  dans  (3);  or  dans  (5)  le  rapport  des 
mêmes  coefficients  est 


2  À  «  (&'—//) 
SXo(  <i  —  a"  ) 


2  Art2 


Je  me  suis  servi  de  l'équation  de  la  projection  de  la 
courbe  sur  .rO  y,  alors  que  j'aurais  dû  prendre  la  courbe 
dans  son  plan  afin  de  ne  pas  compliquer  les  notations. 
Il  aurait  fallu  remplacer  a  a' . . .  par  ata\.  Mais  les 
secondes  sont   proportionnelles  atu  premières.    Unsi 
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les  équations  de  la  droite  des  normales  sont 

h 
x  = y  z  =  iiy. 

Or  les  formules  qui  donnent  la  vitesse  sont 
V.r  =  —  ry,         Y,  =  rx,         Y-  =  Ç. 

Sur  la  droite  caractéristique  du  plan  c  =  uy  la  vitesse 
doit  être  dans  ce  plan,  donc 

Z  =  \xrx, 


d'où 


-  L  i  -    _  * 


Théorème  III.  —  Le  point  des  normales  coïncide 
à  chaque  instant  avec  le  centre  de  courbure  de 
l'arête  de  rebroussement  (/.)  de  l'enveloppe  du  plan 
des  courbes.  Cette  courbe  (a)  doit  donc  avoir  sa 
courbure  constante. 

Je  considère  le  trièdre  de  Frenet  Oxyz-  correspondau  t 
à  cette  courbe  (À).  Ox  sera  la  tangente,  Oy  la  normal»' 
principale  dirigée  vers  le  centre  de  courbure  et  O  ;  la 
binormale.  La  courbe  est  dans  le  plan  xOye\s\  elle  se 
déplace  dans  ce  plan,  ce  ne  peut  être  que  par  une  trans- 
lation parallèle  à  Ox  d'après  ce  qui  précède.  Nous 
verrons  que  cette  translation  est  nulle.  Soient  a,  [î>,  y  les 
coordonnées  du  sommet  S  du  cône.  Les  composantes 
de  la  vitesse  d'un  point  de  la  courbe  seront,  en  remar- 
quant  que  q.  r,,  ^  sont  nuls, 

V.c=  g  —  ry  +  A, 
\'=  rx. 


\h 


=  o, 


^z  =  py- 

<x  —  x           'i—y 

i 

«         y 

o 

-  ry  -t-  A        rx 

py 
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A.  provenant  de  la  translation  possible  parallèle  à  Ox. 
On  lire  de  là 

(6)  y  = 


pxy  —  (pa  -+-  ry)y  -I-  y(5  ■+■  A) 
Soit  maintenant 

p).  QX'  R>,  "  _  k,  À  -4-  A'  -f-  X"  =  o, 

P  =  ay  -+-  x —  b,         Q  =  a'y-{-x —  b' ',         R  =  a"y-hx  —  6", 

l'intégrale  de  l'équation  différentielle.  On  tire  de  là 

,_  ÀQR-t-X'RP-t-X'PQ 

y  ~      XaQR  +  X'a'RP  -f-  À"a"PQ" 

L'identification  de  (6)  et  (7)  donne 

ZX  =  o,         SÀa  =  o,  XXa6  =  o,  ÏÀ//6"=o, 

qui  expriment  que  0#  est  la  droite  des  normales  et 
que  Vx  du  point  des  normales  est  nul.  Donc  pas  de 
translation  possible  et  par  suite  A=  o.  On  a  ensuite, 
en  appelant  p  un  coefficient  de  proportionnalité, 

—  po  =  SXrt'rt", 

— /-;s  =  SX  6, 

— />3p  =  SX(a'6"-t-  «*6')i 

p(/>a  -+-  ry)  =  2  À  a  (  a'  6"  -1-  «"  6'  ), 

ÊY?  =  ZÏab'b". 

On  lire  de  là 

s  _        ï.).ab'b" 

r  ~  SX/y      ' 

c'est  précisément  1>  du  point  des  normales.  Il  suffit 
donc  de  constater  que  y0  =  j.  est  'V  cl"  centre  de 
courbure  de  (a)  ou  le  pied  de  la  droite  polaire  ou  le 
pied  sur  xOy  de  la  caractéristique  du  plan  normal 
Aan.  de  Mathémat.,  j    série,  t.  XI.  (Novembre  1911.)        ^2 


(  49*  ) 

qu'on  obtient  de  .suite  en  écrivant  VB==  o,  d'où 


[I  reste  quatre  équations  qui  donnent  a,  [3,  y,  p. 

Cojnclusiojv.  —  «  Ayant  choisi  une  courbe T  Irianini- 
laire,  soit  A.  son  point  des  normales  et  A  la  droite  des 
normales.  On  choisira  une  courbe  (à)  à  courbure 
constante  égale  à  la  distance  de  A  à  A  et  on  la  placera 
dans  le  trièdre  de  Frenet  de  (à)  de  telle  sorte  que 
A  coïncide  avec  Ox  et  A  avec  le  centre  de  courbure 
de  ().).  La  courbe  T  liée  au  trièdre  décrira  une  surface  2 
et  les  points  où  celte  courbe  rencontre  l'axe  Ox  du 
trièdre  décriront  des  courbes  auxquelles  T  restera  tan- 
gente. » 

Cette  dernière  partie  est  facile  à  vérifier  avec  les 
formules  qui  donnent  la  vitesse.  On  suppose  évidem- 
ment que  T  n'est  pas  une  conique. 

(I  suivre.) 


[D4a] 

SUIt  LA  DÉRIVÉE  LOUAKITINIIQI  I 
M  CERTAINES  FONCTIONS  ENTIERES; 

Pau  M.  G.  VALIRON. 


Les  fonctions  entières  que  je  considère  ici  sont  des 
fonctions  d'ordre  nul,  satisfaisant  à  une  condition  de 
croissance.  Soit  p(x)  un  exposant  net  de  la  suite  des 
zéros,   c'est-à-dire  une  fonction  non  croissante,   telle 


(  499  ) 
que  p(a?)  log  x  croît  (  ou  ne  décroît  pas)  :  et  qu'on  ait 


/■„  désignant  le  module  (lu  nv  zéro,  L'égalité  ayant  lieu 
pour  une  i nfîni Le  de  valeurs  de  l'indice  /?,  que  j'appel- 
lerai indices  principaux  ('). 
Je  supposerai  que  la  fonction 

[pO)]1  log  '■ 

tend  vers  zéro  avec  -  • 
x 

1.  Dans  ces  conditions,  soit 


ff(*)  = 


f(z) 


(  J)  _  V<        i 

\  s)    ~  jLà  z  —  a„ 


la  dérivée  logarithmique  considérée.  Je  vais  démontrer 
la  proposition  suivante  : 

//  existe  une  infinité  de  cercles  de  rayons  indéfi- 
niment croissants,  sur  lesquels  on  a  l'égalité 

(i)  <?(*)  =  jO-t-O* 

//  étant  le  nombre  des   zéros   intérieurs   au   cercle 

considéré,  et  i  une  quantité  complexe  tendant  vers 

i 
zéro  avec  -_•• 

Soient,  en  eflét,  un  indice  principal  N,  /N  le  module 
du  zéro  correspondant;  nous  poserons  pour  simplifier 


EV=ReP  -";; 


(')  L'existence  des  fonctions  >(./■)  est  démontrée  dans  mon 
Mémoire:  Sur  tes  fonctions  entières  d'ordre  nul  |  Matematische 
Annalen,  B.  L\\,  p.   '\-<  i. 


(  5oo  ) 
le  nombre  ni  des  zéros  compris  entre  les  cercles  de 

rayons  R  et  R'  est 

m  =  N'-  N, 

N'  étant  le  nombre  des  zéros  de  module  inférieur  à  R'. 
Or  on  a 


d'où 


N'<  R'P(R,)<R'PlR'=  RPiR'e*l0-'R. 


<  fjp(Rlgv/logR pjp    R  i_   Rp(R> 


v/logR 


/  1  i  m  e  =  o  \ 

VR  =  »  / 


Appliquons  maintenant  entre  les  cercles  de  rayons  R 
et  R'  le  procédé  d'exclusion  de  M.  Boutroux  ('),  on 
pourra  trouver  des  cercles  de  rayon  /•  compris  entre  R 

r>  r 

et  R',  tels  que  /•  =  —  (/,-  fini)   et  tels  que   si   i  est  le 
nombre  défini  par  les  inégalités 


n<  r  <  //+,, 


on  ait 


IV 


r**'7r>w-F^Cp"",) 

R' 

/.  ni 


k  fini 


(i—pïîi). 


Il  résulte  de  là  que  nous  aurons 

N'  N' 

2uT=a~n     <2u\  r-rn\  <~Rr~  2dp'' 


k'  m 


le  dernier   S   est  étendu,   d'une   part,    de   i   à  N'  —  /, 
d'autre  part  de  i  à  t  —  N  ;  donc 

(t) 

2è<22];<a,ogm 


(')    Fot>    mon    article    Sur  les  fonctions   entières   d'ordre    nul 
<  Nouvelles  Annales  ) . 


(  5oi    ) 
I  (  —  )  désigne  la  partie  entière  de  —,  et  par  suite  : 


yi  i_  >.A/h  logw        a/-'RP  "  ?i  K)lu?îRfi4-£) 

~2  — a«  R'  R'/ïôgR 


et  encore,  comme 


tend  vers  zéro, 

2r 


p(R)v/logK 


RP  l! 


Considérons  maintenant  les  autres  termes  de  £"(-)• 
Pour  n  >  N',  on  a 


R'  ^  r„ 
'■  =  T  <  T  ' 


donc 


et 


^  -  —  a,i 

.N'-hl 


-r>(I-^)r" 

—  /  „  —  /•  <  k  —  \2d  Vn 


Posons    M  =  R/P(R);     pour     n  >  M ,     nous     aurons 
comme  p(rn)  <  ?(Rr)> 

^-    P  '« '  ^  ..P  ''■' 


(I  ou 


I  I 

-  <   — T 


«P' 


et  par  suite 

V  '  *-  M  ~  N'  _  V     ' 

Zd  t;  <    r'     '■  Zd  _l_ 

M  — N'  /•-     rfa?  M  — Y  p(R')M 


< 


_N'       r     <ir 


R'  [i  — p(R  »]R' 


(     5o2    ) 

Comme  on  a,  d'une  part, 


et,  d'autre  part, 

N'>  N  =  RP,R), 

on  voit  que  l'on  obtiendra  encore  ici 
eRPtR> 


Jmà  Z  —  an 


< 


i; 


f  hm  £  =  oV 


En  tenant  compte  de  l'inégalité  précédemment  obte- 
nue, nous  avons 


S-JL- 

—  z  —  an 


< 


RP  "' 
R' 


(')• 


Il  reste  à  considérer  l'expression 


2; 


comme  —  lend  vers  zéro  avec— >  nous  aurons  pour  les 
/•  R  r 

termes  de  cette  Somme 


»-+-  E« 


e,<  étant  une  quantité  complexe,  inférieure  en  valeur 
absolue  à  un  nombre  arbitrairement  petit;  il  résulte  de 
là  l'égalité 


**z  —  an 


(  i  -h  e ) N 


(')  Dana  tout   ce  qui  suit,  t  désigne    une    quantité  tendant  vers 

i  i 

zéro  avec  —  ou  — • 
H         N 


(  5o3  ) 
z  étant    une    quantité    complexe    tendant     vers     zéro 
avec  j >  et  finalement 

De  plus,   en  remarquant  que  le   nombre   des  zéros 

contenus    dans    le    cercle    7*   est  compris    entre   N    et 

N'  =  N(i  +  e'),    on   voit  que  la  proposition    énoncée 
est  établie. 

!2.  Il  résulte  de  la  proposition  précédente  que,  sur  les 
cercles  considérés,  la  l'onction  g{z)  est  comparable  à 
la  dérivée  logarithmique  d'un  polvnome  de  degré  n, 
dont  les  racines  auraient  un  module  très  petit  par  rap- 
port à  celui  de  c.  L'analogie  se  poursuit  en  ce  que,  à 
l'intérieur  d'un  tel  cercle  Ici  fonction  f{z)  an  —  i 
racines.  En  eflét  comme 

f'(x)               ,     ,           (I  +  E  1/' 
=  g(Z)  =    > 


la  variation  de 

log/'(-s)-log/(a)  =  lQg^(«), 

lorsque  3  décrit  le  ceTcle,  est  égale  à  celle  de  —  log  s, 
c'est-à-dire  à  —  2Tzi,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

On  voit  que,  si  les  cercles  pour  lesquels  la  proposi- 
tion a  lieu  sont  suffisamment  rapprochés,  le  rapport 
des  nombres  des  naines  de  f(z)  et  f  (s),  contenus 
dans  un  cercle  de  rayon  r,  tend  vers  i  lorsque  r 
croît  indéfiniment.  C'est  ce  qui  à  lieu,  en  particulier, 
lorsque  le  rapport  de  deux  indices  principaux  suc- 
cessifs tend  vers  i . 

Il  existe  d'ailleurs  des  fonctions  pour  lesquelles  le 
rapport  des  nombres  des  zéros  de  la  fonction  et  de  sa 
dérivée  n'a  pas  pour  limite  i  :  cela  a  lieu  notammenl 


(  5o4  ) 

lorsque,  n„  désignant  le  nombre  des  zéros  de/*( z)-\-a 
contenus  dans  le  cercle  de  rayon  /•,  —  n'a  pas  pour 
limite   i   lorsque  /'  croît  indéfiniment  ('),  car  n!  étant 

le  nombre  des  zéros  de /'(:■)  dans  le  même  cercle,  l'un 

dn      n  j 

es  rapports  — »  —  ne  tendra  pas  vers  i. 

"  a        "  b 

3.  En  nous  plaçant  toujours  dans  le  cas  où  s  (x)  vé- 
rifie la  condition  de  croissance  indiquée,  nous  allons, 
en  faisant  une  hypothèse  sur  la  distribution  des  zéros, 
préciser  la  région  du  plan  où  l'égalité  (i  )  est  vérifiée. 
Nous  supposerons  qu'on  a 


(2) 

Posons 


;  Ou 


(o</i„<H<i). 


_i 

RceiR,=  r         (IV=2/); 

s(x)  étant  une  fonction  tendant  vers  zéro  et  qui  sera 
déterminée  ultérieurement,  de  telle  façon  que  le 
nombre  N  des  zéros  de  module  inférieur  à  R  tende 
vers  i  lorsque  R  croît  indéfiniment.  En  désignant 
encore  par  JN'  le  nombre  des  zéros  contenus  dans  le  cercle 
de  rayon  R',  les  calculs  faits  précédemment  donnent 


y— - 

—  Z  —  ( 
1 

2^- 


(  I  -f-  6  )  N 


< 


e'R?'"' 


H' 


(')  Pour  l'existence  de  telles  fonctions,  voir  mon  article  sur 
Le  théorème  de  M.  Picard  pour  les  fonctions  entières  d'ordre 
nul  (Nouvelles  Annales,  1911,  p.  i'p).  Les  cercles,  pour  lesquels 
n a  =  /it,  sont  aussi  ceux  pour  lesquels  n'  =  nm  —  1  (il  s'agit  ici  des 
cercles  considérés  dans  les  démonstrations  du  théorème  de  M.  W  iman 
et  du  théorème  du  paragraphe  1). 


(  5o5  ) 
(  lonsidérons  la  somme  restante 


jLdz  —  a» 


Zà\z-an\' 

N  -t-  1 


n  étant  compris  enlre  N  et  N',  nous  avons 


d'où 


et  comme 


rJM.i>(iiH-!)P»r~"»>(m-i)P  '-  , 

1 
r„<(n-+-H)P<'--', 

1 

/         ,_h\P'«'  r  i  — H        "1 


rc-+-H<N',        p(r„)<p(R); 

rn-hl>/'4,+  N'p(RjJ' 

c'est-à-dire  finalement 


^   /„(■- H)  ^    K(i-H) 
r„+,-r„>     N'p(R)     >    N'p(R) 


On  aura  par  suite 

N 

2 


et 


Finalement 


V 

y 


i  N'p(R)  .. 

i  \    : ,  R  i 


\3  —  a„\     ^  Un  — H  ) 


logi  i  —  N). 


«i 


2  y  p^Rjiosv 

R< .  -  H  .       ; 


N  +  l 

comme  de  plus 


p  '; 


N'<  R'P  R   ;  (ar)P(R)<(i-+-s)Rp  ,!  e! 


(  5o6  ) 
le  dernier  terme  du  second  membre  est  inférieur  à 

a(I  +  e)RP<B)["lagR_l__L-J[p(R)], 

(  .  -  H  ,  R 

ou  encore  à 

S^^#|[p(H)].i^«r.+       «--limil; 

r         i  —  H    (Ll  I  e(  R)  logR  J  ) 

eu  prenant 


e(R)  °p(R)v/bgR 

la  quantité  entre  crochets  tend  vers  zéro,  et  comme 

i   est  bien 


o(R)          ,  ,  .....      \' 

tend  vers   zéro  la  condition   lim 


£(R)  .....   N 

remplie.  Nous  aurons  d'après  ce  qui  précède,  en  sup- 
posant  que    le    point  z  est  extérieur  aux  cercles    de 

centres  «/  et  rt,+,  et  de  rayon    ,+l  — - ,  k  >>  i , 

El 
<— • 


En  résumé  on  aura  bien  l'égalité 

f  i  -+-  e  )n 


(') 


*{*)  = 


valable  à  l'extérieur  d'un  cercle  de  rayon  R0  et  de 
cercles    ayant   pour    centres   les   zéros  a„   et  pour 

rayons 


/, 


k  "  «?(/■„) 

Les  conclusions  relatives  à  la  dérivée  prendront  alors 
la  forme  remarquable  suivante  :  Il  y  a  dans  le  cercle 
R0  un  nombre  de  zéros  de  f  {z)  ép;al  à  celui  de  f(z) 
diminué  d' une  unité,  les  autres  racines  de  la  dérivée 
se  trouvent  dans  les  cercles  ayant  pour  centres  les 

zéros  an  de  f(z)  et  pour  rayon     }  -    • 


{      K>7     ) 

Autrement,  si  bn  est  le  zéro  d'ordre  n  de  la  dérivée, 
on  a 

<>n     I  =  dn       I  H ; I 

|  n  p  i  /•„  )  J 

/.  '   «tant  un  nombre  complexe  fini. 

On  peut  également  de  l'égalité  (i)  tirer  une  expres- 
sion asymptotique  de  \ogf(z)]  on  aura,  en  eflet, 


log/(s.)  *=  (i  -f-  s)  / 


Il   (I z 


le  chemin  d'intégration  ne  coupant  pas  les  cercles  d'ex- 
clusion. Par  suite,  en  formant  ce  chemin  d'arcs  de 
cercles  et  de  droites  passant  par  l'origine,  on  aura 


&[log/(*)]  =  (n-e)  f 


n  dx 


Comme,  d'autre  part,  sur  un  cercle  [z]  =  /•,  on  a 
"  n  dz  .       z' 


f. 


nous  obtiendrons,  en  posant 


z  =  ré'?, 
dx 


JC     ti  il  r 
r    Ml    -4-e,)(ç+  Cpo)       (')• 

4.  Les  résultats  obtenus  s'étendent  immédiatement 
aux  fonctions  méromorphes 

—  z  —  (l„ 


(')  I  n  calcul  direct  donnerait 


(  5o8  ) 
G  el  D  élant  de  même  signe,  el  an  étant  le  nu'me  zéro 
d'une  fonction  d'ordre  nul  f(z),  dont  l'exposant  net 
satisfait  aux  conditions  précédentes. 
On  aura  ici 

G(,)=(,  +  ^A", 

sur  une  infinité  de  cercles  dans  le  cas  général,  et  dans 
tout  le  plan  à  l'exclusion  de  cercles  de  centres  a„  clans 
le  cas  où  l'on  a  l'égalité  (2).  Si  Ton  pose 

on  voit  que  f\{z)  a  un  zéro  de  moins  quef(z)  dans 
une  infinité  de  cercles  et,  dans  le  cas  particulier  de 
l'égalité  (2),  le  zéro  'cn  de  f\{z)  est  donné  par  l'égalité 


Cn  =  «„  +  ,      I  H - 


[Hllc] 

UNE  APPLICATION  IIE  L'ÉQUATION  FONCTIONNELLE 

DE  FREDIIOLM; 

Par  M.  Ch.  PLATRIER, 

Vncien  élève  île  l'Kcole  Pot ytechni<[ue. 


Le  but  de  cette  Note  est  la  résolution   de  l'équation 
fonctionnelle 

lorsque  le  noyau  K.  (5,  t)  est  astreint  à  la  condition  sui- 
vante :  La  résolvante  K.(s,  /,  À)  de  l'équation  fonction- 


(   r>"!>   ) 
ne  lie  de  Fredholm  de  noyau  K  (s,  t)  admet  comme 
dérivée  /<"""',  par  rapport  à  s,  la  résolvante  K„(.s,  t,  X) 
de  l'équation  fonctionnelle  de  Fredholm  de  noyau 

<l"  K  (  5.   /  I 

Nous  nous  proposons,  en  premier  lieu,  de  traduire 
sous  forme  d'équation  la  condition  ci-dessus.  Rappe- 
lons tout  d'abord  les  résultats  suivants  : 

i"  Le  noyau  et  la  résolvante  d'une  équation  de 
Fredholm  sont  liés  par  les  relations 

(a)      —  K(s,t)-V-K(s,t,'k)  =  \f   K(s,z)K'js,t,\)dz, 

(3)  =X  f   K(5,  t)K(s,z.\)dz. 

2°  La  solution  de  l'équation  de  Fredholm 

l  |  ,  <fU)->.  f    K(s,t)y't)dt=f(s), 

est 

<5)  *(*)=/(*)  -+-X/     K(*»*.x)/(0*i 


-quand    À  n'est  pas   une    constante   caractéristique   du 
noyau  Iv  (s,  £). 

Dans  la  suite,  nous  nous  contenterons  du  signe     / 

r1'  -     •' 

pour  représenter    /    »  et  nous  supposerons  que  K  u  est 

pas  une  constante  caractéristique  du  noyau   K.(s,  t). 

Ceci    posé,    considérons    l'équation    (.{)    et   l'équa- 
tion (6) 

<6)      »w-x/,t*7.'£:0»(o* -#w- 

"a 

So\lKn+p(s,  t,X)  sa  résolvante;  cherchons  à  expri- 


(  5ro  ) 

mer  la  condition,  pour  que 

d"+/>K(s,  (,).) 

(7)  ^(^.^     dsnùt;   • 

En  vertu  de  (2),  on  a,  pour  définir  k„+/,(.v,  /,  a), 

ûs"0t''  '        '    ;        J        ds'ldzP  ' 

et  en  dérivant  (a)  «  fois  par  rapport  à  s  et />  fois  par 
rapport  à  t,  on  obtient 

c)«+/»K(*,*)       c)"+/JK(s,<,À)      .    /*d«K(*,.5)<*/'K(.z,*,X)  , 

(<))    : h   ; =  A    / : az. 

Os"  Od'  as"  OC  J         ds"  ad' 

La  condition   nécessaire  et  suffisante   pour  que  (7) 
soit  remplie  sera,  en  vertu  de  (8)  et  (9), 

r  \  à"K  (s,  ()  ài'KizJ,  X)       d"-i-/>  K  (s,  z)  dn+i'K(z,  (,  1)  j 

J    (       0~s"  oTî'  as"  ôzi'  oz"  dd>        \  C  "  =    " 

Elle  peut  s'écrire  encore 

/      x      I~tz,      w  -         di'K(s.z)  à"K(z.  t,ï)~\    , 

do)      |K(s,s)ku,VO-        àz/>        i_L_Lj|rfa==A(5,f,X); 

avec 

(II)     A(5,  /,  X)  =  5"-1lU1(0-r-5"-2[X2(//H-...-i-  ;j.„(/i 

+  */»-' V,  (*)-+-  //'-2V2(  »)+... +  V  ,,(*), 

les  fonctions  u,  et  v  étant  des  fonctions  de  À. 

Notons  de  suite  que  si  l'on  fait  A  =  o  dans  l'équation 
précédente,  on  a 


'\:,       fi  k(  <,.  z)  K(s,  t) 

di>K(s,z)  dnK(z,() 


Ozi>  Oz"       \ 


dz  =  \is.(,u)  —  B(s,(), 


B(.<>;  /)  étant  une  fonction  de  forme  analogue  à  A(s,  t,  X), 
mais  où  les  fonctions  u.  elv  sont  indépendantes  de  A. 


(  5u    ) 

Je  dis  que,  réciproquement,  toutes  les  fois  que  n  ou 
p  sera  nul,  la  condition  (12)  entraînera  la  condi- 
tion (10). 

Dérivons,  en  effet,  n  fois  par  rapport  à  s  l'équa- 
tion (2) 

(  I  i  I ; 1 ; =  A    /      ; K  I  Z  ,   / ,  /.)dZ. 

ds"  Os'1  J  dsn 

Multiplions  l'équation  (2)  parK.(u,  s)  ds,  l'équation 

(ij)  par a.v,  et  intégrons  la  ditterence  entre  a 

et  b  ;  on  obtient 

—  B,(«,  f)  -4-  A,  (  u.  t,  À)  =  X   /  K(z,  /,  X)  I>i(«,  5)  rf^, 

en    désignant    par     A,  (5,  /,  À),   B,  (s,  /)    les    premiers 
membres  des  équations  (10)  et  (12). 

En  se  servantde  l'équation  (3),  on  démontrerait  i\ne 
relation  analogue,  et  finalement,  avec  un  léger  chan- 
gement  de  notation,  on  a  les  égalités 

04)  —  B,(s,  0  +  A,(s,  t,\)  =  lj  K(z, /,'/,)  Bt(s,z)dz, 
11,,  =À  Ck(s,  z,\)Vi(*,t)dz. 

Ces  égalités  montrent  que.  dans  les  cas  respectifs 
soit  de  p  =  o,  soit  de  n  =  0,  si  15,  (s,  t)  est  de  la  forme 
B(s,  t),  A,  (s,  t,  >.)  sera  de  la  forme  V  (s,  t,  A),  ce  qui 
démontre  la  proposition  réciproque  que  nous  avions  eu 


vue. 


On  arrive  ainsi  à  la  proposition  suivante  :  Pour  que 
lu  résolvante  K  (s,  /.  X)  de  V équation  fonctionnelle  de 
Fredholm  de  noyau  K,.v,  t)  ait 'comme  dérivée  niéme 'par 

rapport  à  s  la  résolvante  k„(\, /,).')  de  l'équation  fonc- 
tionnelle de  Fredholm  de  noyau  ' — — 7 — ,   il  faut  et  il 

Os"  J 


(  5»  ) 
suffit  que 

(■6)  /k(,,,)[k(,,0-^^]^ 

=  i"-i;jLl(^-t-5"--ï;jL2(7)+.  ..-+-  MO, 

a,,  u.2,  . . .,  [x„  étant  n  fonctions  arbitraires  de  t. 

Ces  résultats  obtenus,  revenons  à  notre  problème 
primitif,  la  résolution  de  l'équation  fonctionnelle  (2). 

En  dérivant  les  deux  membres  de  cette  équation 
n  fois  par  rapport  à  s,  et  en  posant 

'  v   '  ds" 

on  obtient 

r.  .     ,   r1' à"\it.s. 0  ,  .     ,      à"  fis) 

(17)  <\>(s)  —  l         ■ -<l(t)dt=      J        • 

v   '  '  I  ds"        '       '  ds" 

*~  n 

Cette  équation  est  une    équation   de    Fredholm   de 

novau  ; — - — ,  dont  la  solution  est 

J  ds'1 

ds'1  ds"-  J  '      dt" 

On  en  déduit  immédiatement 

(19)  ?(*)=/(*)  +  */  dsj  ds...  f  dsKn(s,t,l)¥£p-dt 

n   fois 

-t-  axs"-1  -+-  a2s"-'2-+- .  . .-+-  an, 

«,,  «2,  ...,  aa  étant  des  constantes  qu'on  détermine- 
rait en  substituant  dans  (1)  la  valeur  (19)  de  o  (s). 

Celte  détermination,  qui  donne  la  solution  de  (1)  dans 
le  cas  général,  est  pénible.  Elle  devient  toutefois  très 
simple  quand  K  (s,  t)  satisfait  à  la  condition  (i<i). 

Dans  ce  cas,  en  efl'et,  (18)  peut  s'écrire 

(20)  d'lt{$)  =  dnfW    ■   }    rà"K(s,t.\)  d»f(t) 

ds"  ds"       ^    '  /  ds"  dl"  ' 


(  5.3  ) 
<H  (19)  s'écrit  alors 

(ai)  ?(.)  =/(,)+*  fK(s,t,\)^P-dt 

-+-  rt,5"-'-f-  a2s"_2-i-.  ..-(-«„, 

"1 .  «a rt«  étanl  des  constantes  que  nous  nous  pro- 

posons  de  déterminer. 

Pour  cela,  remplaçons  dans  (1)0(5)  par  sa  valeur  (21); 

un  léger  changement  de  notation  nous  donne,  en  tenant 
compte  tle  (16), 

</[  s"-1  -+-  <(.2s  '~2  —  .  .  .-+-  a„ 

-+-À   /  |—  K(js,f)-t-K(s,*,X)— X  /  Ki.s.ciKic./. ai,/,-  '  '''  h_  ~-</z 

=  a2  /      ^     x  A(5.  ?,  /.  »  dt. 

avec 

\    .y.  f,  X)  =  B(s,  <)  +  X  /  Ki  z.  t,\)  B(s,  s)rfz 

et 

B(s.  0  =5*-»fi|(0H-.---H  |*«<  /!- 

Le  terme  entre  accolades  ;      ;  esl  nul  en  vertu  de 
el   en  identifiant,   dans   les  deux   membres,   les  coeffi- 
cients des  termes  d'une  même  puissance  de  s,  on  obtient 
les  égalités 

r''\  r°  )d«f(t) 

(•22)   «/,  =  X*  /      :h  .  / ..  -  à  /     Ki  c.  /.  /  ( :> ,  3)^   -^- tf*, 

a\  ce 

£  =  1,2 "■ 

Les  égalités  1  16),  (21)  eti  '  -    résolvenl  le  problème 
que  nous  nous  étions  proposé. 
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SLB  LES  CONIQUES  ET  LES  QUADRIQUES  HOMOFOCALES; 
Par  M.  L.  QUANTIN  DE  LA  KOËRE. 


Soient  d'une  pari  un  système  de  coniques  homofocales 
et  d'auLre  part  un  ensemble  de  droites  satisfaisant 
loules  à  une  condition  donnée,  c'est-à-dire  ayant  une 
enveloppe.  Chacune  de  ces  droites  est  tangente  à  l'une 
des  coniques;  par  son  point  de  contact,  menons  la 
tangente  à  la  conique  d'espèce  différente  passant  en  ce 
point,  nous  formerons  ainsi  un  deuxième  ensemble  de 
droites  a\  ant  aussi  une  enveloppe.  Ces  deux  enveloppes 
se  déduisent  l'une  de  l'autre  et  de  la  relation  qui  les  lie 
découle  une  remarque  intéressante  relative  à  un  mode 
de  génération  de  la  développée  d'une  conique:  celle 
développée  est  en  effet  l'enveloppe  des  polaires  réci- 
proques de  la  conique,  prises  par  rapport  à  toutes  les 
coniques  qui  lui  sont  homofocales.  Réciproquement 
une  conique  est  l'enveloppe  des  polaires  réciproques 
de  sa  développée. 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  à  un 
système  de  quadriques  homofocales  en  faisant  corres- 
pondre à  i\n  ensemble  de  plans  les  normales  aux  qua- 
driques menées  par  chaque  point  de  contact;  on  arrive 
comme  corollaire  à  la  proposition  suivante:  «  La  surface 
des  centres  principaux  de  courbure  dune  quadrique 
est  l'enveloppe  des  polaires  réciproques  de  celle  qua- 
drique par  rapport  aux  quadriques  qui  lui  sonl  homo- 
focales. »)  Mais  ici  il  n'y  a  pas  de  réciproque. 


(  5.5  ) 


I.  —  Coniques. 


1.    Un  système  de  coniques  homofocales  rapportées 
à  leurs  axes  communs  est  représenté  par  l'équation 


Y 2 


A  et  B  étant  des  constantes  et),  un  paramètre  variable. 
On  suppose  que  l'axe  des  X  passe  par  les  foyers.  Si  z> 
désigne  la  distance  du  centre  à  l'un  des  foyers,  on  a 

(2)  A.  —  R  =  o». 

Une  droite  quelconque  représentée  par  l'équation 

(3)  aX-+-oY  =  i 

est  tangente  à  l'une  des  coniques  ).  du  système;  le 
point  de  contact  a  pour  coordonnées 

(  >  bis)  x  =  u (A  —  À ).        y  =  r(  B  —  À ). 

La  tangente  à  la  courbe  de  l'autre  espèce  passant  en 
ce  point  est  la  perpendiculaire  à  la  droite  (3)  en  son 
point  de  contact  ;  elle  a  ainsi  pour  équation 

(4)  v  X  —  u Y  =  uvy*. 

Nous  désignerons,  pour  abréger,  les  deux  tangentes 
(3)  et  (4)  sous  le  nom  de  droites  ou  tangentes  corres- 
pondantes. 

"2.  Lorsque  les  coefficients  u  et  pdes  droites (3)et(4), 
au  lieu  d'être  déterminés,  sonl  simplement  assujettis  à 
vérifier  une  relal  ion 

I  5  ,  Fi  h.  v)  =  o, 

on  aura  deux  ensembles  de  droites. 


(  5»6  ) 

Le  premier  ensemble  formé  par  les  droites  (3)  a  une 
•enveloppe  dont  l'équation  s'obtient  suivant  la  règle 
habituelle  en  éliminant  a  et  v  entre  les  relations  sui- 
vantes : 

u  X  ■+■  v  Y  =  i , 


•<6) 


ÔF 


dv 


au 
F  (a,  v)  =  o. 


Les  droites  (4)  ont  pour  enveloppe  la  courbe  repré- 
sentée  par  l'équation   résultant   de   l'élimination    de   u 

et  v  entre 

v  \  —  uY  =  m'y-, 

u*  dF_        v*_dF 

Y  à7i      Y  7h 

F  (u,  v)  —  o. 


'(7) 


L'équation  tangenlielle  de  l'enveloppe  du  premier 
ensemble  (3)  est  l'équation  (5).  Pour  les  droites  (4) 
l'enveloppe  a  pour  équation  langentielle  le  résultat  de 

la  substitution  dans  (5)  de  — -  et à  u  et  v,  celle 

-équation  est  donc 


(S) 


\UOi  cep-/ 


3.  L'enveloppe  des  droites  (3)  a  une  polaire  réci- 
proque par  rapport  à  chacune  des  coniques  (i);  l'équa- 
tion de  celle  polaire  s'obtient  comme  on  le  sait  en 
remplaçant,  dans  (;">),  u  et  v  respectivement  par  — — =- 

el  „  ;   elle   est  donc   représentée    en    coordonnées 

ponctuelles  par 

(9) 


x  y 

—r-  ) 


-  X    B  —  X 

En  faisant  varier  X  dans  celle  équation,    on    obtient 


5,7  ) 
les  polaires  par  rapport  à  loutes  les  coniques  du  système 
homofocal;  on  a  ainsi  une  famille  de  courl>es  :  leur 
enveloppe  s'obtient  en  éliminant  ).  entre  l'équation  (9) 
et  sa  dérivée  par  rapport  à  ce  paramètre.  Pour  simplifier 
l'écriture  laissons  dans  (9)  les  variables  primitives  u 
et  r  qui  sont  des  fonctions  de  ).  définies  par  les  rela- 
tions (3  bis),  l'enveloppe  de  ces  courbes  s'obtiendra 
donc  en  éliminant  u,  pet  a  entre  les  quatre  équations  r 

Fi  u,  v)  =  o, 


<>V  du        àF  dv 

=  ( 

y 


du  (fi.        dv    0). 


v  = 


A  —  >.  H  —  X 

Eliminant  X  entre  les  deux  dernières,  on  trouve 

r./'  —  uy  =  aj><ps  ; 
on  en  lire  aussi 

du  _  u2  dv   _  v- 

(i r         x  dy        y 

On  voit  qu'on  retombe  sur  le  groupe  d'équations  -  . 
dont  la  courbe  obtenue  n'est  autre  que  l'enveloppe  du 
second  ensemble  de  droites.  En  raison  de  la  réciprocité 
des  deux  ensembles  de  droites,  il  est  évident  qu'en 
opérant  comme  nous  venons  de  le  faire  en  parlant  du 
second  ensemble,  on  arriverait  à  l'enveloppe  du  pre- 
mier. Donc,  en  désignant  pour  abréger  sous  le  nom  de 
courbes  correspondantes  les  enveloppes  des  deux 
ensembles,  on  aura  la  proposition  suivante: 

Chacune  des  courbes  correspondantes  est  l'enve- 
loppe des  polaires  réciproques  de  l'autre. 

Il  est  aisé  de  voir  (pie  les  développements  qui  pré- 
cèdent s'appliquent,  avec  de  légères  modifications  dans 


(  5.8  ) 
les  formules,  à  un   système  de  parallèles  ayant  même 
foyer  et  même  axe. 

4.  Considérons  maintenant  une  conique  quelconque, 
ellipse,  hyperbole  ou  parabole,  et  d'autre  part  le  sys- 
tème des  coniques  qui  lui  sont  homofocales  ;  prenons 
la  conique  considérée  pour  enveloppe  du  premier 
ensemble  de  droites  :  chacune  de  ces  dernières  a  pour 
correspondante  la  normale  à  celle  conique  au  point  où 
elle  lui  est  tangente;  l'enveloppe  du  deuxième  ensemble 
est  donc  l'enveloppe  des  normales  de  la  conique,  c'est- 
à-dire  la  développée  de  celle  courbe.  En  appliquant  à 
ce  cas  particulier  la  proposition  précédente,  nous  avons 
le  théorème  déjà  mentionné. 

La  développée  d'une  conique  est  V enveloppe  de  ses 
polaires  réciproques  piises  par  rapport  aux  coni- 
ques qui  lui  sont  homofocales,  et  réciproquement  : 

Une  conique  est  l'enveloppe  des  polaires  réci- 
proques de  sa  développée,  les  polaires  étant  prises 
par  rapport  aux  coniques  homofocales  à  celle  qui 
est  donnée. 

En  effet,  les  langenles  de  la  développée  ont  pour 
droites  correspondantes  les  tangentes  de  la  conique. 

Comme  application,  cherchons  la  développée  de  la 
conique 

elle  a  pour  équation  langenlielle 
Afc*-+-Bt>*=  i. 

la  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  conique  qui  lui 
est  homofocale  est  représentée  par  l'équation 

A  a?»  __^Zl— 


(  5ig  ) 
a  étant  le  paramètre  arbitraire.   En  dérivant  par  rap- 
port à  ce  paramètre,  il  vient 

(A  — X)?   :   (  B  -  X  k>  _o: 

on  a  à  éliminer  a  entre  ces  deux  équations  :  la  seconde 
donne 

B  —  1  B  >  y* 


A  —  X 


d'où 


1       ! 


le  même 


.  ,  =  —      \    ./  ;  ■+-  B'.v:i       \  •  ./■"■. 

-.       =  —  I,  A :i  .r!  +  Ba  y3  J    B»  >-3. 


(B 

Ajoutant  membre  à  membre  ces  deux,  égalités,  on 
arrive  facilement  à  l'équation  de  la  développée  sous  sa 
forme  habituelle 

12  12, 

A!.r:J—  B3y3  =  -y*. 

On  a  immédiatement  l'équation  langcnlielle  de  relie 

courbe  en  remplaçant  dans  celle  de  la  conique  u  et   v 

i                  i  -, 

respectivement  par   et .,  ce  qui  donne 


Bu2-^  Ai2  =  ■z.'ui-^ 


En  partant  de  cette  équation  et  opérant  comme  nous 
venons  de  le  faire,  on  retrouve  bien,  pour  L'enveloppe 
<les  polaires  réciproques  de  celle  développée,  l'équation 
de  la  conique  sous  la  forme  ponctuelle,  ce  qui  vérifie 
Ja  réciproque  de  la  proposition. 


II. 


5.   L'équation 


eq 


■  i  i 


X« 


<  »i  \nuiMi  i  -. 


V- 


A  — A  B  —  A  C  — X 


(  5ao  ) 
clans  laquelle  X  est  un  paramètre  arbitraire  et  A,  B,  C 
des  constantes,  représenle  un  système  de  quadriques 
homofocales.  Nous  supposons  les  axes  disposés  de  telle 
sorte  que  A  >>  B  >>  C.  En  désignant  par  cp,  ©,,  cp2  les 
demi-dislances  focales  des  sections  principales,  on  a 

A  —  B  =  o»,         A  —  G  =  tf.         B  —  G  =  <}>|; 

d'où 

<p2  —  <pf  -+-  <p|  =  o. 

Un  plan  quelconque 

(  2  )  «X  +  vY+wZ  =  i 

est  tangent  à  l'une  des  quadriques,  X  en  un  point  ayant 
pour  coordonnées  : 

(3)     jr='a(A  —  X),        j  =  r(B  —  X).         Z  =  «p(G  —  X). 

La  normale  à  la  quadrique  X  en  ce  point  est  la  per- 
pendiculaire au  plan  (2)  ;  on  obtient  d'ailleurs  immé- 
diatement ses  équations  en  éliminant  X  entre  les  trois 
égalités  (3),  puis  en  remplaçant  dans  le  résultat X, y,  z- 
par  les  coordonnées  courantes  X,  Y,  Z.  On  trouve 
ainsi  (pie  cette  normale  est  définie  par  les  équations 

!pZ    — d'Y  = —  t'U'o?) 
wX  —  uTj  =       w  ko]. 
«Y  — fX  =  —  uvo*. 

Nous  dirons  que  celle  normale  correspond  au  plan 
(m,  c,  n>)  et  réciproquement;  dans  ce  qui  suit  nous 
désignerons  sous  le  nom  de  normale  une  droite  tan- 
gente à  l'une  quelconque  des  quadriques  du  système. 

6.  On  yoil  par  les  équations  (4)  que  les  normales 
d  un  système  homofocales  dépendent  de  trois  para- 
mètres //,  i',  w;  leur  ensemble  forme  ainsi  un  complexe- 


(  5ai    ) 
Lorsque  ces  trois  paramètres  sont  liés  par  une  équation 

F(«,  v,  w)  =  o, 

les  normales  correspondantes  ne  dépendent  plus  que 
de  deux  paramètres  ;  elles  forment  alors  une  con- 
gruence;  mais  cette  dernière  n'est  pas  en  général  ce 
qu'on  nomme  habituellement  une  continence  de  nor- 
males^ car  les  droites  qui  la  composent  ne  sont  pas  en 
général  toutes  normales  à  une  même  surface. 

En  appliquant  une  règle  connue,  la  surface  focale 
de  la  convergence  s'obtiendra  en  éliminant  u,  c.  w 
entre  les  équations  (4)  des  normales,  la  relation  sui- 
\  ante 

ul  OV       r-  oF       w*-  '/!■' 

h  __i_ _  _ =  0 

A    Ou         i    0\'  L    aw 

et  l'équation  (5).  Les  coordonnées  des  deux  points 
focaux  situés  sur  chaque  normale  sont  données  par  les 
équations  (4)  et  la  relation  (6). 

Les  paramètres  w,  c,  iv  des  normales  sont  aussi  les 
coordonnées  des  plans  tangents  correspondants  de  ces 
normales:  par  suite,  l'équation  (5)  à  laquelle  doivent 
satisfaire  ces  paramètres  est  l'équation  tangenlielle  de 
l'enveloppe  de  ces  plans.  \in>i,  établir  une  relation 
cuire  les  paramètres  des  normales  revient  à  donner  une 
surface  à  laquelle  tous  les  plans  correspondants  sont 
tangents. 

7.  La  polaire  réciproque  de  la  surface  (5)  par  rap- 
port à  l'une  des  quadriques  du  système  a,  comme  <>n 
le  sait,  pour  équation 

F(:drrî£r.T^)  =  - 

Lu   faisant  varier  X,  on   obtient  une  famille    de    sur- 
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hues  à  un  seul  paramètre;  l'équalion  de  son  enveloppe 
est  le  résultat  de  l'élimination  de  A  entre  l'équation  (7) 
et  sa  dérivée  par  rapport  à  ce  paramètre.  En  opérant 
dune  manière  analogue  à  celle  employée  pour  les 
coniques,  on  retrouve  les  formules  (4),  (6)  et  (5).  Les 
opérations  à  effectuer  sont  donc  les  mêmes  que  celles 
relatives  à  la  surface  de  la  congruence.  Ces  deux  sur- 
faces sont  donc  identiques,  d'où  : 

La  surface  focale  cl  une  congruence  de  normales 
d' un  système  homo focal  est  V enveloppe  ries  polaires 
réciproques  de  la  surface,  enveloppe  des  plans  cor- 
respondants de  ces  normales,  ces  polaires  réci- 
proques étant  prises  par  rapport  à  toutes  les  qua- 
driques  du  système. 

De  même  que  pour  le  cas  des  coniques,  ce  que  nous 
venons  de  dire  s'applique,  sauf  modifications  dans  les 
formules,  à  un  système  de  paraboloïdes  homofoeaux  : 
ce  qui  suit  s'applique  donc  à  une  quadrique  quel- 
conque. 

8.  Supposons  maintenant  qu'on  prenne,  pour  l'équa- 
tion (5),  l'équalion  langenlielle  de  l'une  des  qua- 
driques  du  système  homofocal,  quadrique  qui  peut 
être  considérée  comme  quelconque.  Les  normales  cor- 
respondantes des  plans  tangents  formeront  l'ensemble 
des  normales  de  celle  quadrique  (on  a  ainsi  dans  ce  cas 
une  véritable  congruence  de  normales)  ;  la  surface 
focale  deviendra  la  surface  des  centres  principaux  de 
courbure.  Donc  : 

La  surface  des  centres  principaux  de  courbure 
cl  une  quadrique  est  V enveloppe  des  polaires  réci- 
proques de  cette  quadrique  prises  par  rapport  à 
toutes  celles  qui  lui  sont  homoftcales. 

C'est  la  proposition  énoncée  au  début.  Ce  théorème 
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est  analogue  à  celui  relatif  aux  coniques,  mais  il  n'a  pas 
de  réciproque. 

On  déduit  immédiatement  du  théorème  qui  précède 
l'équation  tangenlielle,  bien  connue  d'ailleurs,  de  la 
surface  des  centres  d'une  quadrique: 

Soit  la  quadrique 


X2       Y-       Z- 


qui  a  pour  équation  tangentielle 

A  il-  •+-  B  i'2  -+-  C  w-  —  i . 

Sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  quadrique 

homofocale  est  représentée  par  l'équation 

Ax-  Bv2  C;2 

—  i, 


(A  — X)1    '    (B  — À  r-       (C  -a  i* 
qui,  exprimée  en  coordonnées  tangentielles,  devient 

(A  — À)2    .       (B  — X)*             C-).,!     , 
— —  " B—4'2 —WI  =  U 

Développant  celte  équation  par  rapport  au  para- 
mètre À,  il  vient  : 

(Ï+S-S)»-^*-^..,* 

_j_  \uî  +  B  »*■+■  Cw1— i  =  o. 

L'enveloppe  des  courbes  représentées  par  cette  équa- 
tion s'obtient,  comme  on  le  sait,  en  exprimant  que  cette 
équation  du  second  degré  eu  a  a  ses  deux  racines 
égales.  L'équation  de  la  surface  des  centres  es!  don. 

/a*       v*       >*  ■ 
( a* -f- <**•+•«*»*)*  =  (A  a» -+-Bo»      Cw1      i  l  [  -^  -h  g-  -    —  )• 

C'est   la    forme  sous   laquelle  elle  est   généralement 
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connue;  on  peut  l'écrire  aussi  en  la  développant 


v-w*     ,        w'1  u-     ,        u2vz    , 
"BG"  Tl_i"  "CX"?'"^  ~ÂB~?' 


CORRESPONDANCE. 


M.  M.  O.  —  Au  sujet  d'un  article  de  M.  Valiroii.  — 
La  construction  du  centre  de  courbure  en  un  point  d'une 
conique,  donnée  comme  nouvelle  dans  le  numéro  de  juin  des 
Nouvelles  Annales  (p  278),  est  celle  que  Mannheim  a  fait 
connaître  dans  son  Cours  de  Géométrie  descriptive  (2e  éd., 
|).  174),  et  que,  d'ai  lieu  r«,  Y  Encyclopédie  des  Sciences  ina- 
thétnatiques  (édition  française,  tome  III,  vol.  3,  fasc.  I,  p.  i3g) 
signale  comme  avant  été  donnée  dés  1 84 3  par  Schellbach. 
Inutile  d'ajouter  que  Mannheim  n'avait  nulle  connaissance  de 
l'écrit,   tout  à  fait  ignoré   en  France,  de  cet  auteur  allemand. 


CERTIFICAT  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES. 


Montpellier. 

Epreuve  THÉORIQUE.  —  On  donne  la  parabole  dont  le 
foyer  est  l'origine.  Cette  courbe  reçoit  un  mouvement  de 
translation,  son  axe  restant  ainsi  ' parallèle  à  Oy;  le 
foyer  de  la  parabole  décrivant  la  courbe  représentée  par 
V  équation 

x3         x-        2 

3p2         2p         p 

On  demande  :  1"  de  déterminer  l'enveloppe  de  ces  para- 
boles mobiles  ;  20  étudier  la  forme  de  cette  courbe  enve- 
loppe, montrer  qu'elle  a  un  point  d'inflexion,  et  former 
l'équation  de  la  tangente  au  point  d'inflexion  ;  3" calculer 
l'aire  comprise  entre  l'axe  Ox  et  la  partie  de  la  courbe 
enveloppe  située  au-dessous  de  Ox. 
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ÉPREUVE    PRATIQUE.    —  Intégrer  l'équation  différentielle 
,dly       .     dy        ,  x         \ 

Déterminer  les  constantes  d'intégration  de  façon  que  la 
■courbe  intégrale  passe  par  le  point  x  =y  =  — ,  et  que  la 

tangente  en  ce  point  soit  parallèle  et  l'axe  Ox. 

(Juillet  1910.  ) 

Épreuve  théorique.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  A 
sur  ce  cercle.  Former  l'équation,  en  coordonnées  carté- 
siennes et  en  coordonnées  polaires,  de  la  courbe  C,  lieu 
du  point  M,  symétrique  de  A  par  rapport  à  une  tangente 
quelconque  au   cercle   donné  : 

1"  Etudier   la  forme  de  cette  courbe. 

■?."  Calculer  l'aire  comprise  à  l'intérieur  de  la  courbe  C 

3°  Sur  la  droite  A.M,  on  prend  un  point  M  tel  que  le 
produit  A.M  x  A  M'  soit  égal  à  un  nombre  fixe  K2.  Trouver 
le  lieu  C  du  point  M'. 

j"  Si  l'on  donne  à  K  une  valeur  arbitraire  variable, 
trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  C. 

Épreuve  pratique.  —  Les  deux  surfaces 
$xz  =  >y-         et  i  r  =  x- 

se  coupent  suivant  l'axe  Oz  et  une  cubique. 

Déterminer,  en  un  point  quelconque  de  cette  cubique, 
le  centre  de  courbure,  le  rayon  de  courbure,  et  le  rayon 
de  torsion.  Novembre  1910.  | 

Épreuve   théorique.    —    En    un    point    M   de   la   para- 

boleyi=  ipx,  on  mène  la  normale  MV  et  !///•■  droite  MP, 
qui  forme  avec  la  normale  un  triangle  isoscèle  MNP,  dont 
la  hase  NP  est  sur  OX;  de  sorti-  que  les  angles  MW  et 
M  l'\  sont  égau  v  : 

1"  Former  l'équation  de  la  droite  MP,  dans  laquelle  on 

1  '- 
remplacera  l'abscisse  x  du  point  M  par  sa  valeur  x       -— 1 

pour  ne  conserver  qu'un  seul  paramètre  variable  j  . 

■  Lorsque  y  varie, déterminer  l'enveloppe  de  lu  droite  MP. 


(  5*6  ) 

Montrer  que  cette  courbe  enveloppe  est  tangente  à  la 
parabole  aux  deux  points  symétriques  D,  D  de  coordon- 
nées x  =  ->  y  =  ±  p,  et  à  /'axe  des  x  au  point  G  de  coor- 
données x  =  —  p,  j^  =  o. 

1  Calculer  la  longueur  des  arcs  symétriques  de  la 
courbe  enveloppe,  compris  entre  le  point  G,  et  les  points  D 
et  D  . 

|"  Calculer  l'aire  limitée  par  ce*  arcs  de  courbe  et  la 
(Imite  DD'. 

Éprei  ne  PRATIQUE.  —  Déterminer  l'intégrale  générale 
de  V équation  différentielle 

d'y        .  d1  y 

Déterminer  l'intégrale  particulière  qui  s'annule,  ainsi 
r/nr  sa  dérivée,  pour  les  deux  valeurs  x—  ziz —• 

2 

(Juillet  191 1 . 1 


SOLUTION  DE  QUESTION  PROPOSÉE. 


2097. 

I  1908,  p.    :s, 


Etant  donnés,  dans  un  plan,  un  cercle  et  un  point  H.  on 
considère  tous  les  triangles  qui  ont  pour  orthocentre  le 
point  II  et  dont  un  côté  est  un  diamètre  MM'  du  cercle  : 
1  "  Trouver  le  lieu  du  troisième  sommet  P; 
■1"  Trouver  l'enveloppe  (K)  des  droites  PM,  PM'.  Les 
points  de  contact  de  ces  droites  avec  l'enveloppe  étant  N 
et  V,  faire  voir  que  la  droite  \Y  passe  en  II  et  est 
parallèle  a  MM'  ; 

Le  cercle  circonscrit  au  triangle  l'MM  passe  par 
deux  points  fixes;  il  en  est  de  même  du  cercle  des  neuf 
points.  Les  pieds  des  hauteurs  du  triangle  PM  M'  étant  K 
sur  MM.  1  sur  PM.  I  sur  PM',  la  droite  II'  passe  par  un 
point 

i    La  conique  de  foyer  II  inscrite  nu  triangle  l'MM'  est 


(  527  ) 
tangente  à  deux  droites  fixes;  son  petit  axe  a  une  longueur 
constante.  G.  FoNTENÉ. 

DEUXIÈME   SOLUTION    (  l  ), 
Par  l'AUTEUR. 

1.  Pour  les  deu\  premières  Parties,  il  n\  a  qu  à  se  reporter 
à  la  solution  donnée  précédemment  (  1909,  p.  187);  on  peut 
seulement  observer  (pie  la  droite  A  est  la  directrice  pour  le 
foyer  11.  ce  qui  explique  pourquoi  la  droite  \V.  polaire  du 
point  P  situé  sur  cette  directrice,  passe  par  le  foyer  II  et  est 
parallèle  à  la  droite  MM'  perpendiculaire  à  PII. 

Pour  la  troisième  Partie,  d'une  pari ,  le  cercle  de  diamètre  I'  II' 
passe  aux  points  M,  M',  h,  de  sorte  a,  ne  le  ce  nie  circonscrit  P.M  M' 
passe  par  les  points  li\cs  H'  et  // :  d'autre  part,  le  cercle  des 
neuf  points,  avant  pour  diamèl  re  la  droite  qui  joint  le  milieu  I  I 
de  MM'  au  milieu  de  PII,  passe  au  point  O  et  au  milieu  b>  du 
segment  II  h  ;  ces  deux  faits  sont  d'ailleurs  liés  par  l'homothél  ie 

du   cercle  circonscrit    et    du    cercle   des   neuf    points   (centre 

d'homothélie   II.    rapport  —  ).—    La   droite   II' porte  la  corde 

commune  au  cercle  fixe  O  et  au  cercle  des  neuf  points;  comme 
celui-ci  passe  par  deux  points  ti\es  0  et  10,  la  droite  II'  passe 
par  un  point  fixe  i,  situé  sur  Oco.  Si  Ton  considère  en  parti- 
culier le  cercle  des  neuf  points  qui  a  pour  diamètre  0<»,  on 
voit  que  le  point  i  est  sur  la  polaire  de  to  par  rapport  au 
cercle  O. 

Pour  la  quatrième  Partie,  on  se  reportera  également  à  la 
solution  déjà  donnée. 

■1.  On  a  rencontré  le  fait  suivant  :  si,  aux  extrémités  N 
et  Y  d'une  corde  focale  d'une  conique,  on  mène  les  tan- 
gentes jusqu'à  leurs  rencontres  en  M  et  I.  M'  et  I',  avec  le 
cercle  principal,  M  et  M' étant  les  projections  du  second 
foyer  sur  les  tangentes,  I  et  V  étant  les  projections  du 
foyer  par  lequel  passe  la  corde,  la  droite  MM' est  un  dia- 
nn  tre  >lu  cercle  principal,  parallèle  à  la  corde  focale,  la 
droite  H  passe  par  un  point  fixe  <  Cf.  KoEiiLBB,  Exercices, 
p.   109).  Le  fait  que  le-  deux  points  M  el  I  se  séparent  a  lieu 


I  Voii  une  pi  emière  solution,  1909,  p.  186 
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en  vertu  du  double  contact  de  la  conique  et  du  cercle  prin- 
cipal;  le  fait  que  MM'  et  II'  passent  par  deux  points  fixes 
s'explique  comme  il  suit  : 

Dans  une  corrélation  générale,  un  point  K  ayant  pour 
transformée  une  droite  6,  de  sorte  que  la  droite  b  a  pour 
point  primitif  le  point  A,  si  le  point  A  décrit  une  droite  a,  la 
droite  transformée  b  passe  par  un  point  fixe  B,  et  l'on  dira  que 
ce  point  B  est  le  transformé  de  la  droite  6,  ou  encore  que  ia 
droite  b  est  la  droite  primitive  du  point  B  : 

[   point  A,  droite  transformée  b, 
<   droite  a,  point  transformé  B, 
(   si  A  décrit  a,  b  passe  par  B: 

un  point  a  une  droite  transformée  et  une  droite  primitive 

Deux  points  M  et  M'  sont  conjugués,  dans  cet  ordre,  si  la 
transformée  de  M  passe  en  M',  auquel  cas  la  primitive  de  M' 
passe  en  M;  on  définit  d'une  manière  analogue  deux  droites 
conjuguées.  Le  lieu  des  points  qui  sont  conjugués  d'eux-mêmes 
est  une  conique  S,  l'enveloppe  des  droites  qui  sont  conjuguées 
d'elles-mêmes  est  une  conique  S.  et  ces  deux  coniques  sont 
bitangenles. 

Une  corrélation  générale  dépend  de  huit  paramètres  et  se 
trouve  déterminée  par  la  connaissance  des  deux  coniques  S  et  X. 
Si  l'on  prend  comme  conique  S  le  cercle  donné,  connue 
conique  ^  l'enveloppe  (E)  obtenue,  la  droite  transformée  du 
point  P  est  la  droite  MM',  la  droite  primitive  étant  la  droite  II' 
i  ou  inversement,  nuis  peu  importe  ici);  la  construction  géné- 
rale  dont  on  a  ici  un  exemple  est  due  à  Schrôter;  je  l'ai 
retrouvée  en  iS<)i.  (  L'HyperESPACK,  Propriétés  métriques  de 
lu  corrélation  générale,  \>.  47.  i  Dés  lors,  le  point  B  décri- 
vant la  droite  A.  la  droite  MM'  liasse  par  un  point  fixe  O;  la 
droite  II'  passe  également  par  un  point  fixe  i. 


ERRATA. 


0,11,  page   !'|-.  ligne  1  1,  lire  :  Si  I),  5,  D6  ,  et  D5  3  sont  nuls. 
1911,   page   34g,    lignes   '1   et  3  en  remontant,  lire  :  a1  cl-  H-. . .  et 

a  >■   -*-. .   . 
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[C2a] 
SUR  L'INTÉGRATION  DBS  FRACTIONS  RATIONNELLES  (!); 

Pau  M.  G.  FONTENÉ. 


I    _  Recherche  directe  de  la  partie  algébrique. 

a.  —  Généralités. 

\     S0;t  -'{  7      Une    fraction    c;i tionnellc   irréductible, 
V  i  x  i 

sans  partie  entière.  Pour  établir  que  la  partie  algé- 
brique de  l'intégrale  j  ^-Ç-  dx  peut  s'obtenir  indé- 
pendamment de  la  connaissance  des  racines  de  l'équa- 
tion l-'i'.r  )  =  <>,  ce  qui  est  d'ailleurs  un  fait  bien 
connu,  on  peut  raisonner  comme  il  suit  : 

Soil 

F(ar)  =  X*Y3Z*T, 

chacun   des   polynômes   V    V   Z,   T   n'ayant   que  des 

racines  simples. 
On  veut  avoir 

le  degré  du  polynômes  étanl  inférieur  d'un.'  unité  au 
degré  du  polynôme  \  'S  -'  Z  :  el  l'on  sail  que  cela  n'esl 
possible  que  d'une  façon.  Ilexistedonc  un  polynôme», 


(')  je  signale  comme  résultai  essentiel  de  ce  Mémoire  la  détermi- 
nation effective  de  la  partie  algébrique  de  l'inl   -■       I  v'/'-""  x 
est  un  polynomedu  i    degré;  voir  les  formules     I        l     l    ;■ 
\„n.  de  Vathémat.,  \    série,  t.  XI.  (Décembre  igti.)  ' 


(  53o  ) 
et  un  seul,  de  degré  inférieur  au  degré  du  poly- 
nôme X2  Y3  Z,  satisfaisant  à  l'identité  algébrique 
qu'on  déduit  de  l'égalité  précédente  par  dérivation  ;  la 
détermination  de  ce  polynôme  se  fait  donc  par  un 
calcul  du  premier  degré,  et  le  fait  annoncé  est  ainsi 
établi. 

2.  L'identité  en  question  est 
/  3X'YZ-f-2Y'XZ  +  Z'XY  <p'  t» 


X*Y3Z*T  X*Y»Z*  '        X3Y*Z       XYZT 

ou 
/+  (3XYZ  -h  2YXZ  ■+■  Z'XY)T  9  —  XYZT  0'=  X^Y^Z  w. 

Cette  identité  exprime,  en  ce  qui  concerne  le  poly- 
nôme <p,  que  le  premier  membre  est  divisible  par 
X3  Y2  Z  ;  il  se  trouve  naturellement  que  le  polynôme  o 
dépend,  d'après  son  degré,  de  paramètres  en  nombre 
égal  à  celui  des  conditions  auxquelles  il  faut  satisfaire, 
et  le  mécanisme  de  la  division  montre  que  ces  condi- 
tions sont  du  premier  degré  par  rapport  aux  para- 
mètres en  question  ;  mais,  dans  cet  ordre  d'idées,  il 
faudrait  faire  voir  que  le  problème  n'est  ni  impossible, 
ni  indéterminé. 

3.  L'identité  ci-dessus  renferme  les  seuls  poly- 
nômes 

X»Y*Z,     (X»YaZ)'  :X*Y,     XYZT,     T; 

si  donc  on  voulait  l'employer  à  la  détermination  du 
polynôme  cp,  en  partant  du  polynôme  F  (a?),  on  n'au- 
rait à  faire  qu'une  partie  du  calcul  relatif  à  la  recherche 
des  polynômes  \,  Y,  Z,  T,  à  savoir  ce  qui  concerne 
la  recherche  du  polynôme  T;  cela  résulte  du  Tableau 


suivant  : 

,.,  , 
(b) 
(c) 


(    ■»•>'    ) 

X^Y^Z^T,     X*Y*Z,     VY. 
XYZT,     XYZ. 

T. 


i.  Si  l'on  a  simplement 

F(*)  =  X*Y, 
l'identité  ci-dessus  se  réduit  à 

/-f-X'Y  rp  —  XY?'=Xw; 

le  polynôme  X  doit  alors  diviser  le  polynôme 
/-f-X'Yo. 

Si   l'on  veut  faire  le  calcul  par  cette   méthode,   on 
mettra  le  polynôme  /"sous  la  forme 

./  =  —  X'Y?-f-  \-l. 

et  l'on  doit  observer  à  ce  propos  que  les  deux  poly- 
nômes X.' \    et  \  sont   premiers  entre  eux;  on  aura, 

d'ailleurs, 

u>  =—  Y  f'-h  'l. 

[Bien    entendu,    si    l'on  écrit,   pour  faire   un   calcul 
inverse, 

,  fév  dx  "/ïr  »  '/r  +/ \T  '' ■•' 

=f*d(x)+fàd*< 

on  a  à  faire  une  intégration  par  parties,  correspondant 
à  la  dérivation  du  produit  ïXr-  dans  le  calcul  tel 
qu'il  a  élé  fait  précédemment,  et  l'on  obtient 


C    f    j         ?         C  -  Y  r  '      ■-    / 
./  XÏY^=X+./   ■      XY—  *" 
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Si  l'on  suppose  /'=  i,  c'est-à-dire  si  l'on  considère 
l'intégrale    /  vpç-dx,  on  devra  avoir 

i  =  —  X'Yç-r-  X  ty; 

les  degrés  des  polvnomes  X  et  Y  étant  m  et  n,  le  poly- 
nonie  to  devra  être  de  degré  m  —  i  ;  le  polynôme  •]/ 
sera  alors  du  degré  m  -+-  n  —  2.  et  le  degré  du  poly- 
nôme (d  sera  également  m  -f-  n —  2,  au  lieu  de 
m  +  n  —  1 . 

h.    —  Applications. 
5.  Appliquons  cette  méthode  à  l'intégrale 

X  n'ayant  que  des  racines  simples.  On  doit  déterminer 
les  polvnomes  o  et  6,  de  degrés  m  —  1  et  m  —  2, 
-d'après  l'identité 

i=—  X'e  -+-XÙ. 
Si  l'on  prend  d'abord 

X  =  aa?2-f-  ibx-r-  c, 

X'  =  ?.(ax  -+-  b  1, 
on  a  l'identité 

•2  A  =  —  X' (  a x  -+-  b )  +  X.ja; 
on  a,  par  suite, 

<  A  's  =  ax  +  b,         2  A  'b  =  1  a, 
et,  comme  ta  est  ici  —  o'  H-  'i, 
2Aw  =  a. 
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On  a  donc 

(  A  I  ■>.  f   ^  dx  =  — — - 1-  I  ?L  dx. 

6.  Soit  maintenant 

X  =  a  a?3  —  3  b  x1  -+-  3  c.r  —  (I, 
d'où 

X'  =   jl«r!+9il-rC). 

Pour  satisfaire  à  l'identité 

is-X'ç+  XL. 

j'emploierai  une  méthode  que  j'ai  indiquée  ailleurs.  Le 
résultant  des  polynômes  X  et  X',  ou  le  discriminant 
de  X,  est,  d'après  Sylvester,  le  quotient  para  de  l'ex- 
pression 

',  b      \c       d      o 

a  5  0  3  c  d 

Ai  =      «      -i  b  c         O  0 

a  >.  b       c  o 

o  a  i  b  c 

Si  l'on  remplace  chaque  élément  de  la  dernière 
colonne  par  la  somme  des  produits  obtenus  en  multi- 
pliant les  éléments  corespondants  des  colonnes  succes- 
sives par  x\  x3,  x-,  x,  i ,  on  a 


36 


36 


.1, 


d 

./•X 

\c 

\ 

II 

!  ,-\ 

> 

c 

> 

,b 

îx' 

les  polynômes  de  la  dernière  colonne   étant    les   poly- 
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nomes  de  Syl\  ester;  on  a,  par  suite, 

3  b     3  c       d 

o 

3  A,  o  =  — 


o 

a 

3  6 

3c 

0 

a 

ib 

c 

0 

a:' 

o 

a 

ib 

c 

# 

o 

o 

a 

%b 

I 

a 

3  6 

3  c 

d 

X 

o 

a 

36 

3c 

1 

a 

2  6 

c 

0 

0 

o 

a 

26 

c 

0 

26     o 


et,  comme  w  est  ici 


3  Ai  10  = 


a 

3  b 

3  c 

d 

3.^ 

0 

a 

36 

3  c 

3.i 

</ 

26 

c 

0 

2  a? 

0 

a 

26 

c 

1 

0 

0 

a 

26 

0 

Le  discriminant  A  est  A,  :  a  ;  les  trois  déterminants 
ci-dessus  sont  également  divisibles  par  et.  On  a  ainsi, 
après  avoir  retranché,  dans  chaque  déterminant,  la 
première  ligne  de  la  troisième,  et  la  seconde  de  la  qua- 
trième, 


3  A  <p  =  — 


3  A  (o  ^ 


a 

36 

3c 

^ 

—  b 

—   ÎC 

—  d 

0 

0 

—  b      - 

—  ÎC 

—  d 

0 

a 

26 

c 

a          3  b 

3 

c         0 

-  b     —  >.c 

,/     a?s 

0           —  b 

— 

2C         X 

0            a 

■> 

b        1 

a 

3  6 

!  c 

3.i 

-  A 

—  ■>  c 

-d 

—  X 

0 

—  b      - 

-  2C 

—  2.1 

0 

a 

»6 

0 
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On  a  alors 


>fè 


dx 


—  ■>.  a ( ac  —  b-  )  a?2  -+-  |  a2  r/  —  7  <//>f  -h  i\  b3  )  x  -r-  (  abd  -+-   >  62  c  —  i  f/''2  ) 

_ 


/" 


—  ai  ac  —  b1  \  x  —  1  a-  d  —  .1  abc  —   >  b3  \    , 
^ dx. 


7.  Pour  un  polynôme  du  4e  degré 

X  =  ax'* -+-  \  bx2  —  6cx2  -t-  4  dx  H-  e, 

il  convienl  de  conduire  le  calcul  comme  il  suit.  Nous 

poserons 

l  =  ax  -+-  b, 

•    1  1  _ A    ,    U 

ce  qui  donne,  en  remplaçant  x  par ■> 

1  r      -  r  a  a 

a*X  =  U4-1-6yU2+48U  H- s, 

sans  terme  en  U:t ,  avec 

Y  =  «.c  —  &2, 

0  =  a2 .  d —  'iab.c  -+-  2  b3 . 

1  =  r/3.^  _  ^a-b.d  —  (\nb-.r        3 A'  : 

les  quatre  quantités  a,  y,  0,  £  forment  un  système 
complet  de  semi-invariants  pour  le  polynôme  X  (voir 
une  .Note  précédente,  191 1 ,  p.  .i!-).  Toutefois,  nous 
n'emploierons  pas  s,  mais  bien  les  invariants 

S  =  ae  —  \  bd  —  3  c2, 

T  =  ace  —  ibcd      ad1—  >l>-      r'1-. 

qui  conliennenl  e  :  les  cinq  quantités 

a,     y-     8j     S,     T, 
dont    nous    nous    servirons,    sont    alors    liées    par    la 
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relation 

a*(-'S  — aT)  =  4734-o», 

qui  résulte  de  l'élimination  de  e  entre  les  égalités 
«!S  =  6^-3y*,        «3T  =  ye  —  oï  —  y3, 

fournies    par    la   considération    du    polynôme    en   U; 
dans  les  calculs,  on  remplacera  o-  par  l'expression 

6*=rtâ(YS  —  fiT)-  4  y*. 

Nous  écrirons 

a» X  =  U*+  6y U*h-  4  SU  -h  (a*S  —  3  y"  I  ; 

on  a  encore 

a*X,=  U3-h3yU  -t-8,     * 

la  dérivée  de  X  par  rapport  à  x  étant  \  \(. 
Le  discriminant  du  polynôme  X  est 

A  =  S3—  2-TX 

En  désignant  par  11  le  hessien,  le  coefficient  de  x'' 
dans  le  covariant  bien  connu  2S.H  —  3Ï.X  est  la 
quantité  0  =  avS  — 3aTj  que  nous  rencontrerons  par 
la  suite. 

Cela  posé,  en  supposant  pour  le  moment  a  =  i, 
on  a 

»l  A  est  aussi  le  discriminant  du  polynôme  U'  -h.  .  .. 
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Or,  on  aurait,  avec  x  et  a,  b,  c,  d,  r. 


4A«?=— 


a 

\b 

6c 

\d 

o 

o 

o 

a 

\l> 

6c 

td 

1) 

—  £ 

—  3  c 

-  \d 

— '• 

0 

2T» 

o 

—  b 

—  !  c 

—  $d 

—  c 

./'- 

o 

n 

—  b 

—  3c 

—  3rf 

T 

o 

o 

a 

3  b 

3  c 

I 

A  tu 


i  •  ' 
-  ./- 
■  -x .  X 


a         \b  6  c         4  d           o 

o           a  \  b          6  c           |  c/ 

—  6     —  3  c  —  îd  —  c           o 

o        —  b  —  3  c  —  3  c/  —  e 

o           o  -b  — 3  c  —  \d      -3.i 

o          o  a            \b          3  c           o 

En  remplaçant  x  et  a,  &,  c,  d,  e  par  U  et  i ,  o,  y,  o, 
S  —  3  v-,  on  obtient 


4Ao=  — 


—  38     ai 


i 


-»— S        i2y8  U» 

-  38  3  •;-'  —  S  L  - 

-3V  -33  Y 

o  3  y  i 


i  A  w  = 


—  3  8     2 1  y1  —  ^>        '  2  y8       —  l  -  —  1 2  • 

o  —  3  y  —  3  y  —3.1 

i  o  >■;  <> 


Si  l'on  développe  ces  déterminants  en  tenant  compte 
de  l'expression  de  S2  donnée  ci-dessus,  et  si  l'on  réta- 
blit a,   en   rendant  la  formule   homogène  en  '/.  b}  c, 

«/.  e,  ou  a 

3  eu»—  ;  8  S  (  -   h  l  a  -  S*  -  63  «y  T-t-3oy8S»  1—981  yS-3  a  T  ) 


►'/ 


a»X 

OU»—  28SU  —  Crt2S-—  }-n';T  —  6y»S) 


rfr. 
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Si  l'on  remplace  U  par  ax  -\-  h,  les  quotients  par  a- 
el  a  (les  numérateurs  des  deux  fonctions  sont 

3fl(:)vS-3aT).rî-  3[(«2d  —  906c  ■+-  863)S  -f-  gaôTJr* 
-+-  [1  a'-e  —  10 abd  -t-  33  «c2 —  9-4  ^2c)  S  —  9(7 ac  —  \bi  iT  |  a? 
-+-  [(aie  H-  gacrf-t-  66c2 —  if>62^/)S  —  $('iad  —  -ibc)T], 

et 

a  (  2  y  S  —  3  «  T  ).r2  —  2  f ( a2  d  —  5  abc  -+-  4  &3  ) S  -+-  3  ab  T  )  .r 
-+-  [(«2e  —  6abd -h  gac2 —  4^sc)S  —  3(gac  —  8ft*)T]. 

8.  On  aurait  pu  procéder  d'une    manière  analogue 
pour  le  cas  du  3''  degré.  Les  semi-invariants  sont 

Y  =  ac  —  62, 

0  =  a- d  —  3  ab  -f-  2 è3, 
et  l'on  a 

a«X  =  U3-h3yU-j-8, 

a  Xt=  U2-+-  y» 

la  dérivée  de  X  par  rapport  à  x  étant  3  X,.  Le  discri- 
minant est 

A  =  av-d2-h  4ac3—6abcd-+-  /ib3d—  362c2; 

le  polynôme  en  U  donne 

«2A  =  8S-+-  4  y3- 
On  trouve 

(B)  1/**.=M5^S=tt  +  ./=3Ç±!<fc 

c.   —   Transformation  des  formules. 

9.  Relativement  à  la  formule  (B),  si  l'on  divise  le 
polynôme  —  2  y  U2  -f-  .  r.  par  le  polynôme 

2(  — yU-i-5), 
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on  a 

r;(-2>;U2  +  ...i  =  a(—  y  U  -f-  8)  (ayU  -4- o  )  —  2«2A 

=  iZ.a  Y  —  >.  a5  A, 
en  posant 

Z=  —  yU  +  8, 

rtY  =  aTU-  S. 
On  a  ainsi 

/R,.  ,   f  A  2Z.Y  —  2ai        /•  aZ   , 

2Y  étant  le  coefficient  de  U  dans  «Y. 
Pour  A  =  o,  cela  donne 


z.Y        r  z  , 

v  -H  /    tt  «^  =  o  ; 

•2-;.\       J     \ 


on  doit  donc  avoir  dans  cette  hypothèse 
*X=  Y*Z, 

car  cela  donnera  le  résultat  exact 


^-/y^  =  °< 


■>.  y  étant  le  coefficient  de  x  dans  >  . 

El  en  effet,  si,  en  dehors  de  l'hypothèse  A  =  o,  on 
effectue  les  opérations  qui  concernent  la  recherche  du 
|)lu>  grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme  \  el  s;t 
dérivée  débarrassée  du  facteur  3,  soil  \|,  on  obtient 
comme  reste  du  premier  degré  le  polynôme  Y.  Le 
polynôme  Z  est,  à  un  facteur  constant  près,  le  quo- 
tient entier  de  la  division   du   polynôme   \    par  ^  -.  ri 

l'on  a 

>X  =  —  Y*Z-+-A|  tYU-i-8). 

L'hvpolhèse  A  =  o  donne  bien  /.  \        ^  -Z. 
Observons  que,  si  l'on  ordonne  ^    par  rapport  i\    r. 
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on  a 

Y  =  >.(ac  —  bi)x-±-  (ad—  bc); 

c'esl   la    dérivée    du    hessien,    comme   on    devail   s'y 
attendre. 

10.  Pour  un  polynôme  du  4e  degré,  si  l'on  divise  le 
polynôme  3  OU :f  —  3oSU--h  ...  de  la  formule  (C)  par 
le  polynôme  3  (OU-  —  2  oSU  -h  .  .  .),  on  a 

0(38U»—  3oSUs-r-...)  =  3('0US—  28SU  -+-. . .)  (OU  -4-  oS) 
4-a«A(aYU  —  38) 
s=  5  a  Z .  a  Y  -+-  a-  A (  2 y  U  —  38), 
en  posant 

a'L  =  OU2—  moSU  +('a2S2— 27rtYT-+-6Y2S), 
«Y  =  BU-4-8S. 

On  a  ainsi 

._,        ,    r\    .      '  3Z.Y-4-A(2YU-38)        /-3Z 

(G  )      i  J  —dx= — -^ h  ^   —  tf.r. 

Ici  encore,  pour  A  =  o,  on  doit  avoir  /.\=Y'-Z; 
mais  les  choses  ne  sont  plus  tout  à  fait  aussi  simples  que 
dans  le  cas  précédent.  Si,  en  dehors  de  l'hvpothèse 
A  =  o,  on  effectue  les  opérations  qui  concernent  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  le 
polynôme  X  et  sa  dérivée  \,  débarrassée  du  fac- 
teur \,  on  obtient  bien  comme  reste  du  Ier  degré  le 
polynôme  Y.  Mais  Z  est  cette  fois,  à  un  facteur  cons- 
tant près,  le  quotient  entier  de  la  division  de  X  par 
ij  4-yA,  et  voici  comment  on  peut  le  reconnaître. 

Si  Ton  commence  la  division  du  polynôme  X  par  Y2, 
en  se  bornant  aux  termes  en  U2  et  en  U  dans  le  quo- 
tient, ou  a 

B»a»X  =  o»Y«(0UV—  38SU)-K8(6Ô*Y-H3S*S*)U*-4-XU-Hii. 
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Il  faut  observer  ici  que  l'expression 

(66*f  -  3o*S*)  —  a*fA 

est  divisible  par  8,  car  elle  devient 

6  B*y  -  a-  S^ .  a  ■;  S  —  3  a  T  |  —  »  y  (  4  Y2  s"  ~  9  «' T"  >• 
ou 

66»  Y  -+-  0  [a* S*—  3  y!  ■>.  7  S  +  3  a  T  »] . 
ou 

6  (a2  S2  —  27a  yT  —  t.-;2  S); 

on  a  donc,  en  désignant  par  k  la  quantité  qui  multi- 
plie ô, 

6»a*X  =  a*Y*(8U*  —  28SU)  -t-(8*#-t-0a*Y  A)U*-*-... 
—  a*(Y*+YA)i  BU*—  2SSU-+-  *)-+-  X'U  -+■  \t', 
■ou 

Os \  =  (Y*-+-yA)Z  -+-  à"U  -+-  y.'. 

On  trouve  d'ailleurs  que  le  reste  ).  L  +  p."  esl 

A[4ST.U  +  (a*ST  —  aaYS!-     '  ÎV2'rJJ. 

•de  sorte  que  l'hypothèse  A  =  o  donne  bien  £X  =  1  -/. 
Si  Ton  ordonne  Y.  par  rapport  à  .c,  on  a 

Y  =  (ayS  -  UiT  )r-[<a<l  -  bc  .S  —  3  /j  T  ] 
=  S  [  2  (  ac  —  ô*  )  x  •+■  (  ad  —  bc  )  |  —  >  T 1  eue -h  b  )  ; 

j'iii  fait  observer  ailleurs  que  ce  polynôme  est  le 
quotient  par  ■>.  j  de  la  dérivée  troisième  du  covarianl 
2S.H  — 3T.X. 


</.  —   Extension  d'un  résultat. 

11.  Dans  le  cas  d'un  polynôme  du    >'   degré,  si  l'on 
supposé  a  =  1 ,  />  =  (>.  de  sorte  que  I    se  confond  avec 2;, 
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on  ii.  en  remplaçant  ç  et  d  par/>  et  q, 

*{=p,        0  =  7,        A  =  gr*4-4/>», 
\  =  ar3-l-')/>ar-+-5r, 
Y  =  2/>a?-4-  y, 

Z  =  —  /?;r  -4-  ^, 
„   /"A  —  ipx*--^qx  —  kp°L  f—px-hg 

Vxi^= x +  V  — x 


*fa*. 


Pour  un  polynôme  du  4e  degré,  l'expression  de  a3  X 
au  moyen  de  U  conduit  à  considérer  le  cas  particulier 
y  =  o.  On  a  alors 

S  =  «c+  k2, 
T  =  2  bcd  —  arf2  —  c3, 
ô  =  aïà  —  b3, 
8  =-3aT, 
a3  X  =  U*  -1-  î  o  U  -4-  «2  S , 
a  Y  =  — 3aT.U  +  oS, 
aZ  =  —  3aT.U*— a8S.UH-a*S», 

et,  à  cause  de  y=  o,  Z  est  le  quotient  entier  de  la  divi- 
sion du  polynôme  8SX  par  Y2;  le  polynôme  3  OU3  — ... 
de  la  formule  (G)  se  réduit  à 

—  (jaT.U3—  3ôS.U2-f-«2S!.U  —i-aBT. 

Si  l'on  suppose,  en  outre,  a=i,  l>  =  o,  de  sorte 
que  U  se  confond  avec  .£,  on  a,  en  remplaçant  d  et  e 
par/'  et  y, 

c  =  o,         o=/>,         S  =  7,         T=-/,2,         e  =  3/>2, 
X  =  :r*-t-  4/>a:  -t-  g, 
Y  b=  p(3 px  -+-  g), 
Z  =  3  p2x2  —  ■>.  pg  j  +  y2, 


i    f—r/r-  -  O/»8-7'3  —  lpgr*+g2r  -h  >.7p 

I  /  £,**-  £ 

/3p*ar«  —  ■>./ 
- — t 


•ipg x  ■+•  g' 
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1*2.  On  peut  étendre  ces  derniers  résultats.  Si  l'on 
remarque  que  le  polynôme  Z  relatif  au  cas  où  X  est  du 
3e  degré  peut  être  défini  par  la  relation 

8*X  —  MJ3-t-Y*Z, 

on  est  mis  sur  la  voie  du  résultat  suivant   que  je  me 
borne  à  indiquer  : 
Soit  le  polynôme 

X  =  xm+i-+-  (m  -+- 1) px  -+-  q  ; 

si  l'on  effectue  les  opérations  qui  concernent  la  recherche 
du  plus  grand  commun  diviseur  entre  ce  polynôme 
et  sa  dérivée,  on  a  immédiatement  le  reste  du  premier 

degré 

Y  =  mpx  -+-  q, 

et  le  discriminant 

A  =  qm  —  (-  -  i  i'"  m'" p"'+l  : 
la  relation 

q"1  X  —  \Xm+i-h  Y-Z. 
OU 

(_  |)/«+l  m'"p'"  +  ix'"^1  —  (m  —  i)pq'".v  -+■  q'"+l 

=  (mpx  -H  q  i2Z 

définit  alors  un  polynôme  Z  entier  en  \. 
Cela  posé,  on  a  la  formule 

r  A    ,        YZ  -  A  ri 

i  m  +  i)J  Ti  dx  =  -p-  +  mj   %  rfar. 

J'indiquerai  la  loi  de  formation   du   polynôme  Z  en 
donnant  sa  valeur  pour  h/+i  =7'  °"  ;|  a'"rs 

Z  =  —  G*  p*  x->  +  2 .  C>:1  />  '  y  a?*  —  3 . 6»  p  'q1'' 
■+-\.§p*qixi—5.pqlt3C   ■    </'• 

le  dernier  terme  ayant  une  loi  de  formation   spéciale. 
Quant  au  polynôme  Y   ~ A»  sa  valeur  est,  dans  le 
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même  cas, 

YZ A 

-+-  Wp-q-.r3  —  Gpq'*x2  ■+-  q~* x  -+-  ( —  \)~  66/t>s. 

Pour  comparer  le  résultat  actuel  à  ceux  déjà  obtenus 
(m  =2,  0i  =  3),  on  doit  observer  que  les  discrimi- 
nants des  formules  (A).  (B),  (C)  sont  ici 

ac  —  b-  =  q  — />*, 
(8*-h4Ts):a,  =  ^l-i-4JP*, 

S3_?;T2=  CJ3—  280*, 

de  sorte  qu'ils  sont  identiques  à  ceux  que  définit  la  for- 
mule ci-dessus  (  '  ). 


II.  —  Recherche  directe  i>e  la  partie  transcendante. 

13.  En  supposant  que  la  fraction  rationnelle  a 
d'abord  été  mise  sous  la  forme  d'une  somme  de  frac- 
lions  de  la  forme  T-: — -,  on  a  à  considérer  l'intégrale 


\"> 


I 


=£—  dx, 


le  polynôme  X  n'ayant  que  des  racines  simples.  Nous 
chercherons  cette  fois  directement  la  partie  transcen- 
dante de  cette  intégrale. 

1  i.  Voyons  d'abord  à  quelles  conditions  celle  inté- 
grale est  purement  algébrique  ;  le  nombre  de  ces  con- 
ditions est  égal  au  degré  ou  polynôme  \. 


(')  Les  discriminants  des  formules  (A),  (B),  (C)  sont,  au  poinl 

de  \ui:  du  signe,  ceux  qui  se  trouvent  définis  dans  une  Note  précé- 
dente (l'iii.  p.  348),  cl  qui  contiennent  respectivement  les  termes 
ce,  a  d  .  a  1  . 
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<  )n  veut  avoir,  par  exemple, 


/ 


X*  X3 


On  en  déduit,  par  quatre  dérivations  successives, 

/   +  3X'  o  — X  ?'=     o, 

/'  —  >\"  es  -+-  2X'   o'—  X  cp*       o, 

y"  _,_  ï  x'"  cp  -t-  5X"  tp'H-  X'  o"  -  \  f      <», 

/'"  +  3  X"  cp  -+-  8  X'"  9'  -  ('.  X"  ?"  —  X  cp"  =  o, 

le  coefficient  d'un  terme  qui  n'est  ni  le  premier,  ni  le 
second,  ni  le  dernier  clans  la  ligne  où  il  se  trouve, étant 
la  somme  du  coefficient  du  terme  placé  au-dessus  de 
lui  et  du  coefficient  du  terme  placé  à  gauche  de  celui-là. 
Les  coefficients  des  avant-derniers  termes  sont  succes- 
sivement :>,  ■>..  i,  o,  de  sorte  que  la  dérivée  tp'"?  tout 
aussi  bien  que  la  dérivée  m,t,  ne  figure  dans  les 
identités  ci-dessus  que  multipliée  par  le  facteur  \. 
Éliminons  alors  les  trois  polynômes  o,  -s',  ©*  entre  ces 
quatre  identités;  nous  avons  l'identité 

/  3X'  -\  o 

/'  3X"  >.\'  —X 

(/''_\0'"-i  3X'"  »\"  X' 

(y'"_XO-v,  jxiv  8X  6X" 

de  laquelle  il  résulte  que  le  polynôme 
f      3X'      .. 


r 


;\ 
3X" 


!  \ 
,Y 
S\ 


O 

o 

V 

6X" 


doit  être  divisible  par  X. 

On  a  ainsi  des  condition-  en  nombre  égal  an  nombre 
des  conditions  requises.  Nous  désignerons  par  P  ce 
pol  vnome. 

Ann.  de  Mathémat.,  \"  série,  t.  M-  (Décembre  rgu.)        ■'  » 
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Dans  le  cas  général,  la  première  ligne  du  détermi- 
nant est 

y,     mX',     o,     o,      . . .,     o ; 

dans  la  dernière  colonne,  il  y  a  d'abord  m  —  1  zéros, 

.    v,         .    (m+i)»(v,     ,  cr  •      _    ,  i 

puis  X  ,  puis — X   ;  le  coefficient  de  ce  dernier 

terme  est,  en  effet,  m  -+-  (m  —  1)  -+-  ...  -+- 1. 
Pour  m  =  i,  le  polynôme 


.Y 

X" 


doit  être  divisible  par  X;  ce  résultat  simple  est  indiqué 
dans  les  Leçons  d'Algèbre  et  d'Analyse  du  regretté 
J.  Tannery  (t.  I,  p.  193,  Exercice  68),  et  c'est  en  par- 
tant de  là  que  j'ai  été  conduit  à  ce  qui  précède. 

[On  peut  même  se  rendre  compte  du  résultat  obtenu 
en  observant  que  toute  valeur  de  x  qui  annule  \ 
satisfait  aux  quatre  relations 

/  -+-3X' <p  =  o, 

/'  -+■  3  X"  G-r2.\'û'=  O, 


avec  çp,  »',  y*  seulement;  le  déterminant  ci-dessus  est 
donc  nul  pour  les  valeurs  de  x  qui  annulent  X,  il  est 
divisible  par  X.] 

15.   Revenant  maintenant  au  cas   général,  on    veut 
avoir,  par  exemple, 

de  sorte  que  l'intégrale 


/"-wX' 


J      x* 


dx 


i   :.î:  ) 

doil  être  algébrique.  Le  polynôme  (•>  de  degré  inférieur 
au  degré  île  Y,  est  donc  déterminé  par  la  condition 
que  le  polynôme  P,  dans  lequel  on  remplace  y*  par 
f —  (•>  \:t.  soit  divisible  par  \  ;  en  négligeant  les  termes 
qui  contiennent  V  en  facteur,  on  a  seulement  à 
remplacer  dans  le  polynôme  en  question  f"  par 
f"" — 3  !  (->  V:!  ;  finalement,  le  polynôme  o),  de  degré 
inférieur  nu  degré  de  \.  est  de  te  nui  né  par  la  con- 
dition (pie  le  polynôme 


.(_i)*(3!)«wX'< 


soit  divisible  par   Y. 

Mais  c'est  là  un  résultat  purement  théorique,  même 
dans  les  cas  les  plus  simples. 


/ 

3X' 

o 

o 

/' 

3X" 

aX' 

o 

./•" 

3  X'" 

-,  X  ' 

X 

./"" 

3X" 

S  X'" 

6X* 

[X4c] 


SUR  LES  MOMENTS  D'UNE  A1UE  PLANE  ; 
Par  M.  L.  ZORKTTI. 


Bien  des  procédés  ont  été  indiqués  pour  calculer 
graphiquement  le  moment  ou  le  momeni  d  inertie 
d'une  aire  plane  par  rapport  à  une  droite.  Je  voudrais 
indiquer  ci-dessous  un  procédé  «pu  n  esl  peut-être  pas 
nouveau  mais  dont  je  n'ai  trouvé  l'indication  nulle 
part  el  qui,  d'après  les  essais  que  j'en  ai  faits,  me 
paraît  assez,  simple. 

Soit  à  calculer  le  moment  d'inertie  parrapporl  à  i    j 
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de  l'aire  AB,  dont  nous  supposerons  d'abord  le  contour 
rencontré  en  un  seul  point  par  toute  perpendiculaire 

Fig.   i. 
5 


r*  A 


à  .r'x.  Le  moment  d'inertie  du  petit  rectangle  mm'M'M 
sera,  la  densité  étant  prise  pour  unité, 


dx  I     y% dy  =  A  y*  da 


Et  le  moment  d'inertie  total  sera 
S  \y*dx. 

Prenons  tous  les  dx  égaux;   c'est-à-dire  supposons 
l'aire   subdivisée   en   petits   rectangles   de    même   base 

(liés  petite)  dx.  Dans  la  somme,  -r-  se  met  en  facteur 

et  l'on  a  pour  le  moment  d'inertie 

[==  i  dxï.y3. 

Jl  n'y  a  donc  qu'à  indiquer  le  calcul  de  ïv:î- 

Soient   deux  droites   rectangulaires;    portons  y   en 

ordonnée  sur  l'une,  soitOP  =  r,  et  l'unité  de  longueur 

en  abscisse  sur  l'autre,  soit  OU  =  i . 
Menons  PQ  perpendiculaire  à  UP;  on  a 


I  )<>ii< 


|OIJ2=  OU.OQ  =  OQ. 
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Quant  à  y3,  c'est  le  double  de  Taire  du  triangle  OPQ 
el  elle  se  mesure  au  planimètre, 

La  disposition  est  bien  simple  :  on  place  l'axe  OU 
sur  le  prolongement  de  Taxe  donné  x'x.  On  porte 
tontes  les  longueurs  y  =  OP  an  moyen  de  lignes  de 
rappel  parallèles  à  x'x.  On  construit  ensuite  toutes  les 
droites  PO  correspondantes.  Ceci  posé,  pour  l'emploi 
du  planimètre,  on  partira  du  point  O  el  Ion  décrira 
successivement  toutes  les  aires  OPQ  en  conservant, 
toujours  le  même  sens  de  parcours  ( même  si  le  contour 
de  l'aire  S  était  traversé  par  l'axe  x' x).  Le  planimètre 
fera  lui-même  l'addition  2y3.  On  mulliplira  le  nombre 

trouvé  pour  l'aire  par  —  • 

Il  nous  faut  lever  la  restriction  que  Je  contour  de 
Taire  est  rencontré  en  un  seul  point  par  toute  perpen- 
diculaire à  Ox.   Supposons  qu'il  y  ait  deux  points  de 

Fig.  2. 


rencontre;  le  lecteur  généralisera  sans  peine.  Le 
moment  d'inertie  d'un  rectangle  tel  que  celui  de  la 
ligure  sera 

i  dx.y\  -  y  dx.y\  =  |  dx(y\  - y\  ). 
Le  moment  d'inertie  total  sera 

La  construction  de  r,  et  de  y\  étanl  faite  de  la  même 
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manière  que  celle  de  yz  el  de  y\,  on  voit  que  y\  i !Sl 
Taire  doublée  du  triangle  rectangle  correspondant; 
pour  la  retrancher,  il  n'y  a,  lorsque  l'index  du  plani- 
mètre  sera  revenu  au  point  O,  qu'à  parcourir  le  contour 
de  cette  aire  en  sens  inverse  de  celui  choisi  d'abord. 

Remarques.  —  La  méthode  introduit  le  facteur  jr 
le  facteur  dx  et  le  facteur  par  lequel  on  doit  multiplier 
l'indication  brute  en  nombre  de  tours  du  planimètre 
pour  avoir  l'aire  en  centimètres  carrés.  Il  peut  y  avoir 
avantage  à  introduire  un  autre  facteur  en  prenant  une 
longueur  OU  différente  de  l'unité  de  longueur.  Si  OU 
esl  multiplié  par  k,  les  mesures  de  OQ  et  de  l'aire  sont 

multipliées  par  7  f  et  il  faut  les  multiplier  par  /x  pour 

rendre  à  l'aire  sa  valeur.  On  pourra  donc  prendre 
pour  OU  une  longueur  quelconque,  et  multiplier  le 
nombre  fourni  par  la  méthode  précédente  par  la  mesure 
de  OU  en  centimètres. 

On  simplifie  beaucoup  en  prenant  01  =  -r-« 

On  peut  encore  simplifier  le  tracé  des  droites  PQ  de 
la  façon  suivante  :  quand  le  point  P  décrit  OP,  PQ  reste 
tangente  à  une  parabole  de  fo\er  U  et  de  sommet  O; 
la  parabole  étant  supposée  tracée,  le  tracé  des  droites  PQ 
s'en  déduit. 

Il  y  a  avantage  à  prendre  ()l  assez,  grand,  de  l'ordre 
de  grandeur  des  plus  grandes  longueurs  OP  par 
exemple,  si  l'on  veut  que  les  points  Q  soient  bien 
déterminés,  et  en  même  temps  que  les  longueurs  OQ 
ne  soient  pas  trop  grandes.  Mors,  la  portion  de  la 
parabole  précédente  qui  est  à  utiliser  est  la  portion 
comprise  entre  le  sommet  et  le  foyer.  On  peut  donc  la 
remplacer  sans  erreur  sensible  par  le  cercle  oscillateur 
au  sommet,  de  rayon  2 OU. 
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<  )n  pourrait  modifier  un  peu  la  méthode  eu  procédant 
comme  dans  le  calcul  d'une  intégrale  définie,  c'est-à-dire 
en  décomposant  en  trapèzes  au  lieu  de  rectangles; 
mais  les  calculs  sont  trop  compliqués  pour  être 
pral  K|ties. 

Notons  enfin  que  la  méthode  donne  aussi  le  moment 
statique  de  l'aire  par  rapport  à  x'x.  Le  moment  du 
rectangle  MM' m' m  est  en  effet 


■  /    ydy  — 


dx  I     ydy  —  \dx.y*, 

et  le  moment  total  est  ^dx.Hy'2.  On  calcule  1  y-  en 
calculant  la  somme  des  longueurs  <  )Q  (  au  curvimètre). 
On  obtient  donc  simultanément  le  centre  de  gravité  et 
le  rayon  de  gvration. 


[M'5i] 

SIR  UN  FAISCEAU  M  STROPHOÎDES; 

Par  M.  R.  BOUVAIST. 


Les  cubiques  circulaires  ayant  un  poinl  double 
donné  O  et  passant  par  trois  points  A,  B,  C  forment  un 
faisceau  linéaire;  ce  sont  les  inverses  des  coniques  pas- 
sant par  O  et  les  points  D,  E,  F  correspondants  à 
\.  H.  G  dans  une  inversion  de  centre  O.  Si  le  point  () 
est  l'orthocentre  du  triangle  DEF,  toutes  1rs  cubiques 
considérées  sont  des  strophoïdes.  Pour  qu'il  en  soil 
ainsi  le  point  O  doit  être  tel  que  les  droites  <  >A,  OH, 
OC  coupent  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC 
en  trois  points  D,  E,   F,  tels  que  O  soil  l'orthocentre 
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de  DEF,   ce  qui   exige,   comme  on   le   voit  aisément, 
que   O    soit  le  centre    d'un    des   cercles  tangents  aux 


cotés  du  triangle  ABC. 


Détermination  du  foyer  d'une  cubique  circulaire 
à  point  double.  —  Soient  Y  une  conique  donnée,  O  un 
point  de  T,  la  corde  d'intersection  de  Y  et  du  cercle  de 
rayon  nul  de  centre  O  est  la  polaire  A  par  rapport  à  Y 
du  point  de  Frégïer  relatif  à  O  et  à  T.  Si  nous  transfor- 
mons la  figure  dans  une  inversion  de  centre  O,  le  cercle 
transformé  de  A  aura  pour  centre  le  foyer  singulier  de 
là  cubique  circulaire  transformée  de  Y . 

Si  r  est  une  hyperbole  équilatère,  A  est  la  perpen- 
diculaire menée  par  le  centre  de  cette  hvperbole  au  dia- 
mètre passant  par  O,  et  le  foyer  singulier  de  Ja  stro- 
pboide  transformée  de  Y  est  le  transformé  du  point  de 
l'hyperbole  diamétralement  opposé  à  O. 

Faisceau  de  strophoïdes  passant  par  trois  points 
\.  B,  C  et  avant  pour  point  double  le  centre  d'un 
cercle  tangent  aux  entes  du  triangle  ABC.  — 
Nous  pouvons  supposer,  sans  nuire  en  rien  à  la  généra- 
lité de  nos  résultats,  que  le  triangle  ABC  est  le  triangle 
aux  pieds  des  hauteurs  du  triangle  DEF  transformé 
de  ABC  dans  une  inversion  de  centre  O. 

Lieu  des  foyers  singuliers  des  strophoïdes  du 
faisceau.  —  Ces  strophoïdes  sont,  les  inverses  des 
Inberboles  équilatères  ODEF;  si  l'une  des  hyperboles 
coupe  en  M  le  cercle  circonscrit  au  triangle  DEF,  son 
centre  est  le  milieu  de  OM,  le  lieu  des  foyers  singu- 
liers des  strophoïdes  du  faisceau  sera  par  suite  l'inverse 
du  cercle  DEF,  O  étant  le  centre  d'inversion  et  la  puis- 
sance d'inversion  OA.  OD,  c'est  le  cercle  ABC. 
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Réciproquement  :  Tout  cercle  passant  par  le  foyer 
singulier  d' une  strophoïde  coupe  la  courbe  en  trois 
points,  \,  B,  C  tels  que  le  point  double  soit  le 
centre  d'un  cercle  tangent  aux  côtés  du  triangle 
ABC. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  du 
suivant  : 

l  u  cercle  passant  par  un  point  O'  d'une  hyperbole 
équilatère  coupe  la  courbe  en  trois  points  D,  E,  F; 
suit  O  le  point  de  l'hyperbole  diamétralement  opposé 
à  O'.  les  droites  01),  OE,  OF  coupent  le  cercle  DEF 
en  A,  B,  C;  le  point  O  est  le  centre  O  d'un  cercle 
tangent  aux  côtés  du  triangle  ABC. 

En  effet,  l'orlhocenlre  de  U,  E,  F  est  le  point  de 
l'hyperbole  diamétralement  opposé  à  O',  c'est  le 
point  O;  le  triangle  A,  B,  C  est  donc  homolhélique  par 
rapport  à  O  du  triangle  au  pied  des  hauteurs  de  DEF; 
O  est  donc  le  centre  d'un  cercle  langent  aux  côtés 
de  ABC. 

Une  inversion  de  centre  O  nous  donne  le  théorème 
énoncé  plus  haut  relatif  à  la  strophoïde  et  à  un  cercle 
passant  par  le  fover  singulier  de  celle-ci. 

Remarque.  —  Voici  une  autre  propriété  des  points 
V.  B,  C  d'intersection  d'une  strophoïde  avec  un  cercle 
passant  par  le  foyer  singulier  : 

Les  points  V,  B',  C  d'intersection  de  la  courbe 
avec  les  rayons  vecteurs  OA',  OB',  OC  également 
inclinées  sur  les  tangentes  aux  points  doubles  que 
les  rayons  OA,  OB,  OC  sont  en  liane  droite. 

Cette  propriété  se  démontre  sans  difficulté  soit  par 
le  calcul,  soit  en  parlant  des  propriétésde  l'hyperbole 

équilatère. 
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Remarque.  —  Si  le  point  0  est  le  centre  du  cercle 
DEF  considéré  plus  haut,  le  triangle  DEF  est  équila- 
léral,  il  en  est  de  même  du  triangle  ABC;  donc  :  le  cercle 
passant  par  le  foyer  singulier  ctune  strophoïde  et 
ayant  pour  centre  le  point  double  de  la  courbe 
coupe  celle-ci  en  trois:  points  qui  sont  les  sommets 
d'un  triangle  équilatéral. 

Théorème.  —  Toute  strophoïde  passant  par  les 
sommets  d'un  triangle  ABC  et  ayant  pour  point 
double  le  centre  d'un  cercle,  tangent  aux  côtés  du 
triangle  ABC  est  analagmatique  dans  l'inversion 
triangulaire  admettant  pour  triangle  de  référence 
le  triangle  \!5C 

L'équation  en  coordonnées  trilinéaires  normales 
d'une  cubique  circulaire  circonscrite  au  triangle  de 
référence  est 

/(  xyz)  =  (  ux  —  vy  —  wz)  {ayz  ■+■  bxz  -+-  cxy) 

-+-  ( ax  -T-  by  -h  cz)  (a.yz  -+-  $xz  +  -fney)  =  o; 

elle    admettra  pour  point   double  le  centre  du  cercle 
inscril    au  triangle  si  les  équations 

fx=fy  =  fz=0 

sont   satisfaites   pour  x  =  y  =  z  =  i,   ce   qui   donne, 
en  posant  a  +  b  -+-  c  =  ip ,  u  +  v  +  w  =  7, 

a  a  „  li-  ca 

P  '  l>'  P  ' 

l'équation  devient 

|  ux  —  vy  —  n>z  )  (  ayz  -+-  bxz  -4-  cxy  i 
-+-  (  a  x  -+-  by  —  cz  )  (  ayz  H-  v  xz  ■+■  w  xy  ) 

<  a  x  -+-  by  -+-  c  z  i  (  ayz  —  bxz  -~-  c  xy  )  =  o . 
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Celte  équation  ne  change  pas  quand  on  y  change  ./'.  r,  z, 
i      i     i 

ri)    -,    -,    -• 

■'•  y   * 

Remarque.  —  Si  le  point  double  était  le  centre  d'un 
cercle  ex-inscrit,  par  exemple  le  point  x=  —  i, 
y  =  z  =  i ,  L'équation  de  la  courbe  sérail 

i  h  r  -+-  vy  ■+•  wz) (ayz  -+-  bxz  -+-  cxy) 
-H  (a.r  -+-  by  -+-  c  z  )  (  u  yz  —  c.rc  -t-  w xy) 

{a.r  -4-  6  k  -4-  c^)  (  aj'-  -r-  b.rz  -+-  cayj  =  o, 

t'  étant  égal  à 

—  U  —  V         <r, 

la  conclusion  reste  par  conséquent  la  même. 

Soit  S  un  point  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC;  il  résulte  immédiatement  le  théorème  précédent 
que  l'asymptote  de  la  slrophoïde  du  faisceau  considéré 
admettant  S  comme  foyer  singulier,  est  parallèle  à  la 
direction  inverse  du  point  S  par  rapport  au  triangle 
ABC.  En  tenant  compte  des  propriétés  énoncer-;  plus 
liant,  nous  trouvons  le  théorème  suivant  : 

/  n  cercle  quelconque  passant  par  le  foyer  singu- 
lier d'une  slrophoïde  coupe  la  courbe  en  trois  points 
\I.  N.  P,  la  droite  de  Simson  du  foyer  singulier 
relative  au  triangle  MM*  est  perpendiculaire  à 
Vasymptote  de  la  courbe. 

Enveloppe  des  asymptotes  des  strophoïdès  du 
faisceau.  —  Soit  S  le  foyer  singulier  ilum-  slrophoïde 
du  faisceau,  le  point  S'  symétrique  de  S  par  rapport  au 
point  double  O  est  sur  l'asymptote  de  la  courbe. 

La  perpendiculaire  abaissée  de  S  sur  la  droite  de 
Simson  de  S  relative  au  triangle  \K<".  enveloppe  une 
bypocycloïde  à  trois  rebroussements  H  symétrique  de 
riispocvcloïde  enveloppe  des  droites  de  Si  m -on  de  \l*>< . 
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par  rapport  au  centre  du  cercle;  ABC;  l'asymptote 
est  la  parallèle  menée  par  S'  à  la  perpendiculaire 
menée  par  S  à  la  droite  de  Simson  de  S;  elle  enveloppe, 
par  suite,  l'Iivpocycloïde  symétrique  de  H  par  rapport 
àO. 

Considérons  maintenant  une  slrophoïde  de  point 
double  O,  de  loyer  singulier  F,  et  un  cercle  quel- 
conque passant  par  F  et  coupant  la  courbe  aux  points 
A,  B,  C.  Il  existe  une  parabole  de  foyer  F  inscrite  au 
triangle  ABC;  soit  A  la  tangente  commune  autre  que 
AB,  AC,  BC  à  cetle  parabole  et  au  cercle  de  centre  O 
tangent  aux.  côtés  du  triangle  ABC.  Le  lieu  des  fo\ers 
des  coniques  inscrites  au  triangle  ABC  et  tangentes  à  A 
est  une  stroplioïde,  passant  par  ABC,  avant  pour  point 
double  O  et  pour  foyer  singulier  F,  c'est  la  strophoïde 
considérée.  En  tant  que  lieu  de  foyers  des  coniques 
passant  par  le  quadrilatère  ABC,  A,  elle  passe  parles 
intersections  de  A  avec  les  cotés  du  triangle  ABC.  La 
courbe  étant  d'autre  part  analagmatique  dans  une  con- 
version triangulaire  admettant  ABC  comme  triangle  de 
référence,  les  tangentes  à  la  courbe  aux  sommets  du 
triangle  ABC  (inverses  des  droites  joignant  chaque 
sommet  au  point  d'intersection  de  la  courbe  avec  le 
côté  opposé)  rencontreront  les  côtés  BC,  CA,  AB  en 
trois  points  en  ligne  droite.  Nous  pouvons  donc  énoncer 
le  théorème  suivant  :  l  n  cercle  quelconque  pas- 
sait l  par  le  foyer  singulier  V  d'une  strophoïde  ren- 
contre  la  courbe  en  trois  points  \.  B.  C;  les  cités 
li(..  CA,  AB  rencontrent  la  courbe  en  a.  (3,  v;  les 
points  a.  'i.  -'  sont  sur  une  tangente  au  cercle  ayant 
pour  centre  le  point  double  de  la  courbe  et  tangent 
aux  cotés  du  triangle  ABC.  Les  tangentes  à  la 
courbe  aux  sommets  A,  B,  C  rencontrent  les  côtés 
BC,  CA,   \l>  en  Iroispoints  en  ligne  droite. 
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Généralisation.  —  Considérons  plus  généralement 
une  cubique  circulaire  T  passant  par  son  foyer  singu- 
lier (focale  de  van  Rees)  et  un  cercle  quelconque  pas- 
sant par  ce  foyer  singulier  F  et  rencontrant  la  courbe 
en  \,  B,  C.  Il  existe  une  parabole  P  du  lover  F  inscrite 
au  triangle  ABC;  soit  A  une  tangente  quelconque  de  P, 
le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  le  quadri- 
latère ABC,  A  est  une  focale  passant  par  A,  B,  C  et 
ayant  F  comme  foyer  singulier.  Si  A  varie  nous  obte- 
nons uw  faisceau  linéaire  de  focales,  qui  contient  visi- 
blement la  focale  T;  à  T  correspond  une  tangente  A,  à 
la  parabole  P.  L'asymptote  de  F  est  parallèle  à  Taxe  de 
la  parabole  P,  c'est-à-dire  à  la  direction  inverse  du 
point  F  par  rapport  au  triangle  ABC.  Il  résulte  de  tout 
cela  que  la  focale  est  analagmatique  dans  une  inversion 
triangulaire  admettant  ABC  comme  triangle  de  réfé- 
rence et  l'on  a  les  tbéorèmes  suivants  : 

/  n  cercle  quelconque  passant  par  le  foyer  singu- 
lier F  d'une  focale  «le  van  Rees  coupe  fa  courbe  en 
trois  points  \,  l>,  C  : 

i°  Les  cotés  VB,  l>C,  CA  coupent  la  courbe  en 
trais  points  en  ligne  droite  : 

2"  Les  tangentes  à  la  courbe  aux  sommets  \.  B, 
C  rencontrent  les  côtés  opposes  en  trois  points  en 
ligne  droite.  Ces  points  sont .  par  suite,  les  contacts 
d'une  conique  tritangente  à  la  courbe; 

.1"  La  droite  de  si  m  son  du  point  V  relative  au 
triangle  \I!C  est  perpendiculaire  à  l'asymptote  de 
In  courbe  ; 

i"  La  courbe  est  analagmatique  dans  une  /inci- 
sion  triangulaire  admettant    \ lïC  comme  triangle 

de  référence . 

Remarque,  —  Il  est  facile  de  généraliser  ces  théo- 
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renies  dans  le  cas  d'une  cubique  quelconque  par   pro- 
jection ;  la  pro  position  3"  peut,  en  particulier,  s'énoncer 
dans  le  cas  d'une  cubique  quelconque  comme  il  suit  : 

Soit  A  un  point  d'une  cubique,  H,  C  les  contacts 
de  deux  tangentes  à  la  courbe  menées  par  A;  une 
conique  passant  par  ABC  coupe  la  courbe  en  trois 
points  D,  E,  F  qui  sont  les  contacts  d'une  conique 
tritangenteà  la  cubique. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  NORMALE  SUPERIEURE 
ET  AU\  ROURSES  DE  LICENCE  EN  1911. 


Composition  de  Mathématiques 
(Sciences.  —  I). 

On  considère  trois  axes  rectangulaires  Oxyz  et 
la  surface  de  révolution,  apoelée  tore,  dont  l'équa- 
tion est 

\  ./■-  -+- y*  -+-  c2  4-  l1  cos2  0  »2  =  4  /2 1  t*  -+-  y*  ), 

/  étant  un  nombre  positif  et  H  un  angle  aigu. 

i°  On  coupe  le  tore  par  le  plan  z  =  x  tang (j.  Former 
V équation  de  la  section  dans  son  plan  et  vérifier  que 
cette  section  se  compose  de  deux  circonférences  c  et  y, 
ayant  leurs  centres  sur  Or.  Les  projections  de  ces 
circonférences  sur  le  plan  xOy  admettent  le  point  O 
pour  foyer. 

On  déduit  facilement  de  là  qu'il  existe  sur  le  tore, 
a  part  les  parallèles  cl  les  méridiens,  deux  systèmes 
de  circonférences  :  les  circonférences  Cet  les  circon- 
férences Y.  Montrer  que  deux  circonférences  d'un 
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même  système  (G  ou  Y\  ne  se  coupent  jamais,  que 
deux  circonférences  de  systèmes  différents  (G  et  Y) 
ont  toit/ours  deux  points  communs. 

■>."  Trouver  les  courbes  k  qui  coupent  tous  les 
parallèles  du  tore  sous  un  anale  donné  Y.  Construire 
la  projection  de  ces  courbes  sur  le  plan  ./Or. 
d'abord  pour  Vr  =  0,  puis  pour  tan»  \  =  •>.  tangO.  Com- 
ment peut-on  déduire  la  seconde  courbe  de  la 
première  et,  d'une  manière  plus  générale,  comment 
peut-on  construire  point  par  point  les  courbes  K  ? 

.)"  Former  l'équation  générale  des  sphères  s 
passant  par  l'une  des  circonférences  C,  trouver  le 
lieu  des  centres  de  ces  sphèreset  montrer  que  chacune 
d'elles  contient  aussi  une  circonférence  Y . 

Montrer  que  toutes  les  sphères  s  passant  par  un 
point  a  passent  aussi  par  un  point  (tssociéa'. 

4°  On  donne  deux  points  a  et  b  non  situés  sur  le 
tore;  b  est  différent  de  a  et  de  son  associé  a  .  SoitC0 
l'une  des  circonférences  C.  Par  G0  et  a  /x/ssc  une 
sphère  A0  qui  coupe  le  tore  suivant  une  circonfé- 
rence l'a.  Par  F0  et  b  passe  une  sphère  B0  qui  coupe 
le  tore  suivant  une  circonférence^.  Par  C,  et  a  passe 
une  sphère  A,  qui  coupe  le  tore  suivant  une  circon- 
férence r,.  Par  T,  et  b  passe  une  sphère  B,  qui 
coupe  le  tore  suivant  une  circonférence  G2,  et  ainsi 
de  suite. 

On  étudiera  dans  deux  cas  particuliers  à  quelle 
condition  la  suite  des  circonférences  G0,  G,,  C2,  ••• 
est  périodique. 

Supposant  d'abord  a  et  b  sur  Oz,on  montrera 
que  les  centres  des  sphères  V  et  B,  sont  alors  dans 
deux  plans  dont  on  se  donnera  les  équations  sous  la 
forme 

z  =  /cosO  tanga,         z  =  f  cosO  tangp. 
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Quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  a  et  rp  pour 
que  C0,  Ci,  ...,  C/l_,  étant  différentes,  C/t  soit  iden- 
tique à  C0?  —    Calculer  algébriquement    le    rap- 

tanga     ,  , 

port  u  =  ^  dans  le  ras  ou  n  =  10. 

r  tan  g  3 

/w>  second  lieu,  on  prendra  les  valeurs  suivantes 
pour  les  coordonnées  de  a  et  de  b  : 

ai  x  =  l  cosO  cos  A,  y  =  l  cos  8  sin  A,  s  =  o); , 
b{  x  =  l  cos8  cos  B,  y  =  /  cosO  sin  B,  j;  =  o). 

Montrer  que  si  C0  es£  identique  à  C„  pour  un 
choix  particulier  de  C0,  «7  ère  est  de  même  quelle 
que  soit  C0,  et  trouver  la  relation  de  position  entre  a 
et  b  pour  laquelle  cette  circonstance  se  produit. 

Solution  par  M.   H.   L. 

La  surface  proposée  S  est  engendrée  par  les  circon- 
férences d'équation 

x'2  -+-  a*  -+■  l2  cos2  8  =  ±  -2  tx 

du  plan  Oxz  en  tournant  autour  de  O;.  Ces  circonfé- 
rences ont  leurs  centres  sur  Ox  à  la  distance  /  de  O  ; 
leur  ravon  est  égal  à  /sin  9;  elles  sont  vues  de  l'origine 
sous  l'angle  2  H.  Le  plan  ;  =  a?tang9,  perpendiculaire  au 
plan  Ox:,  a  pour  trace  sur  ce  plan  une  tangente  com- 
mune intérieure  à  ces  deux  circonférences;  c'est  donc 
un  plan  bilangent  au  tore. 

Si  Ton  rapporte  les  points  de  ce  plan  bilangent  V  à 
sa  trace  O;  sur  le  plan  Oxz  et  à  l'axe  des  y  et  comme 
;t\«'s,  on  a  les  formules 

./•  =  !■  cos  G,         y— y,  s  =  ;sinO. 

L'équation  de  la  section  de  S  par  l\  rapportée  aux 
axes  O;^,  est  donc 

(  ;2-f-  y'2~  l2  cos2  G  i2  =  !\  l2(  ;2  cos20  -+-y'2 1 
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ou 

i  ;-'—  /*  —  l1  .'..s-'O  |*=  4 l*y*  sin*6, 

rt..  -y?       /-cos20      =  rr  •> /^  sinO. 

La  section  est  donc  constituée  par  deux  circonfé- 
rences c  et  •'  de  rayon  /  el  dont  les  centres  sont  sur  Oy 
à  la  dislance  / si n  9  de  O.  Il  résulte  immédiatement  de 
là  que  c  et  y  se  coupent  sous  l'angle  2O,  ou,  d'une 
façon  plus  précise,  que  c  et  Y  coupent  sous  l'angle  8  les 
parallèles  passant  par  les  points  de  tangence  de  I*  et 
de  S. 

En  projection  sur  Oxy  les  équations  de  c  et  y  sont, 
d'après  les  formules  de  transformations, 

-  y-  —  l-  cos2  6  —  ±  >.l y  sinO, 


cos*  •) 


s_j_  y2  sin20    ,       ,       .    ,         .  , ., 

-  y*  — — -  ±  2 I  y  sin  ')  —  /2  cos2  0 


cos2  9         •      cos*8 

=  (  y  tan  g  6  riz  /  cos  0  }*. 

Donc  le  point  O  est  un,  foyer  pour  ces  projections. 

Faisons  tourner  le  plan  I'  d'un  angle  quelconque 
autour  de  O;;  l'  vient  en  P,.  c  en  c,,  Y  en  --,;  c,  et  y, 
sont  sur  le  lore  S,  toutes  les  circonférences  telles  que  c, 
forment  la  famille  C,  les  circonférences  telles  que  y, 
forment  la  famille  1\  Quant  ;<  P(  c'est  l'un  quelconque 
des  plans  bi  langent  s  au  tore,  c'est-à  dire  tangent  au 
tore  en  deux  points  et  deu\  points  seulement. 

Soit  M  un  point  du  tore;  le  parallèle  contenanl  \I 
coupe  l*  en  deux  points  symétriques  par  rapport  à  <); 
et  situés  sur  c  el  y.  Mais  O!;  n'est  pas  un  diamètre  ni 
de  c  ni  de  Y;  donc  l'un  de  ces  deux  points  m  est  sur  C, 
l'autre  •).  est  sur  y.  La  seule  circonférence  de  C  passanl 
par  M  s'obtient  donc  en  eilecluant  sur  c  la  rotation 
autour  de  Oz  qui  amène///  en  M.  De  même  on  trouve 
la  seule  circonférence  de  I'  qui  passe  par  M.  Donc  :  par 
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tout  point  du  tore  fasse  une  circonférence  de  C  et 
une  seule,  une  circonférence  de  Y  et  une  seule.  Par 
suite  deux  circonférences  d'un  même  système  ne  se 
rencontrent  jamais,  et.  l'on  voit  aussi  par  cela  même 
que  les  deux  systèmes  sont  bien  différents. 

Soient  maintenant  deux  circonférences  c{  et  v, 
respectivement  de  C  et  de  I\  cs  rencontre  le  plan  P, 
de  y,  en  deux  points  qui  sont  réels,  car  l'intersection  des 
plans  de  cf  et  de  y(  passe  par  O,  point  intérieur  à  ct . 
La  section  de  S  par  P,  se  compose  de  v,  et  d'une 
circonférence  de  la  famille  C  qui,  par  suite,  ne  ren- 
contre pas  ct  ;  donc  les  points  de  rencontre  de  c,  et 
de  P,  sont  sur  y, .  Et  l'on  voit  que  deux  circonférences 
de  systèmes  différents  se  coupent  toujours  en  deux 
points  réels. 

Cette  première  partie  est  connue  sous  le  nom  de  théorème 
d'Yvon  Villarceau <■;  on  la  démontre  le  plus  souvent  en  remar- 
quant que  le  cercle  à  l'infini  étant  courbe  double  pour  S.  tout 
plan  bitangent  à  S  coupe  S  suivant  une  quartique  ayant 
quatre  points  multiples  :  les  points  cycliques  et  les  points  de 
tangence.  Trois  de  ces  points  n'étant  pas  en  ligne  droite,  la 
section  se  compose  de  deux  coniques,  qui  sont  des  cercles  puis- 
qu'elles passent  par  les  points  cycliques. 

Une  autre  démonstration  consiste,  appelant  U  et  V  les  points 
de  rencontre  des  cercles  méridiens  avec  O.J,  à  faire  une  inver- 
sion de  centre  U.  Le  tore  devient  un  cône  dont  le  sommet  est 
l'homologue  V  de  V.  P  devient  une  sphère  P'  bitangente  au 
côiie  et  qui,  par  suite,  le  coupe  suivant  deux  circonférences  de 
systèmes  différents  et  dont  les  plans  ne  sont  pas  perpendi- 
culaires à  0.3.  Ce  mode  de  raisonnement,  qui  permettrait  aussi 
de  voir  les  situations  respectives  des  systèmes  C  et  1"  et  de 
résoudre  les  deuxième  et  troisième  parties,  a  l'inconvénient 
d'obliger  à  raisonner  sur  des  éléments  imaginaires  assez 
compliqués;  par  exemple,  les  circonférences  intersections  de  P 
et  du  cône  sont  en  même  temps  des  paraboles,  elles  sont  dans 
des  plans  isotropes. 

•  ne  autre  démonstration,  moins  rapide  mais  plus  instructive, 
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est  la  suivante  :  puisque  toutes  les  normales  du  tore  ren- 
contrent Oz.  toute  sphère  bitangente  à  S,  sans  être  tangente 
en  plus  de  deux  points  à  S.  est  coupée  par  le  plan  méridien  de 
son  centre  suivant  une  circonférence  dont  0-3  n'est  pas  un 
diamètre  et  qui  est  tangente  aux  deux  circonférences  méri- 
diennes; donc  la  puissance  de  cette  sphère  par  rapport  au 
point  O  est  égale  à  — /-cos2  0,  d'après  les  propriétés  connues 
des  circonférences  tangentes  à  deux  autres.  Le  lieu  des  centres 
de  ces  sphères  bitangentes  est  coupé  par  un  plan  méridien 
suivant  le  lieu  des  centres  des  circonférences  don!  il  vient  d'être 
parlé  et  qui  sont  tangentes  à  deux  circonférences  méridiennes. 
Ce  dernier  lieu  est  une  hyperbole  d'axe  non  transverse  O-, 
donc  le  lieu  des  centres  des  sphères  est  un  hyperboloïdc  II  à 
une   nappe  et  de  révolution  autour  de  <>c. 

Ceci  étant,  soit  M  un  poinl  du  tore,  s  le  centre  de  la  sphère 
bitangente  à  S  en  M  et  en  un  autre  poinl  M  .  Vu  point  M  de  S 
faisons  correspondre  le  point  s  de  H  et  à  s  de  H  nous  faisons 
correspondre  M  et  M'.  A  une  courbe  a  décrite  par  s  corres- 
pondra une  ou  deux  courbes  située?  sur  S  et  sur  l'enveloppe 
des  sphères  de  centre  s  et  de  puissance  — /2cos20  par  rapport 
à  O.  Or,  si  X  est  une  droite,  toutes  les  sphères  considérées 
passent  par  un  même  cercle  qui  a  son  centre  sur  X  et  dont  le 
plan  qui  passe  par  O  est  perpendiculaire  à  À.  Ce  cercle  est  réel 
si  X  est  réelle,  car  sa  puissance  par  rapport  à  O  est  négative. 
C'est  ce  cercle  qui  correspondra  à  la  droite  X.  Or  il  y  a 
sur  H  deux  familles  de  génératrices,  d'où  deux  familles  de 
cercles  sur  le  tore  S. 

.le  iaisse  au  lecteur  le  soin  de  voir  que  cette  transformation 
qui  fournit  évidemment  la  solution  de  la  troisième  partie, 
donne  les  relations  indiquées  par  l'énoncé  entre  les  familles  C 

et  r. 

La  proposition  est  aussi  susceptible  de  diverses  démons- 
trations élémentaires,  en  général  liés  artificielle-.  J'en  indique 
cependant  une,  qui  n'est  d'ailleurs  qu'une  vérification,  parce 
qu'elle  est  en  rapport  avec  le  raisonnement  fort  connu  de 
M.  Courcelles  sur  la  projection  du  cercle. 

Soit,  dans  un  plan  P,  une  circonférence  c  décentre  A  el  de 
rayon  /,  projetons-la  orlhogonalemenl  sur  le  plan  xOy.  Nous 
supposons  que  Oy  passe  par  A  <■!  .pu-  0  -oit  un  foyer  de  la 
projection;  de  sorte  que  m  8  esl   l'angle   des  deux    plans  on    , 

(  IA       Jsin8. 
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Soient  M  un  point  de  c,  m  et  I'  ses  projections  orthogonales 
sur  O x)  et  sur  O^;  soit  01  perpendiculaire  sur  AM.( Le  lecteur 
est  prié  de  fiiire  la  figure.)  On  a 

.    .        Mm  .    r        AO  10 

s,nO=—  et  «•  «  AH  =  HP' 

à  cause  des  triangles  semblables  AOI.  AMP;  donc  10  =  M/n. 
Et,  par  la  considération  des  triangles  .M  10,  M  m  O  on  voit 
que  IM  =  O  ni.  C'est  le  raisonnement  de  M.  de  Gourcelles. 

Sur  Ont  portons  Ow  =  OM  =  /,  alors  mu>  =  AI;  donc  les 
triangles  AOI,  M/nco  sont  égaux  et  Mw  =  /sinô.  Donc  la 
surface  S  engendrée  parla  rotation  de  c  autour  de  la  perpen- 
diculaire O z  à  Oxy  peut  aussi  être  engendrée  par  la  rotation 
autour  de  O^  d'une  circonférence  située  dans  le  plan  méridien 
O  zm  de  rayon  Mu  =  l  sin  0  et  dont  le  centre  w  est  à  la  dis- 
tance l  de  O. 

On  aperçoit  aussi  en  particulier  la  propriété  signalée  d'après 
laquelle  O  esl  le  foyer  de  la  projection  de  c.  La  raison  profonde 
de  ce  fait  tient  à  la  constitution  du  tore  ou  pour  mieux  dire  de 
toute  surface  de  révolution.  On  voit,  en  effet,  facilement  que 
les  parallèle*  de  rayon  nul  des  points  U  et  V  précédemment 
considérés  doivent  être  compris  dans  le  contour  apparent  du 
tore  en  projection  sur  Oxy.  El  c,  par  exemple,  rencontre 
chacun  Ac  ces  parallèles. 

2.  Fixons  la  position  d'un  point  M  sur  le  tore  par 
les  coordonnées  polaires  p,  m  de  sa  projection  sur  Oxy 
el  *nii  s  l'arc  du  méridien  qui  le  contient  compté  dans 
un  sens  fixé  à  partir  de  I  un  de  ses  points  de  rencontre 
avec  Oxy  ;  a  et  s  sont  liés  par  une  relation  connue. 
L  équation  différentiel  le  des  courbes  demandées  est 

. .         ds 

tangN   =  — —  • 
p  (/(■> 

Si  l'on  appelle  a  l'inclinaison  du  rayon  du  méridien 
de  M  avec  le  plan  Oxy,  on  a 

o  =  /  —  /  sin  0  cos  -/,  ds  =  /sin  0  <r/a. 

On    peut  déduire   de    là   une    relation    différentielle 
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entre  a  el  <o  qui  s'intègre  facilement  ;  mais  il  <>i    pins 
rapide  de  former  l'équation  entre  o  el  ai.  On  ;i 

dp  ~  —  I  sjn  I)  sin  y.  (/y.  —  _  sin  a  rfs  ; 


(li)in 


\/sin«/ 


on 


ds) 
(L=i)\:(       dP        V=1 

/  sint)/         \  p  tant;  \  </<u/ 
Posons  m  =  — ,  l'équation  devient 

I  —   /«\2  /  rf« 


/sin6 


La  i)  i;  \   ofa 


OU 

/</«  \ 2  r      m'2  a  a  i 

_  /tangVy  r    sin20  /  i       \2  1 

~~  \  tangO  /    [l*  cos^O  ~  \  ~~  Icos'-il)    J" 


/du  y 

\i[  en  lin 


/  cos'-'O 
sin') 


dw 


/cos«6 


/  cos!  0a-    i    - 


tangV 
tan«  H 


sin  6 


.    ,         f  ,    tanuV 

=  i  -+-  sin  0  cos    ±  —   — -  (  (i)  —  w0  i 
L      tangti  J 


Telle  est  l'équation  polaire  des  projections  d\    \     des 
combes  lv  demandées. 

PonrV  =  0,    on    reconnaît    les   ellipses   projections 

des  circonférences  (1  et  F. 
tan  g  V 


IVh 


tangO 


■>.   mi  :i  des  courbes  que  je  laisse   au 


lecteur  le  soin  de  tracer,  el  qui  se  déduisent  des 
ellipses  DC  (8),  en  faisant  correspondre  à  chaque  point  M 
d'une  telle  ellipse  le  point  m  avant  même  p  el  ayanl 
un  angle  polaire  moitié  de  celui  de  M. 

D'une  façon  générale,  si   M    de  coordonnées    p,    w 
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décrit  une  courbe  DC  (6),   le  point  M'  de  coordonnées 

p',  w'. 

p'  =  p,  w'=Aw-t-B, 

A    et    B    étant    deux    constantes,    décrit    une    courbe 
*(t^6' 

La  construction  des  tangentes  aux  courbes  DC>résulle 
de  suite  de  la  définition  des  courbes  K. 

Les  relations  entre  les  diverses  courbes  îX  se  voient  tout 
aussi  bien  sur  l'équation  différentielle  p  tang  Vdtû  =  ds,  et 
cela  montre  qu'elles  subsistent  sur  toute  surface  fie  révo- 
lution. 

Ainsi,  sur  une  surface  de  révolution,  il  suffit  de  connaître 
une  courbe  k  V0),  pour  une  valeur  particulière  V„  de  V, 'pour 
en  déduire  sans  intégration  toutes  les  courbes  K  (Y  i.  Pour 
traiter  géométriquement  la  deuxième  partie,  il  va  suffire  de 
prouver  que  les  courbes  C  et  F  sont  des  courbes  K  (8). 

On  a  déjà  vu  que  les  cercles  C  et  T  coupent  sous  l'angle  6 
les  parallèles  lieux  des  points  de  tangence  des  plans  bitan- 
gents  au  tore.  Soient  X  l'un  de  ces  parallèles.  X'  un  autre 
parallèle  quelconque;  soient  a  et  a'  les  points  de  rencontre 
de  X  et  X'  et  d'un  même  demi-plan  méridien. 

Il  existe  une  inversion  dont  le  centre  est  sur  Oz,  et  qui 
cbange  a  en  a';  elle  change  X  en  X  et  le  tore  reste  inaltéré. 
Elle  change  donc  les  circonférences  C  et  Y  en  circonférences 
situées  sur  le  tore,  et  qui  sont  des  circonférences  T  et  C,  car 
considérons,  par  exemple,  la  sphère  invariable  dans  l'inver- 
sion et  qui  passe  par  la  circonférence  c.  Cette  sphère  ne 
coupe  le  tore  S  à  distance  finie  que  suivant  c,  et  la  circonfé- 
rence y  symétrique  de  c  par  rapport  au  plan  méridien  conte- 
nant le  centre  de  S  ;  donc  cette  circonférence  y',  qui  est  une 
circonférence  T,  est  l'inverse  de  c.  Par  suite,  les  circon- 
férences G  et  T  coupent  X  et  X'  sous  le  même  angle  0. 

Celte  proposition  est  aussi  susceptible  d'une  vérification 
très  élémentaire.  Méprenons  les  notation1-  employées  plus 
haut,  et  soit  MT  la  tangente  en  i\l  à  c  ;  T  est  sur  OA  ;  soit 
II;  perpendiculaire  sur  Om. 

Utilisant    les    résultats    précédents    et   les   similitudes    des 


(  5<i;  > 
triangles  OmP,  OTB  et  AMT,  Al<>,  MPT,  on  .1 

TB   _  QT   _  QT  _  AT  _  IM T 
roP~Om~  I.M   -  AU  ~  ÛV' 

donc  les  deux  triangles  rectangles  Ml' m  el  MTB  sont  sem- 
blables; l'angle  MTB  est  donc  égal  à  0,  ce  qui  prouve  que  c 
coupe,  sous  l'angle  0,  le  parallèle  du  tore  S  passant  par  M. 
puisque  TB  est  parallèle  à  la  tangente  en  1\I  au  parallèle  du 
tore. 

3.  Soit  Ct  l'une  des  circonférences  C;  le  lieu  des 
centres  des  sphères  passant  par  C(  est  la  perpendicu- 
laire D  au  plan  de  C|  en  son  centre,  et  le  lieu  des 
centres  des  sphères  passant  par  l'une  quelconque  des 
circonférences  C  est  l'hvperboloïde  à  une  nappe  H 
engendré  par  D  en  tournant  autour  des  Os. 

Comme  la  symétrique  d'une  circonférence  C  par 
rapport  à  un  plan  méridien  est  évidemment  une  cir- 
conférence T,  H  est  aussi  le  lieu  des  centres  des 
sphères  contenant  une  circonférence  T  ;  mais  ce  sont 
les  génératrices  de  système  di lièrent  de  D  qui  appa- 
raissent maintenant  comme  lieu  des  centres  des  sphères 
passant  par  une  circonférence  V  déterminée. 

Soit  s  une  sphère  passant  par  G,;  la  circonférence  T, 
symétrique  de  T,  par  rapport  au  plan  méridien  passant 
par  le  centre  de  5,  est  évidemment  une  circonférence  T; 
donc  5  contient  bien  une  circonférence  I'.  Les  axes 
des  circonférences  C,  el  I",  sonl  les  deux  génératrices 
de  H  passant  par  le  centre  de  s.  Aux  points  de  ren- 
contre de  G,  et  r,,  la  sphère  s  esl  bitangente  au 
tore  S. 

On  pourrait  retrouver  toul  cela  par  le  calcul;  bor- 
nons-nous à  formel-  l'équati les  sphères  s. 

Supposons  d'abord  que  C,  soil  la  circonférence 
t2_f-  K2 —  {i  cos'8       il  v  sin8, 
x  =  £  cos6,  -  =  :  sin8. 


(  568  ) 
La  sphère  s  aura  pour  équation 

i  i  )     .r2-t-  r2-t-  c2  —  2 /j' si  ii  6  —  i-  cosî8-<- v.Xi  z  — x  tangO)  =  o. 

Et  si  C,  est  quelconque,  on  aura  l'équation  la  plus 
générale  en  faisant  tourner  les  axes  d'un  angle  io  arbi- 
traire : 

(•2)     x-  -f-  y--r-  z- —  a  /  sinO  (x  sin  w-i-^cosa>) 

—  /2cos20  -+-  i~k[z  —  tan  g  0  (x  cosw  -f-  y  sinO)]  =  o. 

On  retrouve  ainsi  ce  fait  déjà  vu  que  ces  sphères  5 
ont  toutes  une  puissance  égale  à  —  L-  cos-  0,  par  rap- 
port au  point  O  ;  donc  celles  d'entre  elles  qui  passent 
par  un  point  a  passent  aussi  par  le  point  a\  tranformé 
de  a  par  l'inversion  de  centre  O  et  de  puissance 
—  I*  cos*  8. 

4.  Si  a  est  sur  0-5,  a'  v  est  aussi,  et  le  centre  de  s 
est  dans  le  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  aa  :  la 
cote  de  ce  centre  est  —  X  ;  on  posera  donc 

—  À  =  /  cos  9  tan  g  a. 

Les  coordonnées  du  centre  de  s  sont  : 

/sinO    .  „        /sinO 

\  =  —  si  n  (  a  -+-  tu  i.  î  = cos(  a  -f-  10  ). 

(•osa  cosa 

Z  =  /  cos  8  ta  nu  a. 

Le  plan  méridien  de  ce  centre  fait  avec  O xz  un  angle 

— ■ i-fa-f-toj;    ce    plan   bissecle  intérieurement 

l'angle  formé  parles  deux  demi-droites  joignant  O  aux 
centres  des  circonférences  C0  et  V0  situées  sur  v, 
droites  qui  font  avec  Ojc  les  angles  u  et  u'  ;  on  a 


u  =  - 

a 
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d'après  la  transformation  qui  permet   de  passer  de     i 

à  (2). 

Donc 

Il  +  II'  (-2  A  1  )TT  ,  ,, 

-T-  (  a  -f-  w  )  =  k  tc  -+-  a  -+-  «, 


2 

II'  —  Il 


k'n  -f-  a. 


Si  //,  esl  l'angle  relatif  à  Ci,  on  a  de  même 

donc  — =  a  —  (3,  à  un  multiple  de  tï  près. 

Pour  que  la  suile  C0,  C|,  ...  soil  périodique  et  con- 
tienne n  circonférences  différentes,  il  est,  d'après  cela, 

nécessaire  et  suffisant  que  a  —  j3  soit  égal  à  p  -,  p  étant 
un  nombre  premier  avec  n. 

En  passant  aux  tangentes,  cette  relation  s'écrit 

tanga  —  tans  pi 

-  tan-  r 


{-  tang  a  tang  (3  '    n 

Dit 

lang- — 
Z'  —  Z  n 


/•j  Cos29  -4-  ZZ'  /  cosfl 

en  appelant  Z  et  Z'  les  cotes  des  centres  des  deux  sjs- 
tèmes  de  sphères. 

On  tire  (\>-  là.  en  part icu lier, 

tanga  |  i  -+-  lang 
A         tnnga 

«    =     7V.     = 


7/       tans;  G  /<- 

0  •  —  tang  '  —  -+-  lane  a 


Z    /n^i    -  /.  tans  /'" 
I  "J 

/  cosô    —  /  eosô  tang  —       Z 
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formule  qui  donne  le  rapport  des  eotes  en  fonction  de 
l'une  d'elles. 

Pour  que  le  calcul  soit  fait  algébriquement,  il  reste 
à  calculer  tang/)-  par  un  procédé  algébrique,  toutes 
les  fois  que  cela  est  possible.  Pour  n  =  io,  on  a  à  calcu- 

I  ~  371  7  71  ()7t,  ,i-i 

1er   tanç — ,  tanç  — ,  tang- — >  tang: — ;  c  est-a-dire  les 
°  io  °  io  °   io  °   IO 

tangentes  des  arcs  x  tels  que  tang  ox  soit  infinie;  les 
valeurs  de  ces  tangentes  s'obtiennent  en  annulant  le 
dénominateur  de  l'expression  de  tangos  en  fonction 
de  tang ,r  =  t,  donc  ce  sont  les  racines  de  l'équation 

i  —  io/2-!-  5<4  =  o. 

Z' 
La   formule   donnant  —  en  fonction    de  Z  convient 

en  particulier  pour  trouver  les  cas  où  l'un  des  deux 
systèmes  de  sphères  se  réduit  au  système  des  plans 
bi tangents,  comme  on  le  verrait  facilement. 

Examinons  la  seconde  hypothèse  :  s  passe  par  a 
(/cos  9  cos  A,  Icos  9  sin  A,  o). 

Portons  ces  coordonnées  dans  (2),  il  vient,  en  posant 
toujours  —  X=  l  cos  h  tang  a, 

tanga  =  tang  (A  —  w),  a  =  A  —  u>  -+■  kit. 

Conservant  à  //  et  a'  les  significalions  indiquées, 
on  a 


2 
De  même, 


=(2Ajr-t-l)-  -+-  B  ; 


donc,  à  un  multiple  de  w  près, 

fHHif^B-A. 
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Pour  que  la  suite  C0,  Ct,  ...  soit  périodique  et  con- 
tienne n  circonférences  différentes,    il  est  donc  néces- 
saire et  suffisant  que  B  —  A  =/> -•  />    étant    premier 

avec   n.   Cette   condition    est    indépendante  du   chois 

de  C0. 

Ces  questions  se  traitent  facilement  par  la  Géométrie.  Les 
sphères  s,  passant  par  un  point  a,  passent  par  son  associé  a'; 
les  centres  de  ces  sphères  sont  donc  sur  la  conique  -l_«  section 
de  H  par  le  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  aa  .  De  même, 
les  centres  des  sphère*  s  passant  par  b  sont  sur  une  conique  \i!>. 
Désignons  par  «0,  b0,  aj,  bu  ...  les  centres  des  sphères  s 
nécessaires  pour  construire  la  suite  C„,  r0,  C|,  I"i,  .... 

La  ligne  brisée  a0bo,  b^cix,  «i^t,  b^a^,  ■••  est  formée 
de  génératrices  de  H.  Il  faut  écrire  que  ce  polygone  se  ferme. 
D'après  un  théorème  île  Poncelet,  on  sait  que  la  condition  <le 
fermeture  ne  dépend  pas  du  point  de  dépari  <'.,.  mais  dépend 
seulement  de-  coniques  d>  e&  il!)  prises  sur  H.  Il  est  d'ailleurs 
inutile  d'invoquer  ce  théorème. 

Examinons  la  première  hypothèse.  Mors  l  el  \l\>  sont  deux 
circonférences;  en  projection  sur  Oxv,  on  a  deux  circonfé- 
rences &l>'  et  llî)',  projections  de  0R0  et  de  l)!>,  qui  admettent  O 
pour  centre,  et  les  cotés  du  polygone  sont  tangents  en  projec- 
tion au  cercle  de  gorge  de  II.  Il  suffit  donc  d'écrii  e  qu' -ôté, 

a0b0   par    exemple,    est   en    projection     vu    du    centre    sous 

l'angle  p— ,  d'où  un  calcul  identique  à  celui  du  texte. 
n 

Dans  la  seconde  hypothèse,  puisque  a  est  à  la  distance  /  cos  8 
de  O,  le  point  a'  est  symétrique  de  a  par  rapport  à  O,  et  -i 
et  il!»  sont  deux  hyperboles  méridiennes  de  II.  En  projection 
sur  Oay,  -U  et  »i!.  sont  deux  diamètres  du  cercle  de  gorge, 
l'angle  de  ces  deux  diamètres  est  l'angle  aOb,  c'est-à-dire 
B  —  A.  En  projection,  le  polygone  a0b0aibt  ...  estconstitué 
de  tangentes  au  cercle  de  goi  ge,  el  les  sommets  sonl  sur  deux 
diamètres  -l,',   il!.'  de  ce  cercle. 

Un  calcul  immédiat,  qui  esl   celui  qu'on   fail    pour  calculer 
la    déviation    d'un    rayon    Lumineux    âpre-    deux    réflexions, 
montre  que   l'angle  de  a0  ba  el  de  at  bt   esl     t(B        \  •:    pour 
qu'il  y  ait  fermeture  du  polygone,  a„  étant  confondu  ave 
il  faut  que  i  n  (  B  -  A  I  s<>it  un  multiple   de    I  - 
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On  peut  encore  remarquer  que  les  deux  cas  particuliers 
examinés  se  ramènent  facilement  l'un  à  l'autre  ;  une  inversion 
dont  le  centre  est  sur  la  circonférence  A  de  centre  O,  de  rayon 
h  ii-O.  ei  située  dans  Oxy,  transforme  le  tore  en  un  tore  dont 
le  nouvel  axe  est  la  droite  transformée  de  A;  les  parallèles 
de  l'un  des  tores  correspondent  aux  méridiens  de  l'autre. 

On  ramène  le  cas  général,  où  a  et  b  sont  quelconques,  à  l'un 
ou  l'autre  des  deux  cas  que  l'on  vient  d'examiner;  la  figure 
formée  par  H,  -A-,  liii  est,  en  effet,  toujours  la  thème  que  dans 
ces  cas,  à  une  transformation  homographique  près. 

On  voit  ainsi  que  la  condition  de  périodicité  est  indépen- 
dante du  choix  de  C0,  et,  en  ramenant  au  second  cas  particu- 
lier examiné,  on  est  conduit  à  exprimer  cette  condition  de 
fermeture  en  disant  que  le  rapport  anharmonique  des  plans 
de  al)  et  \l!>  et  des  plans  tangents  à  H  menés  par  la  droite 
commune  aux  plans  de  -Ao  et  \\\>  est  égale  à  l'une  de  celles  des 
racines  nnm"  de  l'unité,  qui  sont  des  racines  primitives. 

Si  maintenant  on  utilise  le  théorème  de  Poncelet,  d'après 
lequel  la  condition  de  fermeture  d'un  polygone  formé  de 
segments  de  génératrices  d'une  quadrique  H  et  inscrit  dans  la 
courbe  commune  à  II  et  à  une  autre  quadrique  est  indépen- 
dante du  premier  élément  choisi,  on  peut  encore  aller  plus  loin. 

On  peut,  en  effet,  définir  la  suite  C0,  Y„.  C|,  f,,  ...  à  partir 
d'une  circonférence  G0  à  l'aide  d'une  famille  algébrique  quel- 
conque de  sphères  hitangentes  s  pourvu  que  cette  famille  con- 
tienne deux  sphères  et  deux  seulement  passant  par  chaque 
circonférence  C  et  par  iliaque  circonférence  T.  Une  telle 
famille  de  sphères  remplacera  alors  la  famille  formée  à  la  fois 
par  les  sphères  passant  par  a  el  par  les  sphères  passant  par  A 
que  l'on  considérait  auparavant. 

Pour  une  telle  fa  mille,  le  lieu  des  centres  des  sphères  est 
une  courbe  de  H  qui  a  deux  points  et  deux  seulement  sur 
chaque  génératrice  de  chacun  des  deux  systèmes  ;  c'est  donc 
une  biquadratique  gauche  et  le  théorème  de  Poncelet  s'ap- 
plique ;  donc,  si  la  suite  G0,  I'o,  Ci,  .. .,  construite  à  l'aide  de 
celte  famille  de  sphères,  est  périodique  pour  un  choix  parti- 
culier de  <".„,  elle  l'est  quelle  que  soit  C0. 

On  pourra  prendre,  par  exemple,  pour  la  famille  des 
-ploies  s,  celles  qui  sont  tangentes  à  une  droite,  à  un  plan  ou 
•  i  une  sphère  donnée,  et  qui  font  partie  de  la  même  famille 
algébrique. 


(  ■>;■'•  ) 

Le  lecteur  pourra  rechercher  pour  ces  cas  quelles  ^<>nt  les 
conditions  de  périodicité  :  il  pourra  aussi  m-  demander  dans 
quelle  mesure  les  résultats  obtenus  sonl  applicables  au  cas 
d'une  surface  cvclide  autre  que  le  tore. 


Composition  de  Mathématiques 
(Sciences.   —  I  et  II  |. 

On  considère  un  point  matériel  M,  de  masse  m. 
sur  lequel  un  centre  fixe  S  exerce  une  attraction  F 
inversement  proportionnelle  au  carre  de  la  distance 

r  =  SM(F  =  — £?V 

i"  Indiquer  à  quelles  conditions  doit  satisfaire  la 
vitesse  initiale  pour  que  la  trajectoire  de  M  soit  une 
circonférence  C;  on  calculera  la  durée  T  d'une 
révolution  complète  en  fonction  de  la  constante  h  et 
du  rayon  11  de  la  circonférence  C. 

2°  l  n  autre  point  matériel  M  ,  de  masse  né,  décrit 

sous  l'action   du  même  centre  de  forces  S  (  la  force 


étant  F'  =  — -r—  avec r'  =  SM'  )  une  parabole  P  de 

paramètre  p.    Calculer   le   temps    employé   par    M 
pour  décrire  un  are    VI!  de  la  parabole  ;   <ai   se  don- 
nera les  angles  /  et  [1>  de  S  \  et  S \)  avec  l'axe  Sx  de 
la  parabole. 

3  '  La  parabole  I'  et  la  circonférence  <  '■  étant  sup- 
posées dans  un  mena'  plan,  a  quelle  condition  se 
coupent-elles  en  deux  points  \  et  B?  Cette  condi- 
tion étant  remplie,  calculer  le  temps  \'  pendant 
lequel  le  point  M   reste  à  l'intérieur  de  <  1,  et  étudier 

la  variation  du  rapport   --   quand   le   paramètre   p 

varie. 


(  574  ) 
4°  L'orbite  de  la  Terre  étant  supposée  circulaire, 
calculer  le  nombre  maximum  de  jours  durant  les- 
quels une  comète,  décrivant  une  orbite  parabolique 
dans  le  plan  de  l'orbite  terrestre,  peut  rester  à 
V intérieur  de  Vorbite  terrestre. 


Solution  par  H.  L. 


i°  La  position  initiale  de  M  est  supposée  sur  G, 
donc  SM  =  r  =  R.  La  vitesse  initiale  v  doit  être  per- 
pendiculaire à  SM  et  telle  cpie 


k_ 

R2 


v=i      - 


Donc  la  durée  T  est  égale  à 


2  7lR  _   271R2 

v      ~       ï~ 

£2 


2°  Au  sommet  a  de  la  parabole  /'  =  — >  le  rayon  de 

courbure  est  égal  à  p,  donc  la  vitesse  v  en  ce  point  est 
telle  (iue 


P* 


-M/1- 

La  vitesse  aréolaire  constante  de  M'  est  donc 

1         P       1   n— 
-  v  x  —  =  -  s/kp. 


On  aura  le   temps  demandé  en  divisant    par   cette 
vitesse  aréolaire  l'aire  balayée  parSM,  laquelle  est 

-   /     P*dQ, 


(  575  ) 

avec 

P 


i  -+-  cos8 

en  supposant  S./-  dirigée  vers  le  somme!  \. 

On  peut  d'ailleurs  ;uissi  calculer  celte  aire  comme 
différence  des  aires  des  secteurs  paraboliques  \Slî. 
\  SA,  dont  les  aires  sonl  fournies  par  la  Géométrie 
élémentaire.  L'aire  du  second  es! 

-  p  «inx  (  - 3  cosx )  h —  p*  sin*  cos  x  =  -  z  sinxf?./;  —  o  cosal; 

3  l  \  2       '  /         '  '  6 

dans  celle  formule,  p  = ce  nui  permet  d'écrire 

1  i  -+-  cos  a  '       ' 

l'aire  sous  la  forme  -  p  sin  a  (p  -f-  p). 

3°  a  élant  donné'  par  la  formule 

Pi  =  — ,  d'où  si  il  y.  =  — -  \  in  a  K  —  p  i, 

i  —  cosx  K 


T'=  (HllL)  x  îXiR(p      li  isina=  -^=  (/>-»- R^sR— p; 


T  i     ,/j—  R  h  aR-/>i' 

T  ~      -  » 


Tous  ces  calculs  supposent  /?  -<  2  II;  c'est  donc  la  cou 
dition  de  rencontre  du  cercle  et  de  la  parabole,  ce  qui 
était  évident  géométriquement. 

Quand  />   varie  de  o   à   2H,  tït  se  présente  sous  la 


forme    d'un    produit    de    deux   facteurs   positifs    dont    la 

T'  . 

somme  est  constante.  -=r  commence   donc    par   croître, 

à  partir  de  j£—  >  pour  décroître  ensuite  jusqu  à  zéro  ;  !<• 


3- 


(  >;6  ) 

maximum  a  lieu  pour 

/>-t-  R  _  JtR  —  p  _  3R  Y     2V3 

1  i  3    '  T  =     37r 

2  2 

'10  Dans  ce  cas, 

T  =  365J,>-5  environ, 

T'<  2  ^2  .  .  . 

1  ^  — —  X  3d3,2j  =  io9J,6  environ. 

>  77 


ERRATA. 


i°  série,  l.  XI,  1911,  p.  438,   ligne  16,  au  lieu  de  : 

Il  est  facile  de  montrer  que   toute   solution   du  système  (1)  est 
une  solution  du  problème, 

Lire  : 

Il  est  facile  de   montrer  que  le  système   (1)   admet  une  solution 
du  problème. 

Même  Tome,  p.  44°»  au  Heu  de  : 

Nous  avons   montré  que  toute  solution   du   système   (1)  est  une 
solution  du  problème, 

Lire  : 

Nous  avons   montré  que  le  système   (1)  admet  une  solution  du 
problème. 


(  :>77  ) 
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